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Resumo

Este trabalho descreve um ambiente computacional grafico interativo para andlise in-
tegrada e auto-adaptativa de modelos bidimensionais de elementos finitos, com aplicacao
em problemas estruturais e mecanicos, baseado em uma técnica de Enumeracdo Espa-
cial Recursiva. O sistema é integrado porque envolve um modelador geométrico para
criar a geometria do modelo, um pré-processador para geracao da malha e aplicacao de
atributos, um médulo de andlise para avaliar a solu¢cao do modelo, e um pés-processador
para visualizacao dos resultados. O sistema integrado é auto-adaptativo porque, além
de envolver todos esses conceitos acima descritos, também tem a capacidade de, feita a
criagao do modelo com uma malha inicial e seus atributos e analisa-lo uma vez, decidir
onde refinar a malha, refazer a andlise e repetir este procedi-mento até que um critério
de convergéncia pré-estipulado seja atingido. A estratégia proposta envolve muito mais
que simplesmente uma técnica de geracao auto-adaptativa de malhas. Também é con-
siderada a maneira como o sistema gerencia o processo auto-adaptativo como um todo
e como ele redistribui os atributos fisicos e geométricos do modelo na nova malha cri-
ada. Além disso, a estratégia de auto-adaptagao proposta é suficientemente confidvel,
robusta e rapida para possibilitar uma simulagao interativa de problemas praticos de
engenharia. Acredita-se que este trabalho é um passo decisivo na direcao de uma es-

tratégia de automacao real em modelagem por elementos finitos.
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Abstract

This work describes an interactive graphics computational environment for auto-
adaptive, integrated, two-dimensional finite element analysis, with application to struc-
tural mechanics problems. The auto-adaptive strategy is based on recursive spatial
enumeration techniques. The system is integrated in the sense that it involves a geo-
metric modeler to create the model geometry, a pre-processor for mesh generation and
attribute assignment, a numerical analysis module to evaluate the finite element re-
sponse, and a post-processor for the result visualization. The system is auto-adaptive
in the sense that, besides considering all the above concepts, it has the capability of,
after initial model creation, deciding where to refine the mesh, redoing the analysis,
and repeating the procedure until a pre-defined convergence criterium is achieved. The
proposed strategy involves much more than simply devising an auto-adaptive mesh gene-
ration technique. It is also considered how the system manages the process at all and
how it redistributes the physical and geometrical attributes in the new created mesh.
In addition, the auto-adaptive proposed strategy is reliable, robust, and fast enough to
provide an interative simulation of pratical engineering problems. The author believes
that this work is a decisive step in the direction of a real automated strategy in finite

element modeling.
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Introducao

Na anélise de problemas de engenharia, o uso de métodos numéricos tem crescido muito
nas ultimas décadas. Isto se deve ao fato de na maioria das vezes o analista nao conhecer
a solucao analitica para o problema e precisar entao de modelos numéricos para conseguir
esses resultados.

O Método dos Elementos Finitos é um dos métodos mais utilizados nos dias
de hoje, devido, principalmente, a sua gama variada de aplicagoes e a boa acurédcia dos
resultados obtidos. Ele permite, por exemplo, o estudo de deslocamentos e tensoes em
pecas mecanicas, barragens, minas, bem como a determinagao de fluxo de calor, pressao
neutra e muitas outras andlises. Basicamente, estes tipos de andlise tém em comum
o fato de que se baseiam na solucao de um problema para o qual sao estabelecidas
equacoes diferenciais parciais relacionando varidveis de campo fundamentais dentro de
um determinado dominio, e satisfazendo condigoes de restricoes para essas varidveis
fundamentais e suas derivadas na fronteira do dominio. De uma maneira geral, pode-
se dizer que a idéia central do método é subdividir o dominio em pequenas regioes
(elementos) onde o comportamento do campo possa ser aproximado por polinémios ou
por funcoes harmonicas. Essas funcoes sao expressas com base em valores do campo nos
vértices (nds) destes elementos; estes valores, as incégnitas do problema discreto, sdo
determinados através da minimizacao de um funcional associado a equacgao diferencial.

Tendo em vista algumas hipdteses simplificadoras, bem como a dependéncia de
discretizacao do dominio escolhida, o uso adequado do método requer o conhecimento
da formulagao dos elementos utilizados e o reconhecimento de fen6menos importantes no
modelo fisico. Observa-se, entao, que a obtencao de resultados satisfatorios da andlise
numérica é diretamente influenciada pela experiéncia e pelo conhecimento do analista,
no uso do método.

Procedimentos adaptativos surgem, portanto, com o objetivo de dar ao analista
meios de controlar a qualidade dos resultados da andalise numérica e automatizar a
busca de uma malha 6tima que atenda aos requisitos de uma andlise consistente com

o modelo fisico em questao, dada uma taxa de erro definida. Estes procedimentos vem



de encontro entao a necessidade de maior confiabilidade e robustez no uso do método,
sem entretanto desprezar a experiéncia e o conhecimento no seu uso, que sempre sao

importantes, mas minimizando erros na andlise.

1.1 Método dos Elementos Finitos Adaptativo

Em meados dos anos 50, quando o método dos elementos finitos apareceu nas analises
de engenharia, cabia ao engenheiro analista a tarefa de descrever a malha, através de
arquivos texto, diretamente para os programas de andlise existentes na época. Um dos
primeiros sistemas de uso geral em engenharia foi o ICES (Integrated Civil Engineering
System), desenvolvido no MIT (Massachusets Institute of Technology).

A década seguinte trouxe o crescimento de pesquisas sobre o método, com o
desenvolvimento de novos elementos e técnicas numéricas mais eficientes. O surgimento
do programa SAP (Structural Analysis Program), desenvolvido em Berkeley em 1965
e cujo codigo fonte foi distribuido pelo mundo, influenciou de modo marcante o desen-
volvimento do método.

No comeco da década de 70, surgiram os primeiros trabalhos sobre adaptacao
no método dos elementos finitos. Entretanto, o conceito de adaptacao automaética da
malha baseada em estimadores de erro sé foi introduzido consistentemente por Babuska
no final da década de 70. Junto com a idéia, a computagao grafica passou a ser uti-
lizada para visualizagao de malhas, permitindo ao analista minimizar erros existentes
nos antigos arquivos textos. Babuska e Rheimboldt (1976, 1978, 1979) desenvolveram
os fundamentos matematicos do método adaptativo baseado no erro da discretizagao.
Estimativas de erro a posteriori tornaram possivel a concepcao de uma estratégia adap-
tativa para o método dos elementos finitos, de forma que um refinamento poderia ser
feito apenas em certos elementos.

Na década de 80, Zienkiewicz et al. (1982) introduziram uma formulagao
hierarquica no método adaptativo. Nesta década, as idéias adaptativas cresceram para-
lelamente ao crescimento da computacao grafica. Técnicas de computagao grafica in-
terativa foram usadas para promover um ambiente onde a criacao da malha fosse um
processo assistido pelo computador. Estes programas, que criavam dados para a analise,
passaram a ser chamados de pré-processadores. Técnicas de modelagem geométrica e
de geragao automadtica de malhas foram utilizadas por Shephard (1986), com o objetivo

de associar o método adaptativo a sistemas graficos.
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Zienkiewicz e Zhu (1987) introduziram uma técnica de estimativa de erro de
facil implementacao em qualquer programa de elementos finitos. Esta técnica foi pos-
teriormente aperfeicoada em 1992. Procedimentos mais sofisticados para estimar o
erro numérico de modelos de elementos finitos também estao disponiveis na literatura
(Babuska, Szabd, 1991). A principal questao a ser abordada, entao, passou a ser a
estratégia de redefinicao da malha, dada uma estimativa de erro, de forma eficiente e
robusta.

Nos dias de hoje (1994), além do aspecto numérico, as pesquisas também
evoluem na busca de novas estruturas de dados que possibilitem a criagao de programas
que facam essa adaptacao de uma forma robusta e confiivel, com um minimo de inter-
feréncia do usudrio. Técnicas modernas de modelagem geométrica, como enumeracao
espacial recursiva através de quadtree (2D) ou octree (3D), tém um papel importante

na geragao automdtica de malhas baseadas em estimativas de erro (Baechmann, 1989).

1.2 Estratégias de Adaptacdo

A andlise adaptativa de modelos de elementos finitos envolve estimativas de erro a priori
ou a posteriori que tornam a solu¢ao do problema otimizada. As estimativas de erro
a priori fornecem somente informacgoes qualitativas sobre o modo de convergéncia da
solucao quando o nimero dos graus de liberdade tende a infinito, além de requererem o
conhecimento prévio das caracteristicas da solucao exata. Normalmente, essas estima-
tivas nao dao informagoes sobre o erro real no modelo, o que somados as dificuldades
em sua formulagao, restringe a aplicagao a alguns poucos casos.

As estimativas de erro a posteriori tém recebido muita atencao dos
pesquisadores e sua aplicacao tem crescido e se mostrado eficiente. Muitos estimadores
tém sido propostos baseados em informagoes advindas da solucao, como normas de ener-
gia, etc., e estas estimativas sao feitas localmente a nivel do elemento ou globalmente ao
nivel da malha. Os estimadores, usualmente, buscam a malha 6tima tentando igualar
o valor do erro nos diversos elementos.

Todos os conceitos de sistemas adaptativos empregados procuram reduzir o erro
de aproximagao no método dos elementos finitos. Existem duas maneiras classicas de
reduzir esse erro de discretizacao: os chamados refinamento h e refinamento p, que sao
duas maneiras de aumentar o nimero de graus de liberdade, de forma a reduzir o erro

em uma andlise seguinte (figura 1.1).
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Figura 1.1: Refinamento do tipo “h” e “p” (Cook, 1989).

O refinamento h se refere a uma diminuicao no tamanho caracteristico h dos
elementos, subdividindo-se cada elemento, sem alterar o grau do polinémio usado. O
refinamento p se refere a um aumento do grau p do polindémio completo de mais alto
grau na formulagao, acrescentando nés aos elementos ou graus de liberdade adicionais
(rotagoes, por exemplo) aos nds, ou ambos, sem alterar o nimero de elementos usa-
dos. Uma terceira estratégia de refinamento consiste na modificagao da posi¢ao dos
nds, movendo-os na direcao das regioes onde haja gradientes acentuados na solucao,
mantendo-se 0 mesmo nimero de graus de liberdade do modelo e a ordem dos polinémios
dos elementos. Este é o chamado refinamento r. Este procedimento aumenta a den-
sidade da malha em regides mais criticas e torna o modelo menos refinado em outras
areas. Pode-se ainda combinar as alternativas acima descritas, objetivando conseguir
uma convergéncia mais acelerada, criando procedimentos do tipo r-h (Las Casas, 1990;
Las Casas, 1991; Cyrino, 1989), r-p (Las Casas, 1990; Las Casas, 1991) ou h-p (Ribeiro,
1991).

Uma seqiiéncia de refinamentos da malha produz uma convergéncia para o
resultado correto. Este processo é conhecido como convergéncia h, p ou rdependendo do
procedimento de refinamento adotado. Um programa de andlise é chamado adaptativo
se a adicao de graus de liberdade, ou modificacao de nés, e a reandlise sao feitas com
um minimo de interven¢ao do analista. O programa é dito auto-adaptativo se ele pode
decidir automaticamente onde graus de liberdade adicionais sao necessarios dentro da
malha, modificar essa malha, refazer a andlise, e repetir o procedimento até que um
critério de convergéncia pré-estipulado seja alcancado (Cook, 1989).

Um sistema auto-adaptativo subtende muito mais que simplesmente uma
técnica de geracao automdtica da malha, apesar de certamente ser esta a parte mais
importante. O sistema deve abordar também a maneira como a redistribui¢ao dos seus
atributos e condicoes de contorno é gerenciada, a um nivel de eficiéncia e rapidez que

torne factivel o seu uso em andlises praticas de engenharia.
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1.3 Proposta da Tese

Este trabalho propoe um sistema integrado como estratégia de auto-adaptacao. Um sis-
tema integrado para andalise de elementos finitos envolve um modelador geométrico para
criar a geometria do modelo, um pré-processador para geracao da malha e aplicacao de
atributos, um maédulo de analise para avaliar a solucao do mo-delo e um pés-processador
para visualizacao dos resultados. Um sistema integrado auto-adaptativo, além de to-
dos esses aspectos, compreende todas as caracteristicas de auto-adaptagao mencionadas
anteriormente. Neste contexto, os principais objetivos deste trabalho sao:

e O desenvolvimento de uma estratégia de auto-adaptacao que seja confidvel, robusta
e rapida suficientemente para possibilitar uma simulacao interativa;

e A consideracao adequada dos atributos fisicos e geométricos do modelo dentro do pro-
cesso auto-adaptativo; em particular, uma estratégia que proporcione um refinamento
regular das curvas de fronteira e de interface entre materiais distintos;

e O desenvolvimento de um sistema gréafico integrado auto-adaptativo, com uma in-
terface de multiplas janelas, para andlise e visualizacao de resultados de modelos
bidimensionais, com aplicacao em problemas estruturais e mecanicos;

e A criagao de um sistema de facil extensao, onde técnicas de programacao orientada
a objetos sao exploradas.

Deve ficar claro que nao é objetivo deste trabalho a pesquisa de novos esti-
madores numéricos de erro. O enfoque principal é a estratégia de redefinicao da malha
e redistribuicao dos atributos para se adequar a uma andlise de erro genérica. Neste
contexto, o processo proposto pode ser classificado como sendo uma estratégia que usa
um estimador de erro a posteriori e um refinamento h.

O sistema desenvolvido recebe as informacoes da malha, com seus atributos
fisicos e mecanicos, de um modelo de elementos finitos gerada por um pré-processador
grafico existente (Mtool, 1992) e é capaz de decidir automaticamente onde refinar a
malha, tratando consistentemente as condicoes de contorno e outros atributos, e refazer
a analise até que um critério de erro seja atendido. Neste trabalho, o critério adotado é
um erro relativo na norma de energia global, fornecido pelo usuario. Vale ressaltar que,
a cada etapa de convergéncia para atingir o critério de parada, o usudrio pode intervir
no processo, modificando o erro relativo desejado; além disso, é possivel visualizar todos
os resultados da andlise através de fungoes de pds-processamento grifico existentes.

O estimador de erro usado é o proposto por Zienckiewicz e Zhu (1987), uti-

lizando uma norma de energia para o erro, e a recuperacao de tensoes nodais pelo
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projetor de Hinton e Campbell (1974), com suavizacao de valores com base na média
dos valores nodais dos elementos adjacentes. Este estimador de erro foi implementado
no moédulo de analise numérica segundo uma disciplina de programacao orientada a
objetos, o que permite uma flexibilidade de andlise utilizando todos os tipos de ele-
mentos triangulares ou quadrilaterais disponiveis. Vale ressaltar que nao se questiona
neste trabalho a acuracia do estimador escolhido; ele foi usado simplesmente por ser
de facil implementacao e bastante difundido na drea. Além disso, a disciplina de pro-
gramagao orientada a objetos facilita a troca do estimador, pois basta trocar um método
no programa, reutilizando procedimentos existentes e afetando o minimo possivel toda
a estrutura do sistema integrado proposto.

Com relacao ao refinamento, este é orientado pelo tamanho caracteristico de
cada elemento, projetado com base em uma razao de erro fornecida e no grau p do
polinémio da formulagao do elemento. Este refinamento é tratado segundo uma técnica
de Enumeracao Espacial Recursiva em dois niveis: refinamento do contorno do modelo,
e refinamento do seu dominio. Para o contorno, o refinamento usa uma estrutura de
dados de arvore bindria (binary tree); para o dominio, uma estrutura de dados de arvore
quaterndria (quadtree). Em ambas as arvores, o tamanho das células é definido em
funcao do tamanho caracteristico dos elementos na regiao correspondente.

O processo de geracao de malhas propriamente dito procura aliar as vantagens
das técnicas de quadtree e da triangulacao de Delaunay por contracao do contorno,
partindo de uma discretizagao de bordo fornecida. A idéia do algoritmo consiste na
combinagao das técnicas de quadiree, para geracao dos elementos no interior da regiao,
e de triangulacao de Delaunay, para geracao dos elementos entre o contorno da regiao
e a malha gerada por quadtree. Um aspecto fundamental deste algoritmo, que resulta
em uma melhor eficiéncia computacional, consiste na utilizagao das informacoes de
adjacéncia da estrutura quadtree também para o processo de triangulacao de Delaunay.

Outros autores adotaram um estratégia semelhante para o processo auto-
adaptativo baseado na técnica de quadtree. O trabalho do grupo de Shephard
(Baehmann, 1989) é um destes. Entretanto, estes trabalhos apresentam os mesmos
problemas da geracao de malhas sem auto-adaptatividade por quadtree. Estes problemas
sao oriundos da compatibilizacao da malha gerada de acordo com a arvore quaternaria
e o contorno do modelo. Esta compatibilizacao é feita por algoritmos geométricos com-
plexos, dependentes de tolerancia, e também resulta em uma discretizagao nao regular

do contorno do modelo. O método proposto neste trabalho estd fundamentado na



solucao destes problemas.

Como o sistema tem a capacidade de refinar automaticamente a malha, ele
também precisa refazer consistentemente as condicoes de contorno para o modelo re-
finado para refazer a analise. Este aspecto, também abordado neste trabalho, nao é
em geral tratado em outros trabalhos de auto-adaptatividade na literatura, mas é de

fundamental importancia para uma estratégia de auto-adaptagao.

1.4 Organizacdo da Tese

A apresentacao da estratégia geral de auto-adaptagao proposta é feita no capitulo 2.
Salienta-se a importancia de se manter a consisténcia geométrica do modelo e a con-
sisténcia dos atributos mecanicos das curvas e regioes.

O capitulo 3 explica a organizacao de classes para andlise por elementos finitos
segundo uma disciplina de programacao orientada a objetos, dando enfoque aos métodos
implementados para avaliacao de erro.

O processo de auto-refinamento das fronteiras do modelo é descrito no capitulo
4. Sao explicadas a estrutura de dados de drvore bindria (binary tree) que refaz a dis-
cretizacao das fronteiras, e a classe Curva criada, segundo a mesma metodologia de
programacao orientada a objetos, para controle da geometria e da reaplicagao consis-
tente dos atributos na malha refinada.

O capitulo 5 explica o método de geracao da malha usado na auto-adaptacao
utilizando a estrutura de dados do tipo drvore quaterndria (quadiree). Com exce¢ao
da parte dependente da estimativa de erro em uma etapa da geracao da arvore, este
método pode ser usado como um método de geracao de malhas em dominios arbitrarios,
em processos de andlise nao necessariamente adaptativos.

No capitulo 6, sao mostrados alguns exemplos da aplicacao da estratégia de
auto-adaptacao. FEste capitulo também trata a visualizacao grafica com maultiplas
janelas. Finalmente, no capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e sugestoes para

trabalhos futuros.



Estratégia de Auto-Adaptacao

Este capitulo descreve a estratégia de auto-adaptacao proposta. A estratégia define dois
moédulos: o médulo de analise numérica e o médulo auto-adaptativo. Uma malha ini-
cial definida é analisada pelo médulo de andlise numérica e é exportada para o mdédulo
auto-adaptativo para a adaptacao da malha e uma posterior andlise. O ciclo se repete
até que se satisfaga um critério de erro pré-definido. Dois aspectos sao importantes.
O primeiro é que, a cada etapa do processo, pode-se visualizar os resultados obtidos
(tensoes, deslocamentos, etc.) da nova malha analisada e intervir no processo, modif-
icando o paramétro de erro pré-definido. O segundo aspecto é que, como se trata de
um sistema auto-adaptativo, é preciso, a cada nova etapa, refazer os atributos consis-
tentemente com a malha gerada. Este aspecto nao é detalhado em outros trabalhos de
auto-adaptacao, que s6 enfocam o aspecto da modificagao da malha e ndo mencionam

como os atributos sao tratados.

2.1 Enumeracdo Espacial Recursiva e Triangulacdo

Diversos algoritmos com diferentes estratégias para geracao automatica de malhas de
elementos finitos em regioes bidimensionais tém sido publicados na literatura. Dentre
estes, destacam-se os algoritmos baseados em técnicas de enumeracao espacial recursiva
utilizando quadtree (Yerry, Sheppard, 1984; Baehmann et al., 1987) e os baseados nos
critérios para triangulagao de Delaunay (Joe, 1986; Chew, 1989; Lo, 1989; Vianna, 1992;
Potyondy, 1993).

A quadtree é uma estrutura de dados que pode ser usada para implementar
algoritmos de enumeragao espacial recursiva (Samet, 1984). Estes algoritmos subdivi-
dem uma dada regido do espago (bidimensional ou tridimensional) em regioes de forma
similar. O processo é entao repetido um nimero arbitrario de vezes para as regioes
menores. Estes algoritmos trabalham somente com um nimero pequeno de formas de
regioes, como tridngulos, quadrados ou hexagonos para regioes bidimensionais, e tetrae-

dros, cubos ou hexaedros para regides tridimensionais. Em regioes bidimensionais, a
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forma mais usada é o quadrado. Neste tipo de quadtree, cada regiao ou nao é sub-
dividida, ou é subdividida em quatro subregioes similares, dependendo do caso. Essa
informacao pode ser convenientemente armazenada em uma estrutura de dados do tipo
arvore, onde cada né ou tem quatro filhos ou nenhum filho (quadtree), no caso bidimen-
sional, ou tem oito filhos ou nenhum filho (octree), no caso tridimensional. A figura 2.1
mostra um exemplo simples de uma regiao subdividida e sua quadtree. As regides nao
divididas, que correspondem a noés folhas na arvore, sao chamadas células. O tamanho

de uma célula pode ser facilmente determinado pela sua profundidade na arvore.

O OO

Figura 2.1: Uma regido decomposta e sua arvore quaterndria (quadiree).

A utilizagao da técnica de quadtree para geracao de malhas bidimensionais, de-
vido as propriedades de uma arvore quaterndria, fornece algoritmos muito mais rdpidos
do que os demais, além de propiciar uma boa transicao entre regides com diferentes
graus de refinamento da malha. A principal desvantagem desta técnica, na sua forma
original, é que a discretizagao do contorno da regiao é comandada também pela arvore
quaterndria. Isto faz com que o contorno fique discretizado de uma maneira irregular,
com a criagao de vértices em posi¢oes nao controladas. Por causa disto, esta técnica nao
é automaticamente compativel com uma discretizacao fixa, previamente fornecida, para
o contorno da regiao. A conformacao com uma discretizacao fornecida para o contorno
é bastante til para se combinar diferentes algoritmos de geracao de malha, e é essencial
em problemas que se deseja modificar uma malha localmente.

Nos algoritmos baseados na triangulacao de Delaunay, a discretizacao do con-
torno nao s6 é garantida como faz parte dos dados de entrada para o préprio algoritmo.
Exemplos de algoritmos que utilizam esta técnica para a geracao de malhas de elemen-

tos finitos em regides com contornos arbitrarios (i.e., ndo convexos e com furos) podem

9



ser encontrados nos trabalhos de Shaw (1978) e Lo (1989). Embora existam algumas
variagoes entre esses algoritmos, em geral utiliza-se um procedimento de contragao do
contorno, juntamente com critérios de Delaunay. O processo de geracao da malha é
desenvolvido em duas etapas. Primeiro sao gerados os pontos no interior da regiao;
diferentes técnicas sao aplicadas para esta etapa. Em seguida, sao gerados os triangulos
da malha, utilizando-se a estratégia da contracao do contorno. Estes algoritmos, en-
tretanto, nao sao muito eficientes, apresentando uma complexidade quadratica no pior
caso.

Deve-se observar que existem algoritmos para triangulacao por Delaunay de
regides com restrigoes (i.e., regides nao convexas e com furos) com desempenho ©(nlogn)
(Chew, 1989; De Florani, Puppo, 1992), sendo n o nimero de nds definidos pela dis-
cretizacao do contorno do modelo. Estes algoritmos, entretanto, sao de implementacao
complexa e normalmente nao sao utilizados para elementos finitos.

Neste trabalho, a geracao de malha de elementos finitos é feita combinando-se
as técnicas de quadtree e de contragao do contorno segundo um critério de Delaunay, de
forma a manter as qualidades de rapidez e de transicao suave da técnica de quadtree,

aliadas a uma conformacao com uma discretizacao fornecida para o contorno da regiao.

2.2 Modelo Inicial de Elementos Finitos

A estratégia de auto-adaptacao proposta assume que existe uma malha inicial para
o modelo de elementos finitos. Além disso, a estratégia precisa de uma descri¢ao
geométrica de cada uma das curvas que compoem o contorno do modelo e de suas
regioes, bem como a descricao das condigoes de contorno (condigoes de suporte e so-
licitagao) destas curvas e dos atributos (material, espessura, etc.) das regides. Esta
descri¢ao pode ser feita através de arquivos texto em formato pré-definido (ver apéndice
A). A malha inicial pode ser gerada usando um pré-processador grafico existente (Mtool,
1992), e também fornecida através de um arquivo em formato padrao. Outra opgao é
gerar a malha automaticamente com base em uma discretizacao a priori das curvas
fornecidas.

As secoes seguintes descrevem todas as fases do processo proposto, adotando-se
um exemplo hipotético simples, que tem como objetivo uma melhor defini¢ao das fases.
Trata-se de uma chapa em forma de “L”, com deslocamentos impedidos na extremidade
esquerda e uma carga distribuida vertical, de cima para baixo, na extremidade direita.

A malha inicial deste exemplo é mostrada na figura 2.2.
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Figura 2.2: Exemplo e sua malha inicial.

2.3 Andlise por Elementos Finitos

O modelo inicial deve passar por uma primeira andlise, para que se tenha resultados
numéricos necessarios para o processo de refinamento, ja que se trata de uma estratégia
de auto-adaptacao a posteriorsi.

O moédulo de andlise do sistema, desenvolvido em um trabalho anterior desta
linha de pesquisa (Guimaraes, 1992), utiliza uma disciplina de programagcao orientada a
objetos, que permite a flexibilidade de anélise de todos os tipos de elementos triangulares
ou quadrilaterais, sem restricao a um certo tipo de elemento na malha. Neste trabalho,
este médulo foi modificado para incorporar a avaliagao do erro numérico, conforme serd
descrito no capitulo 3. O resultado da andlise, junto com a descricao das curvas, regioes
e de seus atributos, vao servir de requisitos para o refinamento da malha a ser efetuado.

O moédulo de anilise numérica é requisitado, em cada etapa do processo, apds a
malha ser refinada devido a avaliagao de erro da etapa anterior. Os arquivos de descricao
das curvas, regioes e seus atributos, porém, s6 intervirao no processo na primeira anélise.
Para tanto, segundo o paradigma de programacao orientada a objetos, no médulo auto-
adaptativo foi criada uma classe Curva, que armazena as informacoes geométricas e

mecanicas referentes as curvas, conforme descrito no capitulo 4.
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2.4 Discretizacdo do Contorno do Dominio

Na estratégia proposta, para a geracao auto-adaptativa da nova malha no dominio
do modelo é necessario que se tenha o contorno das regioes do dominio formado por
curvas de bordo ja discretizadas. Portanto, a primeira fase do processo proposto é a
discretizacao dessas curvas. Isto é feito com base nas propriedades geométricas e nos
tamanhos caracteristicos dos elementos de bordo (vizinhos as curvas) determinados a
partir da estimativa de erro calculada pelo médulo de analise.

Esta discretizacao das curvas de bordo é feita independentemente da dis-
cretizacao do dominio do modelo e é uma das vantagens do processo proposto, pois
isto vai resultar em uma discretizagao mais regular no contorno e consistente com as
caracteristicas geométricas de suas curvas.

O algoritmo usado para refinar o contorno é uma versao unidimensional (em
cada curva) do algoritmo utilizado para refinar o dominio, baseado na técnica de
quadtree. O refinamento de cada curva utiliza uma técnica de enumeracao espacial
recursiva, baseada em uma estrutura de dados de arvore bindria (binary tree), que sera
descrita em detalhes no capitulo 4. Este processo de refinamento é feito para todas
as curvas do contorno e vai definir a nova discretizacao para a geracao da nova malha
no dominio. A figura 2.3 mostra o resultado do refinamento de bordo para o exemplo

estudado.
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Figura 2.3: Discretizacao do contorno.
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Ao final do processo de refinamento das curvas de bordo, refaz-se consistente-
mente as condi¢oes de contorno. Por exemplo, para uma curva com carga uniformemente
distribuida, calcula-se o novo carregamento nodal equivalente consistente com o novo
refinamento. Por isso, a estratégia proposta necessita das descricoes das condigoes de
suporte e de carregamento das curvas. A disciplina de programacao orientada a objetos
utilizada no médulo auto-adaptativo faz com que esse tratamento seja genérico para
todos os tipos de curvas (linha reta, linha poligonal, arco de circulo, curva de Bézier,
etc.), o que permite a flexibilidade de tratar dominios com geometria definida por quais-
quer tipos de curvas. Esse processo de tratamento de atributos também sera descrito

no capitulo 4.

2.9 Geracao da Malha no Interior do Dominio

Com as curvas do dominio ji com a nova discretizacao baseada no erro numérico (erro
de discretizagao) existente no modelo, passa-se & fase da geragdo da nova malha. O
algoritmo usado para refinar o dominio é baseado na técnica de quadtree.

Esta técnica foi estendida neste trabalho para que a geracdo de malha no in-
terior de uma regiao fique conformada com uma discretizagao fornecida para o seu
contorno. Isto é feito gerando-se a malha no interior pela técnica de quadtree, deixando-
se uma faixa préxima ao contorno para ser discretizada por uma técnica de triangulacao
por Delaunay. Este procedimento tem vantagens em relagao a outros algoritmos auto-
adaptativos (Baehmann, 1989; Barbalho, 1994), onde a discretizagao de bordo é definida
pela atuacao da estrutura de dados usada na discretizagao do dominio na fronteira do
modelo. Conforme mencionado anteriormente, essa conformagao com uma, discretizacao
de bordo fornecida é importante, pois assim pode-se combinar diferentes técnicas de
algoritmos de geracao de malha e tratar o problema apenas modificando a malha lo-
calmente. O algoritmo de geracao da malha no dominio é descrito detalhadamente no
capitulo 5.

O tamanho da célula da quadtree é controlado por dois fatores: o tamanho dos
segmentos das curvas do contorno discretizadas e o tamanho caracteristico dos elementos
no interior da regiao ditado pela andlise de erro numérico. Observa-se que este processo
nao so refina regides onde se espera uma discretizagao mais expressiva, como “desrefina”
regides que nao necessitam de tanto refinamento como o feito na malha original.

A figura 2.4 mostra a nova malha, onde se pode observar esse aspecto, além de

notar-se a boa transi¢cao na malha, que é uma caracteristica do algoritmo de quadtree,
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pois ele realmente “sente” a discretizacao do contorno, ja que a criacao da malha é
fortemente influenciada por ela.

Essa nova malha, com os atributos consistentemente refeitos, é reanalisada pelo
moédulo de andlise; o ciclo continua até que o critério desejado seja atendido e se obtenha

uma malha final otimizada.

File Result Display Info Auto_Adaptation

Redrau

Scale

Distort

Linits

FindId

Pro ject

£31

.4 =

Figura 2.4: Nova malha gerada.

2.6 Gerenciamento dos Dados

Para o gerenciamento da geracao auto-adaptativa da malha, é utilizada uma estrutura
de dados que consiste de uma lista de regioes, onde cada uma possui uma lista de
identificadores das curvas que delimitam a sua fronteira. Como a discretizacao da
fronteira é que orienta a geracao da malha naquela regiao, regioes que compartilham
uma mesma, curva tém assegurada a compatibilizacdo em suas fronteiras. Essa lista de
regioes é que vai orientar a geracao da nova malha do modelo. Além disso, cada regiao
possui também uma lista de seus atributos (material, espessura, etc.) armazenados a
partir da leitura dos arquivos de descri¢cao definidos para o modelo, pois, como para as
curvas do modelo, os elementos das regioes devem ter seus atributos consitentemente

refeitos para possibilitar a reandlise.

14



Para cada regiao deve-se entao seguir um mesmo procedimento para o desen-
volvimento da estratégia de auto-adaptagao. Primeiro, percorre-se a lista de curvas
da regiao, ja rediscretizadas e com seus atributos refeitos, e, através dos seus identifi-
cadores, prepara-se os dados para o algoritmo de geracao da malha. Este algoritmo,
por sua vez, devolve uma malha que deve ser incluida na estrutura de dados da malha
global de elementos finitos que estd sendo gerada. Em seguida, os atributos de regiao
sao reaplicados nos novos elementos criados, de maneira que os novos elementos de uma,
regiao herdam os mesmos atributos dessa regiao na malha anterior.

Esse procedimento é repetido para todas as regioes e obtém-se uma nova malha
para se refazer a analise. Um aspecto aqui se torna importante: como o processo é
repetido regiao por regiao e o algoritmo de geragao de malha por quadtree necessita do
erro da malha para uma fase da criacao da arvore, a malha antiga e a malha nova de
uma regiao co-existem durante o processo, com a diferenca que a nova malha vai se
formando a medida que uma nova regiao é usada, e a malha antiga é liberada quando

a etapa acaba.
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Organizacao de Classes
para Analise por Elementos Finitos

Este capitulo descreve a organizacao de classes do mdédulo de andlise por elementos
finitos usado no sistema. Este médulo, desenvolvido sob uma filosofia de programacao
orientada a objetos, foi implementado, dentro da linha de pesquisa em que este sistema,
auto-adaptativo estd inserido, por trabalho anterior (Guimaraes, 1992) e modificado
para incluir a estimativa de erro necessaria ao sistema. E importante ressaltar que
o paradigma de programacao orientada a objetos utilizado foi fundamental para esta
expansao do modulo, uma vez que somente foi necessario introduzir novas classes e
métodos, sem precisar alterar toda a estrutura anterior, que foi totalmente reutilizada

para o calculo de erro.

3.1 Conceitos Bdsicos de Programacdo Orientada a Objetos

Os dois principios béasicos da programacao orientada para objetos sao a encapsulagao e
a heranca. Estes principios sao caracterizados nesta secao que estd fundamentada prin-
cipalmente no trabalho de Cox (1991). Aqui sao repetidos alguns conceitos colocados

por Guimaraes (1992) por uma questiao de completitude deste trabalho.

3.1.1 Relacdo Cliente-Servidor

Para apresentar o principio da encapsulacgao, é fundamental a definicao do conceito da
relagao “Cliente — Servidor”.

Comeca-se imaginando um programa que se divide num moédulo principal e
em varios outros, secundarios, que executam tarefas especificas, sempre que solicitados
pelo médulo principal. Ao mdédulo principal, da-se o nome de cliente; os demais sao os
servidores.

Na programagao convencional, a relagao entre cliente e servidores se materializa
através da transferéncia de dados, onde as duas partes possuem o conhecimento das
estruturas de dados e dos operadores. Isto é, o cliente decide como cada operacao deve

ser executada, chamando a rotina especifica de cada servidor.
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Quando se vai para o ambiente orientado a objetos, esta relacao se modifica, ja
que, agora, o cliente deixa de decidir como cada operagao deve ser executada e passa
a solicitar a execucao de tarefas através de mensagens enviadas ao servidor que apenas
definem a tarefa. Em outras palavras, o cliente apenas decide qual operacao deve ser
executada acionando genericamente (através de mensagens) a operacao a ser executada.

Para que isto se torne possivel, cada servidor cria uma fronteira envolvendo seus
procedimentos (rotinas), chamados de métodos, e dados. Isto é conhecido como principio
de encapsula¢do. A encapsulacao transfere o conhecimento e a responsabilidade da
execucao das tarefas para cada servidor. Com isto, o cliente lida apenas com algoritmos
globais que acionam os métodos genéricos através de mensagens, cabendo aos servidores

manipular seus procedimentos e dados privados.

3.1.2 Classes e Objetos

Para definir o principio da heranca, é fundamental caracterizar um outro conceito im-
portante da programacao orientada a objetos: o conceito de classe. Pode-se entendé-la
como uma categoria ou grupo de objetos que possuem o mesmo tipo de dados e procedi-
mentos (métodos). Para formar um grupo qualquer, é fundamental que seus elementos
possuam caracteristicas comuns (as mesmas que definem o grupo), mas nao se pode
esquecer que sao diferentes entre si, apesar de pertencerem a mesma classe.

Os objetos, no tipo de programacao, podem ser vistos como elementos de uma
classe, também chamados de instancias. As linguagens de programacao mais modernas,
como C e Pascal, permitem a definicao de tipos de dados, formando estruturas com
dados agregados. A relacao existente entre um objeto e a sua classe é a mesma que se
estabelece entre uma variavel declarada e o seu tipo, ou seja, a variavel tornou-se uma
instancia daquela estrutura definida. Cada objeto forma uma entidade completa com
seus proprios dados. Quando uma tarefa é executada, o objeto utiliza os procedimentos
de sua classe e sua area de dados privada. Como nenhum detalhe deste processo é trans-
parente ao cliente, qualquer alteracao nos procedimentos nao implica em conseqiiéncias

fora do seu dominio, ou seja, toda mudanca é localizada.

3.1.3 Hierarquia de Classes

Como todo conjunto, uma classe pode ser composta de subclasses, que seriam seus

subconjuntos. Da relacao inversa, nasce a superclasse.
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A hierarquia sugerida por estas relagoes concretiza-se através do principio de
heranca. Por definicao, para existir, uma classe deve possuir métodos. Qualquer classe
hierarquicamente inferior, ou seja, uma subclasse, herdard o modelo de dados e os
métodos da sua superclasse. Isto significa que os métodos estarao disponiveis para
utilizagao, sem repeticao de cédigo. Portanto, uma classe possui, além de seus métodos,
os herdados de uma eventual superclasse. Como a superclasse possui algumas subclasses,
é comum que alguns de seus métodos nao interessem a uma determinada subclasse. Por
isso, a heranca é seletiva, isto é, cada subclasse seleciona os métodos que deseja herdar.
Além disto, uma subclasse pode redefinir um método herdado de uma superclasse. Este
conceito é chamado de overwriting.

Conforme mencionado anteriormente, a comunicagao entre cliente e servidores
se d4 através de mensagens enviadas aos objetos que identificam as tarefas a serem
executadas. A classe de um objeto, ao receber uma mensagem, consulta seu protocolo,
que é uma lista de todas as suas mensagens relacionadas com seus respectivos métodos,
identificando o método correspondente. A selecao do método depende da classe do
objeto que recebe a mensagem e da sua posicao na hierarquia de classes.

Portanto, o cliente envolve-se somente com a existéncia dos objetos e suas
mensagens, deixando para os servidores a manipulagao das classes, suas categorias e

herancas.

3.2 Organizacdo de Classes do Mdédulo de Andlise

A fase de projeto de um sistema é fundamental, pois é 14 que se estrutura toda a

sua organizagao. O desenvolvimento envolve a especificagao e a implementacao da

representacao de dados do programa. Em programacao orientada a objetos, sao trés as

etapas a serem vencidas (Fenves, 1990):

e Selecao de classes: Determina-se as classes de objetos necessarias para representar o
problema e a sua solucgao; cria-se subclasses para aumentar o grau de especificidade
de representacao do problema.

e Especificacao das classes: Define-se as operagoes nos objetos de uma classe ao se
especificar o que faz cada mensagem, ou seu método associado; a especificagao contém
uma descricao precisa da operagao invocada por cada mensagem.

e Implementacao das classes: Seleciona-se varidveis locais para objetos; para cada men-

sagem, programa-se um método para executar a operacao especificada.

18



O modulo de andalise numérica, na sua concepc¢ao original para andlise linear
eldstica (Guimaraes, 1992), enfocou o procedimento mais importante a ser avaliado
que é a montagem da matriz de rigidez do elemento, sob a qual foi especificada sua
organizacao de classes.

O problema bésico a ser resolvido, entao, é o calculo da matriz de rigidez de
um elemento finito. A obtenc¢ao candnica desta matriz esta calcada na expressao (3.1)

(Zienckiewicz, 1989):

[K] - /wl [B} ! [E} [B] dv, (3.1)

onde

[K] = matriz de rigidez do elemento.

[B} = matriz de compatibilidade de deslocamentos (relaciona deformagoes internas
com deslocamentos nodais).

[E] = matriz tensao-deformacao do material e do tipo de anélise.

A expressao (3.1) é vélida para qualquer tipo de elemento. Entretanto, este
trabalho estéd direcionado basicamente para elementos finitos baseados nas formulacoes
isoparamétricas e subparamétricas (Cook, 1989), onde a expressao (3.1) é usualmente

avaliada a partir de uma integracdo numeérica de Gauss, como mostra a expressao (3.2):

n

)= 3[5]"[#] 8] =

=1
onde
n = numero de pontos de integracao de Gauss.
|J z| = determinante da matriz Jacobiana no ponto de integracao i.
w; = peso associado ao ponto de integracao i.

Além disso, a andlise do problema de cdlculo do carregamento nodal equivalente,
mostrado na sua forma canonica pela expressao (3.3) e introduzido neste trabalho,
influenciou na criagdo de novas classes e na reorganizacao de algumas existentes no
trabalho original. A nova organizacao de classes é mostrada na seqiiéncia deste capitulo.
A implementacao do estimador de erro utilizado na estratégia auto-adaptativa baseia-se

nesta nova organizacao.
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n

{R} - Z[N}T{p}‘ﬁ wi, (3.3)
i=1
onde
{R} = vetor do carregamento nodal equivalente.
n = numero de pontos de integracao de Gauss.
[N] = matriz das fun¢ées de forma do elemento.
{p} = vetor de carregamento distribuido aplicado.
|J z| = determinante da matriz Jacobiana no ponto de integracao i.
w; = peso associado ao ponto de integracao i.

3.2.1 Selecio e Especificacio das Classes

O processo de selecao das classes foi baseado no estudo das entidades envolvidas no
calculo da matriz de rigidez, procurando-se determinar como as informacoes fluem no
sistema e quem as detem. Os eventos a serem avaliados neste aspecto sao a montagem
da matriz [B}, a montagem da matriz [E] e a integracao numérica. Ao avaliar-se
o procedimento de montagem da matriz [B}, vé-se que suas dimensoes dependem do
elemento finito, pois é funcao do seu numero de nds, e do tipo de andlise a que ele
esta submetido. Os termos nao nulos desta matriz dependem das funcoes de forma do
elemento finito e de suas derivadas em relagao aos eixos cartesianos, avaliadas em seus
pontos de integracao. A distribuigao destes valores entre os termos da matriz depende do
tipo de andlise que solicita o elemento. O processo de montagem da matriz [E] depende
diretamente do material e do tipo de andlise a que o elemento estd submetido. Sua
dimensao é definida exclusivamente pelo tipo de anélise, que também afeta a distribuicao
dos valores caracteristicos do material, como o coeficiente de Poisson e o médulo de
elasticidade, entre os termos da matriz que dependem destas grandezas. Finalmente, o
processo de integracao de Gauss depende da ordem de integragao, surgindo a figura da
matriz Jacobiana que depende unicamente da forma do elemento finito.

No trabalho original de Guimaraes (1992), baseado em todos os aspectos descri-
tos acima, foram organizadas as classes que estruturam a solucao do problema, dentro
do paradigma da programacao orientada a objetos, denominadas classe Elemento, classe
Material, classe Modelo de Andlise e classe Gauss.

No presente trabalho, uma nova classe, chamada Elemento de Carregamento,

foi criada para gerenciar o cdlculo das cargas equivalentes nodais. As instancias desta
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classe podem ser vistas como elementos finitos “ficticios”, que s6 existem para trans-
portar as solicitagoes distribuidas nos elementos para os seus nds. A andlise do calculo
do carregamento nodal equivalente mostra que também se necessita das funcoes de
forma e suas derivadas, do mesmo modo que no calculo da matriz de rigidez para o
elemento. Portanto, a nova classe Elemento de Carregamento precisa dos métodos que
fornecem as funcoes de forma do elemento finito, anteriormente fornecidas pela classe
Elemento. Isto fez surgir uma nova classe, chamada Forma do Elemento, que fica en-
carregada de fornecer essas informacoes, pois sem isso seria necessario repetir, na classe
Elemento de Carregamento, todos os métodos relativos as fungoes de forma existentes
na classe Elemento. Com isso, tanto a classe Elemento como a classe Elemento de Car-
regamento acessam os métodos dessa nova classe, mantendo a consisténcia da filosofia
de programacao.

Além disso, o programa sofreu uma expansao para abordar outros tipos de
andlise, o que resultou no aparecimento de outras duas classes: a classe Algoritmos para
Solugao de Sistemas Nao-Lineares, e a classe Algoritmos para Solugao de Problemas de
Autovalor.

Uma grande modificagao estrutural também foi feita com a criacao da classe
Controlador de Analise, que orienta todos as possiveis analises para seus respectivos
procedimentos, controlando todo o processo de entrada de dados, montagem do sistema
de equagoes, solucao, e saida de dados, organizando globalmente o médulo de analise
numérica. Ela consiste, em seu estado atual, em duas subclasses, uma para problemas
mecanicos e outra para andlise transiente de temperatura, esta introduzida por trabalho
desenvolvido por Barros (1994).

Resumindo, a nova organizacao de classes é composta pelas classes Forma do
Elemento, Elemento, Elemento de Carregamento, Gauss, Material, Modelo de Analise,
Algoritmos para Solugao de Sistemas Nao-Lineares, Algoritmos para Solucao de Pro-
blemas de Autovalor e Controlador de Analise. A especificacao dessas classes na sua
versao atual e as mudancas nas classes originais sao detalhadas nas sub-se¢oes a seguir.

A utilizacao da filosofia de programacao se mostrou de fundamental importancia
na expansao do modulo de analise numérica, fato comum em se tratando do desenvolvi-

mento incremental a que programas de elementos finitos estao sujeitos.

3.2.1.1 Classe Forma do Elemento

E natural se imaginar uma classe Elemento com a responsabilidade de fornecer ao cliente
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(algoritmo que utiliza a classe) todas as informacoes necessdrias a resolugao do pro-
blema que dependam exclusivamente do elemento finito. Como dito, originalmente
(Guimaraes, 1992) a classe Elemento foi criada armazenando todas as informagoes
geométricas do elemento e o conhecimento das funcoes de forma e suas derivadas.
A principal modificacao estrutural em relacao a organizacao anterior foi a criacao da
classe Forma do Elemento, que tirou da classe Elemento toda a responsabilidade pelo
fornecimento de aspectos relativos as fungoes de forma, suas derivadas, etc. Como a
abrangéncia da classe Forma do Elemento é ampla, foram criadas subclasses. A figura
3.1 mostra a organizacao das subclasses da classe Forma do Elemento; nota-se a ex-
isténcia de quatro ramos de hierarquia criados para suportar as tarefas destinadas a

essa classe.

Subclasses da classe Forma do Elemento:

LINE
LINE2 linha com 2 nés
LINE3 linha com 3 nds
LINE4 linha com 4 nés
SURFACE
TRIA3 tridngulo com 3 nds
TRIAG6 tridngulo com 6 nds
TRIA10 tridngulo com 10 nés
QUAD4 quadrilatero com 4 nds
QUAD5 quadriladtero com 5 nds
QUAD6 quadrilatero subparamétrico com 6 nds
QUADS8 quadrilatero com 8 nds
QUAD9 quadrilatero Lagrangeano com 9 nés
QUADS quadrilatero Serendipity geral
INFINITE elementos infinitos
SOLID
BRICKS8 paralelepipedo com 8 nés
BRICK?20 paralelepipedo com 20 nds
TETR4 tetraedro com 4 néds
TETRI10 tetraedro com 10 nés
WEDGE6 cunha com 6 nés
WEDGEL15 cunha com 15 nés
BAR barra de trelica e viga com 2 nés

Figura 3.1: Subclasses implementadas da classe Forma do Elemento.

A principal vantagem dessa organizacao de classes é que o desenvolvimento
incremental de uma familia de elementos se torna facil e de baixo custo; para a im-
plementagao de uma nova forma de elemento, basta avaliar dentro da organizacao da
classe onde ele se encaixa e implementar somente os seus métodos especificos, pois a
relacao hierarquica da classe, caracterizada pela heranca de métodos, faz com que o novo
elemento herde automaticamente todos os outros métodos de que necessita de classes
hierarquicamente superiores.

A especificacdo de uma classe envolve o seu protocolo (lista de mensagens) e

uma descricdo sumadria e precisa de cada método invocado por uma mensagem. A
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figura 3.2 mostra a especificagao da classe Forma do Elemento. Alguns métodos nao sao
implementados em todas as subclasses. Por exemplo, praticamente todas as subclasses
de formas de superficie (SURFACE) herdam da superclasse os métodos de computagao
da matriz do Jacobiano e das derivadas das fungoes de forma em relacao as coordenadas
cartesianas.

E importante descrever os dados de um objeto tipico da classe Forma do Ele-

mento. O objeto contém em sua estrutura a incidéncia do elemento na lista de nos.

Métodos para a classe Forma do Elemento:

Init Inicializa a classe. .
New Cria uma instancia (objeto) da classe.

Métodos para objetos:

Connectivity Retorna a incidéncia nodal do objeto.
DerivMaprst Retorna as derivadas das fung¢bes de mapeamento geométrico
do objeto em relacdo aos eixos locais avaliadas no ponto fornecido.
DerivShprst Retorna as derivadas das fungdes de forma do objeto (para interpola-
¢80 de deslocamentos) em relacdo aos eixos locais no ponto fornecido.
Derivxyz Retorna as derivadas das fungdes de forma do objeto em relacdo aos
eixos globais avaliadas no ponto fornecido.
Free Libera toda a memoria usada por um objeto da classe.
GaussType Retorna a subclasse da classe Gauss que é consistente com
a forma do elemento. .
GetEdge Retorna o tipo da forma, nimero de nds, e conectividade
de uma aresta de uma forma dada para um par de nés de quinas.
GetFace Retorna o tipo da forma, niimero de nds, e conectividade

de uma face de uma forma dada para um par de nds de quinas e
um terceiro nd definindo a direcdo da normal a face.

GetDomain Retorna o tipo da forma, nimero de nds, e conectividade

para uma forma dada.
Jacobian Retorna a matriz Jacobiana do objeto, sua inversa e seu determinante.
LocalSys Retorna a matriz de rotagdo para a relagio sistema local/global.
Make Faz uma forma de elemento para uma conectividade dada.
MapFunc Retorna as fungdes de mapeamento geométrico avaliadas no ponto
NodalCoord %é?gfﬁgoé,s coordenadas cartesianas dos nés do objeto.
NumMapNodes Retorna o niimero de nés do objeto utilizados no mapeamento

de sua geometria.
NumShpNodes Retorna o niimero de nés do objeto utilizados para interpolar

seus deslocamentos. ~ )
OptmRespOrder Retorna a ordem de integragdo 6tima (nimero de pontos em cada

dire¢do) para avaliagdo de resposta (tensoes).

Print Imprime os dados sobre a forma do elemento.

Read Lé os dados da forma dos elementos de um arquivo fornecido.
ShpFunc Retorna as fungdes de forma, avaliadas no ponto fornecido.
TRMatrix Retorna a matriz de transformacao utilizada para extrapolar as ten-

soes dos pontos de integracao de Gauss para os nds do objeto.

Figura 3.2: Protocolo e descricao dos métodos da classe Forma do Elemento.

3.2.1.2 Classe Gauss

O objetivo desta classe é organizar o processo de integracao de Gauss. FEla foi sub-
dividida em cinco subclasses, onde cada uma possui os conhecimentos especificos para
proceder a integragao de acordo com o dominio do elemento finito. A figura 3.3 descreve

suas suclasses e métodos.
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Subclasses da classe Gauss:

LINE-QUADRATURE
TRIA-QUADRATURE
QUAD-QUADRATURE
TETR-QUADRATURE
CUBE-QUADRATURE
WEDGE-QUADRATURE

Métodos para a classe:

Init

quadratura sobre um dominio linear

quadratura sobre um dominio triangular
quadratura sobre um dominio quadrilateral
quadratura sobre um dominio tetraédrico
quadratura sobre um dominio cubico

quadratura sobre um dominio em forma de cunha

Inicializa a classe.
Métodos para objetos:

NumPts
Points

Retorna o ndmero de pontos de integracdo para uma ordem fornecida.
Retorna as coordenadas naturais (locais) dos pontos de integragao
e seus pesos para uma, ordem fornecida.

Figura 3.3: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Gauss.

3.2.1.3 Classe Material

O material foi considerado uma entidade tridimensional, onde o tipo de anilise (classe
Modelo de Andlise) é que define se o elemento finito serd tratado uni, bi ou tridimen-
sionalmente, quando da solugao do problema. A classe armazena as grandezas que
caracterizam o material (médulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, etc.). Na atual
implementacao foram mantidas as subclasses originais: material isotrépico e material

ortotrépico. Na expansao do sistema, alguns novos métodos foram introduzidos.

Subclasses da classe Material:

ISO Material isotrépico

ORTHO Material ortotrépico

Métodos para a classe:

Init Inicializa a classe. .

New Cria uma instancia (objeto) da classe.

Métodos para objetos:

Ematrix Retorna a matriz constitutiva do objeto (tridimensional).
Free Libera toda memoria usada pela instancia.

GetDat Retorna dados do material.

GetLabel Retorna o nome do material.

GetType Retorna tipo do material.

GKMatrix Retorna matriz de condutividade tridimensional. .
Read Preenche um objeto com dados lidos de um arquivo fornecido.
Write Imprime os dados do objeto.

Rho Retorna a densidade do objeto.

SficHeat Retorna pardmetro de calor especifico.

Figura 3.4: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Material.
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3.2.1.4 Classe Modelo de Andlise

Talvez a mais importante contribuicao desta linha de pesquisa para esta area tenha sido
a criagao da classe Modelo de Analise. Ela foi criada com a fun¢ao de “limpar” todas as
outras, livrando-as de qualquer tipo de interdependéncia. Ela também tem a funcao de
evitar que o cliente possua qualquer conhecimento especifico sobre as caracteristicas do
elemento e/ou particularidades do tipo de andlise efetuada. Por exemplo, comparando-
se uma andalise de estado plano de tensoes com uma anélise axissimétrica, se nao existisse
a classe Modelo de Analise, na classe Elemento seria preciso definir um método especifico
para a montagem da matriz [B] para cada um desses tipos de andlise. A classe Modelo

de Analise evita este tipo de repeticao que fere os principios da filosofia de programacao

adotada. A figura 3.5 descreve as subclasses e métodos desta classe.

Subclasses da classe Modelo de Anjlise:

TRUSS3D
BEAM3D
PLANE-STRESS
PLANE-STRAIN
AXISSYMETRIC
PLATE-BENDING
PLATE-SHRBEND
SHELL

andlise de trelica espacial

andlise de pdrtico espacial

analise de estado plano de tensao

andlise de estado plano de deformagao
andlise axissimétrica

andlise de placas a flexao

analise de placas a flexao com cisalhamento
analise de cascas

SOLID andlise de sélidos
TEMPERATURE2D andlise de temperatura bidimensional
TEMPERAXISYMM analise axissimétrica de temperatura
TEMPERATURE3D andlise de temperatura tridimensional

Métodos para a classe:

Init

Métodos para objetos:

Inicializa a classe.

CMatrix Retorna a matriz tensao-deformacao para uma dada matriz
constitutiva tridimensional do material.

DimBMatrix Retorna o nimero de linhas da matriz [B]

DofGlobDir Retorna as diregoes globais consistentes com o tipo de andlise.

GaussStresses Retorna as tensoes avaliadas em pontos de Gauss.

KMatrix Retorna a matriz de condutividade.

MountBMatrix Gerencia a montagem da matriz [B]

NodalDispl Monta o vetor de deslocamentos nodais de um vetor de
deslocamentos do elemento.

NodalStresses Retorna as tensdes nodais avaliadas a partir das tensées nos pontos
de Gauss para uma dada matriz de transformagéo (extrapolacdo).

NumDofNode Retorna o niimero de graus de liberdade por né do problema.

PrincStress Calcula as tensoOes principais de um dado tensor de tensOes nas
coordenadas cartesianas.

PrintStress Imprime as tensées nodais e em pontos de Gauss por elemento.

RigidCoeff Ajusta o fator de rigidez (fator que multiplica o triplo produto de ma-
trizes no célculo da matriz de rigidez) de acordo com o tipo de andlise.

FloorNode Atualiza a matriz de rigidez do objeto de acordo com as
equacoes de restrigoes de nés dependentes. .

OffSetNode Atualiza a matriz de rigidez do objeto de acordo com as informacoes
de offset dos nds do objeto. _

SkewNode Atualiza a matriz de rigidez do objeto de acordo com as informacoes

dos nds nos apoios inclinados.

Figura 3.5: Subclasses, protocolo e descri¢ao dos métodos da classe Modelo de Anélise.
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3.2.1.5 Classe Elemento

Com a criacao da classe Forma do Elemento, a classe Elemento ficou mais simples em
relacao a implementacao anterior, pois nao precisa mais fornecer os métodos que foram
englobados pela nova classe. Isto acarretou até na mudanga na hierarquia de subclasses
da classe. Por exemplo, foi criada uma subclasse Paramétrica, que engloba todos os
elementos paramétricos existentes nas andlises, sem distincao se bi ou tridimensional,
que fica a cargo da atuacao da Forma do Elemento. As subclasses atuais e os métodos

da classe Elemento sao descritos na figura 3.6.

Subclasses da classe Elemento:

PARAMETRIC elementos paramétricos

TRUSS barra de trelica tridimensional com 2 nds

BEAM barra de quadro tridimensional com 2 nds

DKT placa triangular de Kirchhoff discreto com 3 nés
DKQ placa quadrilateral de Kirchhoff discreto com 4 nds
FSHELLS3 casca triangular com 3 nés (T3 + DKT)

Métodos para a classe:

Init Inicializa a classe.
New Cria uma insténcia (objeto) da classe.

Métodos para objetos:

BMatrix Retorna a matriz deformacao-deslocamento do objeto avaliada
no ponto fornecido.
Capacity Retorna a matriz de capacitancia para temperatura.
Conductivity Retorna a matriz de condutividade térmica.
Error Retorna o erro no elemento.
Free Libera toda a memdria usada pelo elemento.
Mass Retorna a matriz de massa do objeto.
NMatrix Retorna a matriz das funcgées de forma do objeto avaliada
no ponto fornecido.
NormZError Retorna a norma de erro em tensdes no elemento.
NormDisp Retorna a norma de erro em deslocamentos no elemento.
Order Retorna a ordem de integragdo do objeto (nimero de pontos de
integragao em cada diregao).
Print Imprime os dados do objeto.
Read Lé os dados do objeto no arquivo fornecido e os armazena.
ResponseOrder Retorna a ordem de integragdo para computar os
resultados.
Stiffness Retorna a matriz de rigidez do objeto.
Stress Retorna as tensbes nos pontos de gauss e nodais do objeto.
Thickness Retorna a espessura dos elementos planos ou de casca e 1.0,

se for sélido.

Figura 3.6: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Elemento.

Com relacao aos dados de um objeto dessa classe, além do seu nimero e da
espessura e ordem de integracao, ele contém identificadores para os correspondentes

objetos das classes Forma do Elemento, Material, Modelo de Analise e Gauss.
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3.2.1.6 Classe Elemento de Carregamento

Essa classe foi criada para cdlculo de carregamentos nodais equivalentes e/ou fluxos
nodais equivalentes. Suas subclasses e métodos sao descritos na figura 3.7.

Os dados de um objeto tipico dessa classe englobam além dos valores de car-
regamento aplicados, identificadores para os correspondentes objetos das classes Forma

do Elemento, Elemento (do elemento finito associado) e Gauss.

Subclasses da classe Elemento de Carregamento:

FORCE-UNIFORM
FORCE-VARIABLE
BEAM-FORCE
BEAM-UNIFORM
HEAT-FLUX-UNIFORM
HEAT-FLUX-VARIABLE
HEAT-CONVECTION-UNIFORM

carga distribuida uniformemente

carga distribuida variavelmente

carga de viga concentrada

carga de viga linearmente distribuida
fluxo de calor distribuido uniformemente
fluxo de calor distribuido variavelmente
conveccao distribuida uniformemente

Métodos para a classe:

Init Inicializa a classe.
New Cria uma insténcia (objeto) da classe.

Métodos para objetos:

EquivForce Calcula a carga equivalente nodal no elemento.

Evaluate Avalia carga numa posi¢io paramétrica do elemento e
retorna os seus valores em um vetor.

EtransfMatrix Calcula a matriz energia de transferéncia da carga do
elemento, isto é, a contribuicdo para a matriz de coeficientes
global (se aplicavel).

EtransfParam Retorna parameétro de transferéncia de energia.

FixEndForc Retorna agdo de engastamento perfeito no elemento.

Free Libera memoria usada pelo objeto.

IngEtransf Indaga energia de transferéncia da carga do elemento.

IngFixEndForc Indaga contribuicao da agao de engastamento
perfeito do elemento para as forcas internas do elemento finito.

LoadVal Carrega os valores de uma carga do elemento baseado em dados
fornecidos.

LocalSys Avalia a matriz de rotagdo do sistema local localizado em
um ponto fornecido.

NMatrix Retorna a matriz de interpolagio.

ReadVal Preenche um objeto com dados lidos de uma arquivo fornecido.

Figura 3.7: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Elemento de

Carregamento.

3.2.1.7 Classes de Algoritmos de Solucdo

Com a expansao do sistema para abranger outros tipos de andlise, foram criadas duas
novas classes: a classe Algoritmos para Solucao de Sistemas Nao-Lineares e a classe
Algoritmos para Solucao de Problemas de Autovalor. A descricao dessas classes estd

mostrada nas figuras 3.8 e 3.9.
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Subclasses da classe Algoritmos para Solugao de Sistemas Nao-Lineares:

LINEAR

SNR

MNR
ARCLENGTH
TEMPER-STEADY
TEMPER-DIRINTYv
TEMPER-DIRINTd

Métodos para a classe:
Init
Métodos para objetos:

Solver

Linear

Newton-Raphson

Newton-Raphson modificado

Comprimento de Arco

Temperatura em estado estaciondrio

Analise transiente - Integracdo direta (forma d)
Anglise transiente - Integracdo direta (forma v)

Inicializa a classe.

Avalia a solugao iterativa incremental.

Figura 3.8: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Algoritmos
para Solugao de Sistemas Nao-Lineares.

Subclasses da classe Algoritmos para Solugao de Problemas de Autovalor:

NONE-EIG
JACOBI
HQR
SUBSPACE

Métodos para a classe:
Init

Métodos para objetos:
Values

Print
Pos

Problema sem autovalores

Método de Jacobi

Método HouseHolder-QR

Método da Iteracao de Subespacos

Inicializa a classe.

Retorna os autovetores e autovalores do problema.

Imprime os autovetores e autovalores no arquivo de relatério.
Imprime os autovetores e autovalores no arquivo de
pos-processamento.

Figura 3.9: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Algoritmos
para Solucao de Problemas de Autovalor.

3.2.1.8 Classe Controlador de Andlise

Essa classe foi criada para organizar todo o processo de andlise dos tipos exis-tentes e
possiveis tipos a serem introduzidos. Ela é responsavel pela leitura de dados, direciona-
mento para o tipo de andlise desejada, e a saida dos dados de resultado do processo.

Esta classe é de fundamental importancia para controlar expansao do sistema, como a
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inclusao da andlise de temperatura (Barros, 1994). A descri¢ao atual de suas subclasses

e métodos estd mostrada na figura 3.10.

Subclasses da classe Controlador de Anélise:

STRUCTMECH

TEMPDIFUSION

Métodos para a classe:

Init
AnalysisType

Métodos para objetos:

CompEqs
Profile
EquivForce
GDbIStiff
GblConduct
GblLoad
AddSpring

AddPrescData
GblMass
PrintHeader
PrintBegin
PrintNodes
PrintMat
PrintElem
PrintSprings
PrintPrescData,

PrintSkew
PrintOffSets
PrintNodeFloor
PrintLoads
PrintDispl
PrintTemp
PrintStress

PrintError

PosInData
PosDispl

PosTemp
PosUpDate

diretiva para problema de mecéanica estrutural
diretiva para problema de temperatura

Inicializa a classe.
Obtém o controlador de andlise de acordo com o seu tipo.

Calcula as equagdes.

Monta o vetor perfil da matriz do sistema de equagcdes.
Adiciona forgas nodais equivalentes ao vetor de carga.
Calcula a matriz de rigidez global.

Calcula a matriz de condutividade global.

Calcula carga global.

Adiciona rigidez de mola & matriz de rigidez

global.

Adiciona dados prescritos ao sistema de equagoes.
Calcula a matriz de massa global.

Imprime o cabegalho do arquivo de relatorio.

Imprime o comego do arquivo de relatorio.

Imprime os nés da malha no arquivo de relatorio.
Imprime os materiais no arquivo de relatdrio.
Imprime os dados de elemento no arquivo de relatério.
Imprime rigidez de mola no arquivo de relatério.
Imprime os dados prescritos no arquivo de relatério
(deslocamentos prescritos e temperatura prescrita).
Imprime apoios inclinados no arquivo de relatdrio.
Imprime offsets no arquivo de relatério.

Imprime nés de piso no arquivo de relatorio.

Imprime cargas no arquivo de relatorio.

Imprime os deslocamentos no arquivo de relatério.
Imprime as temperaturas no arquivo de relatério.
Imprime as tensoes no arquivo de relatério e suaviza
as tensoes para calcular a estimativa de erro.

Imprime o erro no arquivo de relatério e prepara seus
dados para a impressao no arquivo de pds-processamneto.
Inclui dados iniciais no arquivo de pds-processamento.
Inclui deslocamentos calculados no arquivo de
pés-processamento.

Inclui as temperaturas no arquivo de pds-processamento.
Inclui todos os resultados finais da andlise

no arquivo de pds-processamento.

Figura 3.10: Subclasses, protocolo e descricao dos métodos da classe Controlador

de Anédlise.

Alguns métodos fazem sentido para um tipo de controlador e outros nao, como

por exemplo o calculo da matriz de condutividade para andlise linear eldstica num

problema de mecéanica estrutural; neste caso, as mensagens para essa subclasse simples-

mente nao sao respondidas por ela, pois nao se aplicam no seu escopo de atuagao.
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3.3 Adequabilidade das Classes

A adequabilidade das classes pode ser comprovada através do algoritmo genérico de
calculo da matriz de rigidez, como mostra a figura 3.11. O algoritmo, mostrado em
pseudo-cédigo de forma simplificada, corresponde ao método utilizado pela maioria
das subclasses da classe Elemento que implementam elementos isoparamétricos e sub-
paramétricos para diversos tipos de andlise. Neste pseudo-c6digo, um método é invocado
através da fungao msg(), cujo primeiro argumento é o identificador do objeto, o segundo

é o identificador da mensagem, e 0s outros os pardmetros da mensagem.

// obtém nimero de graus de liberdade por né do objeto Modelo de Andlise do elemento
numdofnode = msg( anmodel, NumDofNode )

// obtém o nimero de nés do elemento corrente do objeto Forma do Elemento do elemento
numnodes = msg( shpelem, NumMapNodes )

// calcula o nimero de graus de liberdade do elemento

ndof = numdofnode * numnodes

// obtém as coordenadas dos nés do elemento

msg( shpelem, NodalCoord, elemcoord )

// obtém a ordem de integrag3o do elemento

msg( elem, Order, order )

// obtém o nimero de pontos de Gauss

numgausspts = msg( gauss, NumPts, order )

// obtém as coordenadas e os pesos do pontos de Gauss

msg( gauss, Points, order, gaussrst, gausswgt )

// obtém a matriz [E] do material

msg( mat, EMatrix, ematrix )

// obtém o nimero de componentes de tens3o

numstrcmps = msg( anmodel, DimBMatrix )

// monta a matriz [C] para o tipo de andlise

msg( anmodel, CMatrix, ematrix, cmatrix )

foreach gauss point [i], i = 1..numgausspts
begin
// obtém a matriz [B]
msg( elem, BMatrix, gaussrst[i], elemcoord, detjac, bmatrix )
// obtém as fungdes de forma avaliadas no ponto de Gauss corrente
msg( shpelem, MapFunc, gaussrst[i], mapfunc )
// obtém a espessura do elemento
msg( elem, Thickness, thickness )
// obtém o coeficiente de rigidez com base na espessura e o ajusta
// de acordo com o tipo de andlise
msg( anmodel, RigidCoeff, numnodes, elemcoord, mapfunc, thickness, rigidcoeff )
// calcula o coeficiente multiplicador do triplo produto
coeff = rigidcoeff * detjac * gausswgt[il
// calcula o triplo produto e acumula na matriz de rigidez
TripProdBtEB( numstrcmps, ndof, bmatrix, ematrix, coeff, elmstiff )
end

Figura 3.11: Algoritmo de célculo da matriz de rigidez [K }

Outros exemplos que comprovam a adequabilidade das classes sao o célculo da

matriz [B] e do carregamento nodal equivalente, como mostrado nas figuras 3.12 e 3.13.
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// obtém nimero de nés utilizados no mapeamento da geometria

nummapnodes = msg( shpelem, NumNodes )

// obtém o nimero de nés utilizados na interpolag8ode deslocamentos
numshpnodes = msg( shpelem, NumShpNodes )

// obtém as fungdes de forma no ponto de Gauss corrente

msg( shpelem, ShapeFunc, gaussrst, shapefunc )

// obtém as derivadas das fungdes de mapeamento em relagdo as

// coordenadas locais no ponto de Gauss corrente

msg( shpelem, DerivMaprst, gaussrst, derivmaprst )

// obtém as derivadas das fungdes de forma em relag8o as coordenadas

// locais no ponto de Gauss corrente

msg( shpelem, DerivShprst, gaussrst, derivshprst )

// obtém a inversa da matriz Jacobiana e seu determinante

msg( shpelem, Jacobian, nummapnodes, derivmaprst, elemcoord, jacinv, detjac )
// obtém as derivadas das fungdes de forma em relagdo as coordenadas

// cartesianas

msg( shpelem, Derivxyz, numshpnodes, jacinv, derivshprst, derivxyz )

// Monta a matriz [B]

msg( anmodel, MountBMatrix, numshpnodes, elemcoord, shapefunc, derivxyz, bmatrix )

Figura 3.12: Algoritmo de célculo da matriz [B]

// obtém nimero de graus de liberdade por né

numdofnode = msg( anmodel, NumDofNode )

// obtém o niimero de nés do elemento corrente

numnodes = msg( shpelem, NumMapNodes )

// calcula o nimero de graus de liberdade do elemento de carregamento
ndof = numdofnode * numnodes

// obtém as diregdes globais dos graus de liberdade

msg( anmodel, DofGlobDir, dirglob )

// obtém as coordenadas dos nés do elemento de carregamento

msg( shpelem, NodalCoord, elemcoord )

// obtém a ordem de integragdo 6tima para o elemento de carregamento
msg( shpelem, OptmRespOrder, order )

// obtém o nimero de pontos de Gauss

numgausspts = msg( gauss, NumPts, order )

// obtém as coordenadas e os pesos dos pontos de Gauss

msg( gauss, Points, order, gaussrst, gausswgt )

foreach gauss point [i], i = 1..numgausspts
begin
// obtém matriz [N] para o ponto de Gauss corrente
msg( loadelem, NMatrix, gaussrst[i], coord, detjac, nmatrix )
// avalia a carga o ponto de Gauss corrente
msg( loadelem, Evaluate, gaussrst[i], loadval )
// transforma o valor da carga para direg8o de cada grau de liberdade
TransfValueDof( loadval, dirglob, dofval )
// calcula o coeficiente multiplicador para o ponto de Gauss corrente
coeff = detjac * gaussrst[i]
// adiciona a contribuig¢fo deste ponto de Gauss para o vetor de
// forgas equivalentes nodais
AddValueEqvForc( numnodes, numdofnodes, nmatrix, dofval, coeff, equivforce )
end

Figura 3.13: Algoritmo de ciculo do carregamento nodal equivalente.
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3.4 Implementacdo da Estimativa de Erro

Esta secao mostra a definicao do estimador de erro usado e sua implementacao dentro da
filosofia de programacao orientada a objetos. Ressalta-se aqui que o estimador utilizado
foi escolhido apenas porque é o mais difundido na area e é de facil implementacao.
Acredita-se que a filosofia de programacao empregada permita que se troque o estimador
com um minimo de alteragao na organizacao de classes. O estimador de erro é baseado

em trabalho desenvolvido por Zienkiewicz e Zhu (1987).

3.4.1 Formulacdo do Problema

A solugao de um problema, linear elastico com deslocamentos u definidos em um dominio
) pode ser colocada segundo uma equacao diferencial de equilibrio a um carregamento

q como
Lu—q=8TDSu—-q = 0, (3.4)

com deslocamentos prescritos em um contorno I';,
U = Up, (3.5a)
e forcas de superficie prescritas em um contorno I';
GDSu = t,, (3.5b)

comI'=T,UT,.
Nas expressoes acima, o operador diferencial matricial S define as deformacoes

em funcao dos deslocamentos
e = Su; (3.6)

a matriz D define as tensoes em funcao das deformacoes
o = De, (3.7)

e G é um operador linear que relaciona o campo de tensoes e as forcas de superficie no
contorno do dominio.

Numa aproximagao por elementos finitos com

ur 4 = Nu, (3.8)
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onde u é a solu¢ao numérica nodal para o campo de deslocamentos e N sao as fungoes de
forma que relacionam deslocamentos nodais com deslocamentos em qualquer ponto do
dominio de um elemento, obtém-se equagoes de aproximacao (por um processo padrao

de Galerkin ou, equivalentemente, por minimizacao da energia potencial) para obter

Ku—f = 0, (3.9)
onde

T
K= / (SN) D(SN) dQ,
Q
f= / NTgdQ + / NTt,dT,
Q T,

e as tensoes sao calculadas como

&= (DSN)a. (3.10)

A solucao aproximada u e ¢ difere da solucao exata u e o, e essa diferenca é o

erro. Assim, tem-se para erro em deslocamentos e em tensoes as expressoes:
e = ’U/—’a’ (3.110/)

e = 0—0. (3.11b)

3.4.2 Normas de Energia

Geralmente é dificil especificar erros segundo as equagoes (3.11); vérias medidas
baseadas em integrais sao entao mais convenientes. Uma das mais comuns é a chamada

“norma de energia” escrita para problemas de elasticidade como

el = ([ e D(50) ae) v

= ( /Q (e)' D (ee) dQ) 7 (3.12)



Uma medida mais direta é chamada norma Ly, que pode ser associada com

erros em qualquer quantificacao. Para as tensoes, a norma Ly para o erro é

leollz, = ( | (o) ) dQ) " (3.13)

Embora todas essas normas sejam definidas para todo o dominio, nota-se que o

quadrado de cada norma pode ser obtido somando as contribuicoes dos elementos como

m
lell® = llell?, (3.14)
=1

onde ¢ representa um elemento e m o nimero total de elementos do modelo. Para uma
malha considerada “6tima”, tenta-se fazer as contribuicoes para esse quadrado da norma,
igual para todos os elementos.

Entretanto, o valor absoluto da norma de energia ou da norma Ls tem pouco

significado fisico. E preferivel adotar um erro relativo
= —, (3.15)

que pode ser determinado para todo o dominio ou para subdominios de elementos, onde

||u|| é o valor positivo da raiz quadrada do dobro da energia de deformagao:

1/2
l|u|| = (/ oD lo dQ) . (3.16)
Q

3.4.3 Estimador de Erro

O célculo da norma de erro subtende uma estimativa para as tensoes analiticas. Neste
trabalho, essa estimativa é feita pelo projetor de Hinton e Campbell (Hinton, Campbell,
1974), com suavizagdo dos valores com base na média dos valores nodais dos elementos
adjacentes. Outra possibilidade seria o processo superconvergente para recuperacao das
tensoes, conforme trabalho recente de Zienkiewicz e Zhu (1992a). Vale lembrar que esta
estimativa é apenas um método do médulo de andlise e pode ser trocado facilmente, sem
influir no estimador usado. A norma de energia do erro estimado em tensoes, definida

na equagao (3.12), resulta, para uma estimativa das tensoes analiticas o*, em

el = ([ "~ D7 "~ ) an) " (317)
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O estimador de erro vai entao definir como o modelo deve ser refinado. Esse
refinamento vai depender de um critério de acurdcia que se deseja satisfazer. Neste
trabalho, o critério serd a condicao que o erro relativo estimado 7 do modelo, seja

menor que um valor pré-definido n*:

<, (3.18)

3|

com 7 sendo calculado por

- [ell
M= —— — (3.19)
Viial? + [lell?
considerando as aproximacoes ||u|| =~ |[z|| e ||e|]| = ||€]| e a relagao
@)l = llall* + el (3-20)

onde ||i||? o dobro da energia de deformagao obtida da solugdo numérica.
Se for assumido que o erro deve ser igualmente distribuido entre os elementos,
a condigdo (3.18) pode ser estendida para o limite no erro em cada elemento. Entdo

para cada elemento, sendo m o niimero total de elementos, deve-se ter
—= * ~ 112 =112 1/2 —=
lells < o [ (lall® + llel*)/m |7 = &m, (3.21)

Como o erro é calculado para cada elemento, pode-se verificar onde o refina-

mento se faz necessario. A razao de erro
& = |lelli/em > 1, (3.22)

indica os elementos a serem refinados, e seus valores, assumindo um certo grau de con-
vergéncia, decidem o tamanho do elemento desejado. Essa razao de erro, implementada
no modulo de andlise numérica, é exportada para o modulo auto-adaptativo, que cal-
cula os novos tamanhos dos elementos para atender o critério de erro. Assumindo que o
tamanho do elemento seja h;, e que a taxa de convergéncia do erro seja O(h?) (na érea

coberta pelo elemento), concluimos que o novo tamanho do elemento deve ser
1
h=h;/&P. (3.23)

Normalmente, assume-se que p seja igual a ordem do polinénimo da formulagao do
elemento; esta regra simples nao é valida perto de singularidades, onde deve-se ter um

tratamento especial. Duas observacoes se fazem importantes. A primeira é que o novo
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tamanho do elemento é calculado pelo médulo auto-adaptativo, baseado na razao de
erro calculada pelo modulo de analise numérica, através de método da classe Elemento
do médulo auto-adaptativo, que usa os mesmos conceitos da programacao orientada a
objetos descritos permitindo o tratamento de varios tipos de elementos, sem limita-lo
a um elemento especifico. A segunda é que esse calculo do tamanho caracteristico do
elemento tanto serve para refinar regioes onde se necessita de uma melhor discretizacgao,

quanto para “desrefinar” areas onde uma discretizacao maior é permitida.

3.4.4 Implementacao do Estimador de Erro

A implementacao do erro neste médulo de andlise foi feita incluindo-se somente métodos
novos nas classes existentes. Mais uma vez, a adequabilidade das classes criadas pode
ser comprovada, através do algoritmo genérico de calculo do erro mostrado na figura
3.14. O algoritmo é apresentado em pseudo-cédigo de forma simplificada e corresponde

ao método usado pelas subclasses da classe Elemento.

// obtem niimero de graus de liberdade por né do objeto Modelo de Andlise do elemento
ndofnode = msg( anmodel, NumDofNode )

// obtem o nimero de nés do elemento corrente do objeto Forma do Elemento do elemento
numnodes = msg( shpelem, NumMapNodes )

// calcula o nimero de graus de liberdade do elemento

ndof = numdofnode * numnodes
// obtem a ordem de integragdo do elemento

msg( elem, Order, order )

// obtem o nimero de pontos de Gauss

numgausspts = msg( gauss, NumPts, order )

// obtem as coordenadas e os pesos do pontos de Gauss
msg( gauss, Points, order, gaussrst, gausswgt )

foreach gauss point [i], i = 1..numgausspts
begin
// obtem as fungdes de forma no ponto de Gauss corrente
msg( shpelem, ShapeFunc, gaussrst, shapefunc )
// obtem uma estimativa para as tensdes analiticas no ponto de Gauss
msg( anmodel, AnalitStr, numnodes, shapefunc, nodestress, galitstress )
// obtem as derivadas das fungdes de mapeamento em relacido &s coordenadas
// locais no ponto de Gauss corrente
msg( shpelem, DerivMaprst, gaussrst, derivmaprst )

// obtem a inversa da matriz Jacobiana e seu determinante

msg( elem, Jacobian, nummapnodes, derivmaprst, elemcoord, jacinv, detjac )
// obtem a espessura do elemento

msg( elem, Thickness, thickness )

// obtem o coeficiente de rigidez com base na espessura e o ajusta

// de acordo com o tipo de andlise

msg( anmodel, RigidCoeff, numnodes, elemcoord, mapfunc, thickness, rigidcoeff )
// calcula o coeficiente multiplicador do triplo produto

coeff = rigidcoeff * detjac * gausswgt[il

// adiciona a contribuig8o do erro para o ponto de Gauss no erro do elemento
msg( anmodel, ElementError, gastress, coeff, galitstress, elemerr )

end

// calcula o erro final no elemento
elemerr = sqrt( elemerr )

Figura 3.14: Algoritmo de célculo da norma de energia do erro no elemento.
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Auto-refinamento das Fronteiras

Dentro da estratégia de auto-adaptacao deste trabalho, descrita no capitulo 2, este
capitulo descreve a estratégia de refinamento das curvas nas fronteiras das regioes do
dominio bem como a redistribuicao dos atributos nestas fronteiras apés o refinamento
feito.

O refinamento das fronteiras das regioes é feito independente da discretizacao do
dominio do modelo, sendo suportado por uma organizacao de classes existente no médulo
auto-adaptativo, implementado dentro de uma filosofia de programacao orientada a

objetos.

4.1 Refinamento das Fronteiras das Regides

A estratégia utilizada para refinar as fronteiras das regioes é uma versao unidimensional
(em cada curva) do algoritmo utilizado para refinar o dominio, baseado na técnica de
quadtree. O refinamento de cada curva na fronteira utiliza uma técnica de enumeracao
espacial recursiva baseada em uma estrutura de dados de drvore bindria (binary tree).
A idéia é gerar uma discretizacao regular nas curvas da fronteira em fungao do tamanho
caracteristico dos elementos da malha adjacentes a essas curvas. Esses tamanhos carac-
teristicos sao calculados baseados na estimativa de erro de cada elemento. O refinamento

é dividido em etapas, conforme descrito nas sub-secoes a seguir.

4.1.1 Inicializacdo da Arvore Bindria

A primeira fase do refinamento consiste em inicializar a 4rvore bindria que ird orientar
o refinamento da curva. Essa arvore é inicializada com as coordenadas da célula pai da
arvore parametrizada ao longo da curva entre zero (coordenada minima) e um (coorde-
nada maxima). Isto é feito para permitir um procedimento de refinamento genérico para
qualquer tipo de curva existente no modelo, seja ela linha reta, linha poligonal, arco de
circulo, curva de Bézier, etc. A profundidade da arvore neste ponto é inicializada como

zero, ja que se trata inicialmente de um tnico nivel.
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4.1.2 Refinamento da Arvore Bindria

Inicializada a arvore, parte-se para o seu refinamento. Primeiro, acha-se que nés da
malha de elementos finitos pertencem a curva. Isto é feito através de algoritmos de
geometria computacional baseados em tolerdncia geométrica. Esses nés sao ordenados
de acordo com sua parametrizacao em relacao a curva, considerando-se a orientacao de

seus nos extremos, e incluidos em uma lista de nés que a curva contém.

De posse dos ndés que pertencem a curva, acha-se que elementos finitos sao
adjacentes a ela. Este procedimento é facilitado pelo conhecimento de quais elementos
sao adjacentes a um nd, informacao que também ¢é itil para diversos outros fins, como
obtencao dos contornos de tensoes. Assim, esta informacao de adjacéncia é disponivel
na estrutura de dados dos nés da malha. Insere-se entao esses elementos em uma lista

de elementos adjacentes a curva.

Percorre-se entao todos os elementos finitos desta lista, refinando a arvore se-
gundo o procedimento a ser descrito. Primeiro, calcula-se o tamanho caracteristico do
elemento. Em seguida, divide-se o tamanho anterior por este novo tamanho, obtendo-se
um numero de segmentos contidos no lado do elemento que é adjacente a curva. Estes
segmentos serao utilizados no refinamento da arvore. A figura 4.1 mostra a curva supe-
rior da fronteira do modelo mostrado na figura 2.2 com os seus elementos adjacentes da
malha inicial. Os segmentos gerados para cada elemento também estao mostrados na
figura. Para cada segmento, calcula-se o seu ponto médio e parametriza-o em relagao a
curva em questao. Encontra-se em que célula da arvore este ponto médio esta localizado
(a célula pai é a prépria curva parametrizada de zero a um). Se o tamanho da célula é
maior que o tamanho caracteristico do elemento em questao, subdivide-se a célula em
duas, incrementando-se um nivel de profundidade na arvore, e assim sucessivamente até

ser menor. Passa-se para o proximo segmento e repete-se o processo.

O controle do refinamento da arvore bindria para cada elemento adjacente a
curva poderia ter sido feito apenas com base no ponto médio do lado do elemento na
curva. Entretanto, optou-se por trabalhar com segmentos menores que o lado, que
ja carregam uma informacao sobre o refinamento necessario, pois este procedimento

resultou em um refinamento mais regular.

38



Figura 4.1: Curva com os elementos adjacentes e o nimero de segmentos neles
gerados.

Apds percorrer todos os segmentos de todos os elementos adjacentes a curva,
tem-se a arvore refinada segundo o erro dos elementos adjacentes a curva. A figura
4.2 mostra a nova discretizacao gerada na curva e os niveis da arvore correspondentes
essa nova discretizacdo. Cada célula folha da arvore (célula que nao possui filhos) vai
gerar um lado de elemento na nova discretizagao da curva. Nota-se que a curva foi mais
refinada na extremidade esquerda, onde o erro numérico é maior, enquanto foi possivel

aumentar o tamanho do lado do elemento na extremidade direita, onde o erro é menor.

043 2 3 1 2 0
EESREEE |
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1

O O — 2
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OO 4

Figura 4.2: Curva discretizada e sua arvore binéria.

No algoritmo descrito acima, o que é considerado para determinacao dos seg-
mentos é o lado do elemento finito, independentemente do tipo de elemento, ou seja,
para elementos quadraticos é considerado o lado sem levar em conta os nés no meio do

lado.
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4.1.3 Atualizacdo da Discretizacdo da Curva

Apés a arvore estar definida para a curva considerada, inclui-se a nova discretizacao na
lista de nés da curva. A nova discretizacao ¢é a definida pelas coordenadas extremas das
células folhas da 4rvore. Para evitar que a cada coordenada (médxima ou minima) de uma
célula folha se faga uma busca na lista de nés da curva para verificar se aquela coorde-
nada j4 foi inserida, faz-se o seguinte procedimento: obtém-se a coordenada paramétrica
minima (que é zero) da célula pai da arvore, acha-se a coordenada cartesiana correspon-
dente em relacao a curva considerada, e inclui-se essa coordenada na lista de ndés da
curva; percorre-se entao toda a arvore, transformando-se para coordenadas cartesianas
todas as coordenadas maximas das células folhas e incluindo-as na lista de nés da curva,
tendo-se ao final, de forma ordenada, toda a nova discretizacao da curva.

O motivo de se considerar somente a coordenada méxima de uma célula folha se
deve ao fato de que sempre uma coordenada minima de uma célula folha é igual a uma
coordenada maxima da célula folha vizinha. Deste modo evita-se repeticoes de pontos
na discretizacao da curva. Isto também justifica a inclusao da coordenada minima
da célula pai da arvore no primeiro passo; caso contrario o primeiro ponto da curva
(correspondente a coordenada paramétrica zero) nao seria incluido na discretizagdo. A
figura 4.3 mostra o resultado final do refinamento nas curvas da fronteira para o exemplo
da figura 2.2.
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Figura 4.3: Refinamento nas curvas da fronteira do modelo efetuado pela técnica
da arvore bindria.
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4.2 Redistribuicdo dos Atributos nas Fronteiras das Regides

Na redistribuicao dos atributos das curvas com relacao a sua nova discretizagao, trés
casos devem ser tratados: atributos nodais pontuais, atributos aplicados sobre a curva
que vao para os noés, e atributos aplicados sobre a curva que vao para os lados dos

elementos adjacentes as curvas.

4.2.1 Atributos Nodais Pontuais

Existem alguns atributos que sao aplicados diretamente sobre alguns nés da malha de
elementos finitos. Este é o caso de suporte, deslocamentos prescritos, forcas nodais,
temperaturas prescritas, etc. Esse nds correspondem aos pontos extremos das curvas do
modelo e de bordo, isto é, estes nés sao sempre mantidos na estratégia de refinamento
pela arvore bindria. Entretanto, a lista de nds que pertecem a uma curva é alterada a
cada etapa. Portanto deve-se atualizar os atributos nodais dos nés extremos nesta lista
segundo os atributos nodais pontuais.

No arquivo de descricao de atributos das curvas, os atributos nodais pontuais
sao definidos através de suas coordenadas e dos valores do atributo propriamente dito.
Essa descricao s6 é lida na primeira etapa do processo e é armazenada na lista de
atributos das curvas. Essa lista de atributos é sempre consultada, a cada etapa, para a

atualizagao dos atributos nodais pontuais.

4.2.2 Atributos Nodais Advindos de Curvas

Na descricao de atributos das curvas é possivel definir atributos nodais para uma curva
inteira. Neste caso, o moédulo auto-adaptativo se encarrega de transferir esse atributos
para os nés da curva a qual eles pertecem. Por exemplo, para impedir a translacao
na direcao r de todos os nds de uma determinada curva, basta definir que a curva
terd a translacao nesta direcao impedida; o médulo auto-adaptativo automaticamente
transfere esta restricao para os nés da malha que sao gerados nesta curva.

O tratamento deste caso se torna simples, pois para cada curva sao armazenados
os atributos que devem ser levados aos nés a cada nova malha gerada; deve-se, entao,
percorrer a nova lista de nés criada e levar os atributos da curva para os nés a cada
etapa. Obviamente, se um noé extremo da curva tem um atributo distinto do atributo

da curva, o atributo nodal pontual prevalece.
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4.2.3 Atributos em Lados de Elementos Advindos de Curvas

O médulo de analise numérica tem a capacidade de calcular carregamento nodais equiv-
alentes para possibilitar a andlise. Por isso, alguns atributos, como forcas e momentos,
fluxo de calor, convec¢ao, podem ser definidos para o modelo de andlise através do lado
do elemento finito que estd recebendo o atributo.

O tratamento destes casos é feito de uma maneira semelhante a dos atributos
nodais advindos das curvas. Uma vez definido o atributo para a curva, percorre-se a nova
lista de elementos adjacentes existente na estrutura de dados da curva, e aplica-se esses
atributos da curva para o lado do elemento finito correspondente. Esse procedimento

56 é feito apés uma nova malha gerada.

4.3 Organizacdio de Classes Para Tratamento das Fronteiras

O tratamento do refinamento e da redistribuicao dos atributos nas fronteiras pede uma
organizacao do médulo auto-adaptativo que propicie um procedimento genérico para
quaisquer tipos de curvas e elementos. Desta forma, novos tipos de curvas podem ser
introduzidas com facilidade, assim como novos tipos de elementos finitos. A filosofia de
programacao orientada a objetos é ideal para este tratamento genérico e acarreta uma

implementacao natural da estratégia. Isto é descrito a seguir.

4.3.1 Selecio das Classes

O processo de selecao das classes, no escopo de programagao orientada a objetos, baseou-
se em dois aspectos importantes dentro do processo de tratamento das fronteiras. O
primeiro aspecto é o calculo do tamanho caracteristico do elemento conforme definido
pela expressao (3.23). O tamanho caracteristico do elemento é usado no refinamento
das curvas e depende da razao de erro para o elemento que é exportada pelo médulo
de andlise numérica, do tamanho anterior do elemento, e do grau do polinémio da
formulacao do elemento. Esse aspecto motivou o aparecimento de uma outra classe
Elemento, agora no médulo auto-adaptativo.

O segundo aspecto é o uso da arvore biniria parametrizada para permitir o
tratamento do refinamento para curvas genéricas (linha reta, linha poligonal, arco de
circulo, curva de Bézier, etc.), além da necessidade do armazenamento dos atributos
especificos para cada tipo de curva de acordo com a descri¢ao dos atributos lidos pelo

sistema. Isto motivou o aparecimento da classe Curva.
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4.3.1.1 Classe Elemento

A classe Elemento foi criada principalmente com a responsabilidade de fornecer todas
as informacoes necessarias sobre o tamanho caracteristico dos elementos para orientar o
refinamento das curvas de fronteira e de malha no interior do dominio. Além disso, como
o médulo auto-adaptativo permite a visualizagao de respostas (tensoes, deslocamentos,
etc.) a cada etapa do processo, algumas informacoes relativas aos elementos sdo impor-
tantes para os algoritmos que implementam as técnicas de visualizagao empregadas e
devem ser fornecidas por essa classe.

A abrangéncia atual desta classe é relativa a todos os elementos aos quais a
formulacao de erro se aplica, bem como a elementos bidimensionais para os quais é
possivel visualizar os resultados de uma andlise por elementos finitos. A figura 4.4

mostra as subclasses da classe Elemento.

T3 tridngulo com trés nés

T6 tridngulo com seis nds

Q4 quadrilatero com quatro nés
Q8 quadrilatero com oito nés
QUAD quadrilatero Serendipity geral
INTERFACE elemento de interface
INFINITE elementos infinitos

Figura 4.4: Subclasses da classe Elemento.

4.3.1.2 Classe Curva

A classe Curva fornece as informagoes necessarias ao refinamanto das curvas das fron-
teiras e da redistribuicao dos seus atributos. KEssas informacoes sao disponiveis para
todos os tipos de curvas suportados pelo médulo auto-adaptativo, fazendo com que o
refinamento e a redistribuicao dos atributos seja genérico para todas elas. A figura 4.5

mostra a organizacao atual das subclasses desta classe Curva.

LINE linha reta
POLY linha poligonal
CIRCLE circulo completo
ARC arco de circulo
BEZIER curva de Bézier

Figura 4.5: Subclasses da classe Curva.
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4.3.2 Especificacio das Classes

A especificagao das classes criadas é descrita aqui pelos seus protocolos (lista mensagens)

e pela descricao dos métodos invocados por essas mensagens.

4.3.2.1 Classe Elemento

Esta classe especifica os métodos relativos ao cdlculo do tamanho caracteristico dos
elementos e dos métodos usados na vizualizagao dos resultados. A figura 4.6 mostra
o protocolo da classe com a respectiva descricao dos métodos invocados. No método
do céalculo do tamanho caracteristico uma observacao é importante: o calculo do novo
tamanho do elemento necessita do tamanho anterior; este tamanho é definido como o
tamanho da aresta de um tridngulo equildtero que tém a mesma area do triangulo em
questao para elementos triangulares e o tamanho da aresta do quadrado que tém a

mesma, area do quadrilatero para elementos quadrilaterais.

Métodos para a classe:

Init
New

Métodos para objetos:

Inicializa a classe. | .
Cria uma nova insténcia (objeto) da classe.

NumNodes Retorna o ndimero de nés do elemento.
StressOrder Retorna a ordem de integragao para tensoes.
Thickness Retorna a espessura do elemento.
Read Lé e armazena os dados relativos ao elemento e armazena-os.
Write Escreve os dados do elemento.
Connect Retorna a conectividade do elemento.
NodesCoords Retorna as coordenadas dos nds do elemento.
DefNodesCoords Retorna as coordenadas dos nés do elemento para o modelo deformado.
GetGp Retorna o ponto de Gauss mais préximo de uma coordenada dada.
GetGpCoord Retorna a coordenada do ponto de Gauss em um elemento.
DrawGp Desenha o ponto de Gauss.
IntPol Retorna o poligono interno do elemento para representacao
de isofaixas de resultados para uma malha definida pela
distribuicdo dos pontos de gauss nos elementos (malha dual).
EdgePol Retorna o poligono referente cada lado do elemento
para representacao de isofaixas de resultados para a malha dual.
VertexPol Retorna o poligono referente aos nés de canto de elemento
para representacido de isofaixas de resultados para a malha dual.
NodalPol Retorna o poh’gono referente aos nés do elemento para
representacao de isofaixas de resultados sem suavizagao na malha.
SmoothNodalPol Retorna o poh’§ono referente aos nés do elemento para
representacdo de isofaixas de resultados com suavizagido na malha.
Draw Desenha o elemento representado por uma unido de linhas.
DrawFill Desenha o elemento representado por uma area.
IncFill Preenche a incidéncia do elemento.
CcwFace Retorna as coordenadas dos nds do elemento em sentido anti-horéario.
StressBar Retorna as tensGes principais nos pontos de Gauss do elemento.
SizeError Calcula o novo tamanho do elemento baseado no seu erro.
EdgeError Retorna os segmentos do lado do elemento que irdo
influenciar no refinamento das curvas das fronteiras.
FillAdjEdgeGp Preenche o poligono referente aos cada lado do
elemento para o campo de resposta desejado.
FillAdjVertGp Preenche o poligono referente aos nés de canto de

elemento para o campo de resposta desejado.

Figura 4.6: Protocolo e descricao dos métodos da classe Elemento.
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4.3.2.2 Classe Curva

No processo de refinamento das curvas, o uso uma arvore bindria paramétrica para
tratar curvas genéricas implica na existéncia de métodos que relacionem coordenadas
cartesianas da curva com coordenadas paramétricas dessa curva (parametrizada de zero
a um). Por exemplo, existe a necessidade de um método que dado um ponto z,y da
curva, devolva sua coordenada paramétrica nesta curva; um método para o contrario, ou
seja, dada uma coordenada paramétrica, achar o ponto x,y correspondente; um método
para dado dois pontos paramétricos da curva, achar o comprimento entre eles (usado
para achar o comprimento de uma célula na arvore bindria). Além disso, no processo
de redistribuicao de atributos, alguns métodos, tais como os que léem os atributos
para cada tipo de curva, também sao necessarios. A figura 4.7 mostra o protocolo e a

descricao dos métodos da classe Curva.

Métodos para a classe:

Init Inicializa a classe.
New Cria uma nova instancia (objeto) para a classe.

Métodos para objetos:

Read Preenche a lista de dados da curva de um arquivo lido.

ReadAtt Preenche a lista de atributos da curva de um arquivo lido.

XYtoT Retorna a coordenada paramétrica para uma coordenada
cartesiana da curva dada.

TtoXY Retorna a coordenada cartesiana para uma cooordenada
paramétrica da curva dada.

Tlen Retorna o comprimento de um segmento da curva localizado
entre duas coordenadas paramétricas dadas.

AdjVer Preenche a lista de nés da curva com os nés da malha
de elementos finitos a ela adjacentes.

PolVer Retorna uma poligonal equivalente & curva, a ser usada nos
algoritmos de geometria computacional.

NumVer Retorna o nimero de nés da malha existentes na lista de
nés da curva.

PutVer Poe um né de elemento finito na lista de nés da curva.

XY Ver Retorna coordenada cartesiana de um né da curva segundo sua
posicao na lista de nds da curva.

FreeVer Libera a lista de nés da curva.

AdjElm Preenche a lista de elementos da curva com os elementos da
malha a ela adjacentes.

NumElm Retorna o nimero de elementos da malha existentes na lista
de elementos da curva.

TypeElem Retorna o tipo do elemento, se linear, etc.

SizeElm Retorna o tamanho caracteristico de um elemento na curva
definido pela sua posi¢do na lista de elementos desta curva.

MidEIm Retorna as coordenada paramétricas de um conjunto de

segmentos da curva definidos pela relacao dos tamanhos novo e
antigo do elemento fornecido.

FreeElm Libera a lista de elementos da curva.

Free Libera uma insténcia (objeto) da classe.

Figura 4.7: Protocolo e descricao dos métodos da classe Curva.
A estrutura de um objeto da classe Curva tem em seu interior uma lista de dados

da curva, uma lista de atributos, uma lista de nés da malha pertencentes a curva e uma
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lista de elementos da malha adjacentes a curva. Todos os métodos que gerenciam a lista
de elementos e nés da curva sao implementados na superclasse Curva e herdados por suas
subclasses. Os métodos que redistribuem os atributos também sao implementados na
superclasse, ja que sao iguais para todas as curvas, independentemente do seu tipo. Por
outro lado, os métodos que tratam da lista de dados da curva, onde se incluem os dados
geométricos e de atributos, e das parametrizacoes que sao necessarias ao refinamento,
sao definidos diretamente nas subclasses, pois dependem de cada tipo de curva. Esta
organizacao facilita a expansao para a inclusao de novas curvas sem alterar a estratégia

de refinamento ou redistribui¢ao dos atributos.
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5

Combinacao das Técnicas de Quadtree e Delaunay
para Geracao da Malha de Elementos Finitos

Este capitulo descreve o método para geracao de malhas dentro do processo auto-
adaptativo. O algoritmo procura aliar as vantagens das técnicas de quadtree e da
triangulacao de Delaunay por contragao do contorno partindo de uma discretizagao
de bordo fornecida. A idéia bdsica é gerar os elementos no interior da regidao pela
técnica de quadtree (Baehmann et al., 1987), deixando uma faixa préxima a fronteira
da regiao para ser gerada pela técnica da triangulagdo por contragao do contorno (Shaw,
Pitchen, 1978). Esta tltima técnica ainda é modificada para usar informagoes da es-
trutura quadtree ja construida de modo a evitar, na formacao de um triangulo, que um
vértice longe da aresta base seja verificado, desta forma acelerando o método.

Para a geragao de malha no dominio, trés observacoes sao importantes. A
primeira é que, apesar de usar técnicas de triangulagao, esse método também pode
gerar malhas com elementos quadrilaterais. Embora isto nao seja feito neste trabalho, é
indicado como pode ser feito através da jun¢ao de dois triangulos escolhidos para formar
um quadrildtero. A segunda é que o algoritmo proposto pode ser usado para geracao
automatica de malhas em dominios arbitrarios (Cavalcante et. al, 1993a), partindo-
se de uma discretizacao do contorno fornecida, sem necessariamente ser uma etapa de
um processo auto-adaptativo, bastando para isso nao se considerar os procedimentos
descritos na sub-secao de refinamento da arvore devido ao erro numérico calculado nos
elementos. Finalmente, o algoritmo também é aplicado para elementos quadraticos,

bastando para isso, ao final, criar nés de meio de lado.

5.1 Geracdao da Malha no Interior do Dominio Através da Quadtree

Esta secao define como a malha é criada no interior do dominio através do uso da
quadtree, deixando uma regiao entre a malha interna assim gerada e o contorno do
dominio para ser gerada usando uma técnica de triangulacdo de Delaunay. O uso
da quadtree conduz a que a densidade interior das células da arvore seja sensivel a
discretizacao fornecida do contorno e também garante uma boa transicao entre regioes

com diferentes graus de refinamento da malha a ser gerada.
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A geracao da malha no interior do modelo pode ser dividida em algumas fases.
Estas fases sao descritas, nas sub-segoes a seguir, para o mesmo exemplo utilizado
nos capitulos anteriores. A figura 5.1 mostra a discretizagao de bordo que serve como

entrada para o processo do exemplo analisado.
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Figura 5.1: Exemplo e sua discretizacao.

5.1.1 Criagio da Arvore Inicial

O processo é iniciado pela criagao da quadtree baseada na discretizacao do contorno
(externo e furos) que é fornecida. Primeiro, as coordenadas mdximas e minimas do
contorno sao usadas para gerar uma caixa envolvente do modelo, que serd o né pai da
quadtree. Percorre-se, entao, todos os segmentos da discretizacao do contorno, um por
vez, para criar a arvore usando-se o seguinte procedimento: o comprimento e o ponto
médio do segmento corrente é calculado, e uma busca é feita no estado atual da arvore
para saber em que célula este ponto estd; verifica-se entao se o tamanho desta célula é
maior que uma percentagem do comprimento do segmento e neste caso subdivide-se esta
célula, continuando o processo até o tamanho da célula ser menor que esta percentagem.
Passa-se entao a um novo segmento e repete-se o procedimento. Com relacdo a esta
percentagem, é recomendado um fator entre 0.7 e 1.4 (Potyondy, 1993); neste algoritmo,

usou-se 1.0 (100%), pois testes com vérios tipos de contorno foram feitos e de um modo
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geral o uso deste valor foi o que deu melhores resultados. A figura 5.2 mostra a arvore
gerada pelo processo acima descrito.

Com relagao as células da arvore, vale dizer que elas podem ser de quatro tipos:
células exteriores, que sao células completamente fora do dominio; células vértices, que
sao células que contém no seu interior algum vértice do contorno do dominio; células do
contorno, que sao células atravessadas por algum segmento desse contorno; e células in-
teriores, que estao completamente dentro do dominio. Essa classificagao serd importante

nas proximas fases.
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Figura 5.2: Criacao da arvore inicial.

5.1.2 Ajustes Devido ao Erro Numérico dos Elementos

Criada a &arvore inicial, a compatibilidade com o erro numérico de cada elemento é
imposta no interior do modelo. Isto é feito do seguinte modo: visita-se cada elemento
da malha original fornecida e calcula-se o seu ponto médio; encontra-se a célula da
quadtree que contém este ponto médio; se o tamanho desta célula é maior que o tamanho
caracteristico do elemento finito ditado pela andlise de erro, subdivide-se a célula e assim
sucessivamente até seu tamanho ser menor que o tamanho caracteristico do elemento;
pega-se o proximo ponto médio de elemento finito e faz-se o mesmo, até ter ajustado
a arvore para todos os elementos. A figura 5.3 mostra a drvore apés feito esses ajustes

devido ao erro dos elementos.
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Figura 5.3: Arvore apos ajustes devidos ao erro nos elementos.

9.1.3 Ajustes para um Nivel de Diferenca entre Células Adjacentes

Apés as fases anteriormente descritas, ajustes devem ser feitos para garantir somente
um nivel de diferenca de profundidade na arvore entre células adjacentes. Este tipo de
quadtree onde as células adjacentes sao do mesmo tamanho ou no méaximo com um nivel
de diferenca de profundidade entre elas é chamada de quadtree restrita (Von Herzen,
Barr, 1987). Isto é necessirio pois, posteriormente, serao criados elementos finitos
em células interiores da quadtree através de padroes e isto exige que na arvore exista
somente um nivel de diferenca entre células adjacentes. Estes padroes sao usados para
gerar elementos finitos dada a configuracao de uma célula e de suas células adjacentes.
Isto serd abordado com mais detalhes na seqiiéncia. Além disto, um tnico nivel de
diferenca assegura uma boa qualidade de transicao entre os elementos na malha a ser
gerada. A figura 5.4 mostra a arvore depois de assegurado um tnico nivel de diferenca

entre células adjacentes.

5.1.4 Eliminacdo de Células Perto do Contorno

Apoés estas fases de ajustes, todas as células da arvore, que forem interiores ao dominio

irao formar elementos finitos através de padroes e os outros serdao gerado através de
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triangulacao de Delaunay por contragao de contorno. Precisa-se entao classificar bem o
que sao células interiores, pois células que estiverem muito perto do contorno poderao
ocasionar elementos finitos de forma ruim quando da triangulagao da faixa do contorno.
A solucao é reclassificar células interiores que estejam a uma distancia de um segmento
do contorno menor que uma percentagem do seu comprimento. No caso desse algoritmo,

adotou-se um fator de 0.2 (20%).
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Figura 5.4: Arvore apés fase de um tnico nivel de diferenca.

5.1.5 Geracao de Malha em Células Interiores por Padroes

Apoés estes ajustes feitos, a arvore estd pronta para concluir a primeira parte do algo-
ritmo, que é a geracao de malha no interior do dominio, criando os elementos finitos
nas células interiores através de padroes. Como ja foi dito anteriormente, estes padroes
sao usados para gerar elementos finitos dada a configuragao de uma célula e sua ad-
jacéncia. Existem alguns tipos de padroes para elementos triangulares e outros para
elementos preferencialmente quadrilaterais, como se pode ver na figura 5.5 (Baehmann
et al., 1987). Nota-se dai a importéncia de garantir apenas um tdnico nivel de diferenga

entre células adjacentes na arvore, como foi descrito em fase anterior.
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padroes triangul ares

padroes preferencial nente quadrilaterais

Figura 5.5: Padroes para elementos triangulares e quadrilaterais.

Com o uso destes padroes, gera-se entao a primeira parte da malha, que nor-
malmente ocupa a maior drea da dominio. Vé-se na figura 5.6 a malha gerada pelo uso
dos padroes em células interiores e nota-se que algumas células supostamente interiores
nao geraram elementos nesta fase, pois foram reclassificadas na fase de eliminacao de

células perto do contorno como células de contorno e nao como interiores.
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Figura 5.6: Geracao de malha no interior do modelo.
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9.2 Geracdo de Malha no Contorno

Esta secao descreve como a malha é criada na regiao entre a quadtree interna e o con-
torno. Isto é feito através da técnica de triangulacao de Delaunay por uma contracao de
contorno (Shaw, Pitchen, 1978; Vianna, 1992; Potyondy, 1993). Isto completa o método
de geragao de malhas de elementos finitos proposto. Também aqui pode-se dividir em

algumas fases, mostradas nas sub-secoes a seguir.

9.2.1 Inicializacdo da Lista de Arestas Ativas do Contorno

O processo se inicia com a formacao de uma lista de arestas ativas do contorno, origi-
nalmente contendo todos os segmentos do contorno que sao fornecidos. Escolhe-se uma

aresta desta lista, que serd a aresta base para formag¢ao de um novo triangulo.

5.2.2 Escolha de Vértice Interior para Formacdo de um Elemento Finito

De posse da aresta base, deve-se achar um vértice do interior ou do contorno corrente
que forme com a aresta o melhor tridngulo. Seguindo o critério de Delaunay, o melhor
triangulo é aquele que tem o maior dngulo formado pelo vértice candidato com os
vértices da aresta base, como se pode ver pela figura 5.7.

A escolha do melhor triangulo em um algoritmo de contracao do contorno
genérico é feita testando a aresta base contra todos os outros vértices, o que torna esse
algoritmo de complexidade quadratica. No algoritmo proposto, a selecao dos possiveis
candidatos a vértice do tridngulo é feita da seguinte maneira: a cada aresta base é for-
mada uma lista de células da arvore adjacentes as células que contém o vértice inicial
e final da aresta base; essas células sao armazenadas se forem células interiores que
portanto possuem vértices interiores possiveis candidatos, ou se forem células vértices,
que sao as células que possuem vértices do contorno original pois também podem vir
a formar um melhor tridngulo. Desta forma, o teste do maior angulo é feito para uma
lista reduzida de vértices, evitando testes exaustivos contra vértices que estejam bem
longes da aresta base. Além disso, a selecao dos vértices candidatos & formacao do mel-
hor triangulo é feita de forma bastante eficiente, pois explora a busca em uma arvore
quaterndria, ja construida anteriormente. E possivel que, na criagao da lista de células
adjacentes, nao exista nenhuma célula da drvore que seja interior ou vértice (somente

células do contorno), ou seja, ndo se ache nenhum vértice possivel candidato. Estes
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casos sao raros e s6 acontecem quando o contorno original tem uma discretizacao irreg-
ular e mal comportada para uma malha de elementos finitos. Nestes casos, extende-se a
pesquisa na dire¢ao de cada adjacéncia (que sao oito para cada célula: pelos lados e can-
tos) até que, em cada diregdo, se tenha uma célula com um vértice possivel candidato.
Vale ressaltar que cada vértice testado sé poderd ser escolhido caso esteja obviamente
dentro do dominio a ser gerada a malha e também se a aresta do elemento que ele ird
formar nao interceptar nenhuma aresta ja existente; testes geométricos sao feitos entao

usando ferramentas de geometria computacional para assegurar isto.

vertice candidato

\ triangulo

angul o o candi dat o

i ncl uso
S \,‘-:

© aresta base

outras arestas  na
lista de arestas ativas

Figura 5.7: Definicao do melhor tridngulo pela técnica de Delaunay.

Caso se deseje gerar uma malha com elementos quadrilaterais ao invés de trian-
gulares, apés a aresta base identificar o melhor tridngulo, deve-se selecionar um outro
triangulo usando as duas arestas do melhor tridngulo corrente formado como arestas
base. Os dois triangulos combinados devem formar um quadrilatero aceitavel dentro de
certos critérios. Isto é mostrado na figura 5.8, onde trés possibilidades existem: nenhum
triangulo adjacente é selecionado (entdo s6 o melhor tridngulo é atualizado na estrutura
de elementos finitos), um tnico tridngulo adjacente é selecionado, ou dois tridngulos

adjacentes sao selecionados.
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Figura 5.8: Identificacao dos dois melhores triangulos adjacentes.

Se um ou dois tridngulos adjacentes forem selecionados, entao tem-se um ou
dois quadrilateros possiveis que devem ter sua forma estudada para a sua aceitacao ou
nao. Para isso, uma medida numérica de forma S é definida na figura 5.9 (Potyondy,
1993), que é uma medida do desvio de qualquer dngulo interno de 90 graus. O elemento

é aceitavel se S < 1.5, que corresponde a angulos internos entre 45 e 135 graus.

Bi = angulo interno no vertice
Bm= nmax | 90 - Bi |

S=1.0+( 1.0/ 90 ) * Bm

Figura 5.9: Definicao da medida de forma quadrilateral S.
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9.2.3 Atualizacdo da Estrutura de Dados

Quando se chega a essa fase, um novo elemento finito triangular ou quadrilateral foi for-
mado. Esse elemento é adicionado a lista de elementos finitos ja existentes e é feita uma
atualizacao da lista de arestas ativas para fazer a contragao do contorno propriamente
dita. A técnica de contracao de contorno tradicional é tal que, formado um elemento
finito, a aresta base é retirada da lista de arestas ativas e cada uma das arestas for-
madas (duas na triangula¢ao ou trés na quadrilateragao) é inserida na lista, se for uma
nova aresta, ou retirada dela, se ja existir. Isto faz com que o contorno se contraia até
completar todo o dominio, isto é, até gerar a malha em toda a regiao.

No presente algoritmo, o processo de retirar a aresta base e inserir ou nao as
novas é o mesmo da contragao de contorno tradicional, mas com duas modificacoes.
Primeiro, a contracao nao cobre todo o dominio pois ja existem elementos finitos no
interior do modelo gerado por quadtree: a contracao para na quadtree, representando um
nimero de atualizagoes na lista de arestas menor. Segundo, para evitar uma procura
na lista de arestas ativas a cada novo elemento formado, é criada uma estrutura de
dados auxiliar: cada né desta estrutura é referenciado pelo identificador de um vértice
da malha e contém uma lista com as arestas que esse vértice formou (cada aresta é
identificada por sua posi¢ao na lista de arestas ativas). Assim, ao se formar uma aresta
nova, para verificar se ela ja existe na lista de arestas ativas, basta procurar na estrutura
auxiliar de um dos vértices dessa aresta, sem precisar fazer uma busca completa cada
vez na lista. Isto acelera a busca, ja que a lista de arestas ativas em certos momentos da
contracao pode ser bastante grande enquanto que, na estrutura auxiliar, cada vértice

forma um nuimero reduzido de arestas.

5.2.4 Finalizacdo da Contracdo do Contorno

Se apds a atualizacdo, a lista de arestas ativas ficar vazia, significa que a malha foi
gerada, pois todas as arestas ja foram utilizadas como base. Senao, seleciona-se uma

nova aresta e repete-se o processo. A figura 5.10 mostra a malha final gerada.

9.2.5 Suavizagdo da Malha

Finalmente, apds ser gerada toda a malha, executa-se um processo de suavizacdo. A

suavizacao é simplesmente uma média, para cada vértice, considerando as coordenadas
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dos vértices pertencentes aos elementos finitos adjacentes ao vértice em questao. Essa
média é repetida quatro ou cinco vezes para dar um resultado final satisfatorio e afeta
somente os vértices interiores, ji que nao se pode alterar as coordenadas dos vértices
originais do contorno. A figura 5.11 mostra a malha final suavizada; comparando-se com

a figura 5.10, pode-se notar a melhora conseguida na razao de aspecto dos elementos.
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Figura 5.10: Malha final gerada.
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Figura 5.11: Malha final suavizada.
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9.3 Comparacdo com Outros Algoritmos Baseados em Quadtree

O algoritmo descrito neste capitulo basicamente pode ser considerado um algoritmo
hibrido entre o proposto por Shephard (Baehmann et al., 1987) e o proposto por Po-
tyondy (1993), tentando combinar o que ha de melhor nos dois.

O algoritmo proposto por Shephard é todo baseado na estrutura quadtree, isto
é, a malha é totalmente gerada através da manipulacao das células da quadtree, criadas
de acordo com o modelo em questao. Este algoritmo é robusto, e bastante rapido, ja que
percorre uma arvore quaterndria para gerar a malha. Entretanto, ele tem a caracteristica
de nao manter a discretizagao original do contorno, criando novos vértices no contorno
nao definidos originalmente.

O algoritmo de Potyondy (1993), assim como o de Vianna (1992), usa a quadtree
para criar os vértices interiores do dominio que servirao para a triangulagao junto com
a contracao do contorno para gerar a malha. Esses algoritmos mantém a discretizacao
de bordo original do usudario, mas sao de complexidade quadratica, pois testam a aresta
base contra todos os outros vértices possiveis candidatos, mesmo os que estao longe
desta aresta e nunca dariam um melhor elemento finito. Em modelos maiores isto leva
a um tempo excessivo na criacao da malha.

O algoritmo proposto procura aliar as boas caracteristicas de ambos os métodos
citados e criar uma geracao eficiente, robusta e rapida. A principal vantagem deste algo-
ritmo é que ele mantém a discretizagao original do contorno. Em um sistema interativo,
esta discretizacao é normalmente definida pelo usudrio e é importante para fazer a
ligagdo com outros algoritmos (e.g., mapeamentos), para simulacdo de propagacao de
trincas, e para o usuario ter um maior controle sobre a malha a ser gerada. Na es-
tratégia auto-adaptativa proposta, esta discretizacao é definida pelo auto-refinamento
das fronteiras, o que resulta em uma discretizagao mais regular no contorno, e é de
fundamental importancia para modificacoes locais da malha.

Dentro deste contexto, o algoritmo usa a quadtree para gerar malha somente
no interior do modelo, simplificando um pouco o processo proposto por Shephard
(Baehmann et al., 1987), pois ndo precisa das operagdes para tratamento da quadtree
na regiao préxima do contorno a fim de evitar elementos finitos ruins nesta area. Na
fase da contracao do contorno, a substituicao da procura de vértices para formacgao de
tridngulos em uma lista de vértices pela procura nas células adjacentes para cada aresta
base evita testes exaustivos contra vértices longe da aresta base que nao dariam ele-

mentos finitos melhores. Isto torna o desempenho do algoritmo bem superior, pois ele
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nao ¢ mais de de complexidade quadratica, ja que ele percorre a arvore quadiree para
achar a adjacéncia, levando a ganhos bem altos em modelos grandes e complexos. Além
disto, a estrutura auxiliar criada para armazenar as arestas formadas por cada vértice
evita buscas exaustivas na lista de arestas ativas toda vez que um novo elemento finito

é formado, facilitando a atualizacao da estrutura de dados.
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Analise de Resultados Numéricos

Esse capitulo apresenta varios resultados da estratégia auto-adaptativa proposta, com o
objetivo de demonstrar a sua eficicia. Também é enfocado a capacidade de visualizacao
grafica do modelo e de seus resultados através do uso da computacao gréifica intera-
tiva. Todo este escopo constitue o ambiente desenvolvido no médulo auto-adaptativo,
que se encarrega da geracao da nova malha e permite o pds-processamento grafico dos

resultados tanto da malha final como a cada etapa do processo.

6.1 Sistema Grdfico para Visualizacdo Integrada

O moédulo auto-adaptativo foi desenvolvido baseado no uso do sistema grafico GKS/puc
(TeCGraf, 1989) e do IUP/LED, um toolkit portatil para interface com o usudrio (Levy,
1993), além de ter sido desenvolvido em linguagem C, utilizando uma disciplina de
programacao orientada a objetos. Esse ambiente permite a portabilidade automaética,
sem alteracao de cédigo, para varias plataformas onde o sistema funciona, como as
estacoes de trabalho baseadas no sistema operacional Unix (Sun Sparcstation, IBM
RS6000) e micro-computadores da linha PC.

O moédulo fornece informacoes qualitativas e quantitativas da malha e dos resul-
tados referentes a mesma, a cada etapa do processo, ou no resultado final da adaptacao
da malha. Informacoes quantitativas da malha podem ser obtidas através de funcoes de
consulta, que fornecem dados como nimero de nds, inicidéncia de elementos, etc. In-
formagoes qualitativas consistem basicamente na visualizagao de resultados do modelo
de dois tipos: resultados escalares, que se caracterizam por grandezas escalares repre-
sentadas nos pontos de Gauss ou nos pontos nodais, suavizadas ou nao; e resultados
vetoriais, representados por trés valores referentes as componentes de um vetor. Para
o moédulo, nao importa a natureza da grandeza que estd sendo representada, isto é,
um campo escalar de temperatura é representado da mesma maneira que um campo
escalar de uma componente de tensao o, por exemplo. Atualmente essa representacao

s6 esta disponivel para tensoes, pois por enquanto a estratégia auto-adaptativa s6 se
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aplica a problemas de elasticidade. Existem ainda algumas funcoes que manipulam a
imagem do modelo, tais como detalhe (detail), ampliagao (zoom), enquadramento (fit),
para auxiliar na visualizacao do modelo.

A entrada para o processo de auto-adaptacao é feita através de um arquivo
padrao, denominado arquivo neutro, que tenta ser suficientemente genérico para abordar

todas as particularidades envolvidas nos diversos tipos de analise por elementos finitos.

0.1.1 Estratégia de Multiplas Janelas

O sistema de interface utilizado, o IUP/LED, nao sé assegura uma portabilidade entre
vérias plataformas, como permite a exploracao de vérias idéias de gerenciamento de
janelas multiplas para dar ao usudrio meios mais eficientes de visualizacao dos resulta-
dos. Desta maneira, o usuirio nao fica preso somente a uma janela para representar
todas as respostas que deseja, mas tem a flexibilidade de abrir varias janelas ao mesmo
tempo com representagoes de respostas diferentes, o que favorece muito a sua anélise.

Para ser possivel esse gerenciamento no presente sistema, foi desenvolvida uma
hierarquia de janelas de respostas que podem ser visualizadas. O nivel mais alto desta
hierarquia é a chamada janela principal do moédulo, que indica o modelo a ser auto-
adaptado com as suas condic¢oes de contorno (figura 6.1).

A janela principal do médulo é responsavel pela abertura de janelas para vi-
sualizacao de resultados, que se situam em um nivel hierdrquico inferior a ela. Essas
janelas de visualizagao podem ser de trés tipos: para representacao de deformada do
modelo, para representacao de resultados escalares e para representacao de resultados
vetoriais. Essas janelas hierarquicamente inferiores, mesmo originalmente criadas para
um determinado tipo de resposta, podem, uma vez abertas, ter os outros dois tipos de
respostas ativadas. Ou seja, uma janela originalmente ativada para a representacao da
deformada do modelo pode mostrar também resultados escalares e vetorias, por exem-
plo. Além disso, pode-se abrir mais de uma janela de resultados, o que permite, por
exemplo, se comparar dois resultados escalares diferentes ao mesmo tempo. A figura
6.2a mostra um exemplo com a janela principal e janelas filhas com representacoes de
tensoes do modelo. A janela principal também é encarregada de disparar o processo
auto-adaptativo do modelo. Neste caso, todas as janelas de nivel hierarquico inferior sao
fechadas, ja que a malha do modelo vai ser alterada e conseqiientemente os resultados

atuais nao podem ser representados.
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Figura 6.1: Janela principal.

Um terceiro nivel de hierarquia corresponde a janelas referentes a graficos de
respostas do modelo. Esses graficos podem ser de trés tipos: gréaficos para histéria de
resultados de um determinado ponto (né ou ponto de Gauss) ao longo de diversos passos,
no caso de uma andalise dindmica ou transiente; graficos para grandezas escalares ao
longo de um caminho entre dois pontos selecionados pelo usuario, em caso de elementos
de interface; e graficos para representacao de resultados escalares, como por exemplo
um diagrama de tensdes onde o usudrio passa uma linha arbitriria sobre o modelo e o
programa apresenta o diagrama de tensoes ao longo da linha fornecida. Uma janela de
grafico sempre se refere a uma janela de resultados aberta. A figura 6.2b mostra um
exemplo de um modelo, com uma janela de resultados e uma janela de grafico relativo
a um diagrama de tensoes da resposta.

As fungoes de auxilio de visualizagao, como ampliacao (zoom), escala (scale),
etc. estao disponiveis para os trés niveis de hierarquia das janelas, enquanto que as
funcoes de consulta de dados quantitativos da malha existem apenas nos dois primeiros

niveis.
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Figura 6.2: (a) Janela principal com janelas de representagoes de resultados.
(b) Janela principal com uma janela de resultados e outra de gréfico.
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6.1.2 Representacdo de Resultados

As técnicas de representacao de resultados foram baseadas em trabalhos anteriores da
linha de pesquisa (Guimaraes, 1992; Mview, 1993). A representagdo de resultados
escalares é feita através de isofaixas preenchidas com uma cor referente a uma escala de
cores, que estd associada a uma escala de valores dos resultados. Deste modo, pode-se
obter uma boa descri¢cao do comportamento da estrutura, bem como a identificacao de
regioes com gradientes elevados. A quantidade de cores na escala é fixa e foi definida
igual a 9, com os seus valores extremos correspondendo aos valores maximos e minimos
do campo escalar. Os intervalos, inicialmente, sao obtidos através de interpolacao linear
dos valores extremos. Existem, no entanto, funcoes que permitem alterar a escala de
valores. A visualizagao dos resultados escalares, através de isofaixas, pode ser feita
com base em resultados de trés tipos: resultados nos pontos de Gauss, resultados nos
pontos nodais sem suavizacao, ou nos pontos nodais suavizados. As figuras 6.3, 6.4 e

6.5 mostram exemplos destes trés tipos de representacao.

SIGVA_XX
+8. 01E+01
+6. 51E+01
+5. 00E+01

ER +3. 50E+01
+2. 00E+01

ER +4. 97E+00
- 1. 00E+01

EN 2. 51E+01
- 4. 01E+01

EN 5. 51E+01

Eb

EX

E

Figura 6.3: Representagao de resultados em pontos de Gauss.
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SIGVA_XX

+8. 01E+01

+6. 51E+01

+5. 00E+01
+3. 50E+01
+2. 00E+01
ER +4. 97E+00
- 1. 00E+01
EX - 2. 51E+01

-4.01E+01

ER -5.51E+01

Figura 6.4: Representagao de resultados nodais nao suavizados.

SIGVA_XX

+8. 01E+01

+6. 51E+01

+5. 00E+01
+3. 50E+01
+2. 00E+01
ER +4. 97E+00
- 1. 00E+01
EX - 2. 51E+01
-4.01E+01

E -5.51E+01

Figura 6.5: Representagao de resultados nodais suavizados.

A representacao dos resultados vetoriais é feita através da configuracao defor-
mada do modelo, por malha, mostrada na figura 6.6, ou por setas, mostrada na figura

6.7.
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Figura 6.6: Representagao do modelo deformado por malha.

LA v v A v AR v A v A v.

i

Figura 6.7: Representacao do modelo deformado por setas.

Outra forma de representacao disponivel é a plotagem de vetores que indicam
a direcao e a intensidade da grandeza vetorial nos pontos de Gauss, como por exemplo

a representacao das tensoes principais do modelo.
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6.2 Ezemplos Numéricos

Nesta secao, apresenta-se cinco exemplos de problemas lineares elasticos bidimensionais
para demonstrar a eficdcia da estratégia proposta no que diz respeito ao remalhamento.
Deve-se considerar em todos os exemplos que o estimador de erro utilizado apresenta
um baixo grau de precisao. Entretanto, a estratégia usada tende a compensar isso,
pois as malhas geradas apresentam uma distribui¢ao uniforme do erro estimado, o que
caracteriza uma malha considerada “6tima” e atinge os niveis de erro desejados.

Os exemplos apresentam resultados para andlise auto-adaptativa usando ele-
mentos lineares (T3) e quadraticos (T6). As comparagoes com resultados “exatos” sao
feitas através do conhecimento da solucao analitica para os exemplos ou usando solugoes
aproximadas extrapoladas de método adaptativo h-p (Zienkiewicz et al., 1989), para va-
lidar a estratégia proposta. A efetividade do estimador de erro é dada pelo indice de
efetividade

el
g — el 6.1
el (61

onde ||e|| é a norma de energia do erro estimada calculada pela equacao (3.17) e ||e|| é

a norma de energia do erro “exata”’ dada pela relacdo (Zienkiewicz et al., 1989)
lell = Ilull® = lla]*. (6.2)

O erro é dito assintoticamente “exato” se  converge para um a medida que o
erro converge para zero. Demonstra-se que o estimador de erro dado pela norma de
energia € assintoticamente exato supondo-se que o maximo tamanho de um elemento
finito tenda para zero (Ainsworth et al., 1989). Na prética, esse tamanho nao tende
para zero; portanto é necessirio que o estimador seja efetivo também dentro de uma
faixa tipica de andlise de problemas de engenharia, especialmente porque o estimador é
usado para determinar o critério de parada para a solucao adaptativa. Normalmente se

usa que o critério de parada dado pelo erro relativo

el
— (6.3)
|
e aproximado por
_ e
n = Il (6.4)

VIal? + [fel
(conforme descrito no capitulo 3) seja igual ou inferior a 10% para elementos lineares e

5% para elementos quadraticos.
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6.2.1 Ezemplo 1 - Placa Quadrada com Furo Quadrado

O primeiro problema analisado é uma placa quadrada com um furo quadrado, submetida
a um carregamento lateral unitdrio. Pelas condicoes de simetria, apenas um quarto da
placa é modelado. E considerado para solucao numérica do problema estado plano de
tensoes, com moédulo de elasticidade E = 105 e coeficiente de Poisson v = 0.3, e
a energia de deformacao analitica para o problema é 0.1556660, que corresponde a um
valor para a ||u||? de 0.311332. A figura 6.8 mostra o exemplo e seus atributos.

A andlise do problema utilizando elementos lineares (T3) e quadréticos (T6) é
mostrada nas figuras 6.9 e 6.10. Como critério de parada, utilizou-se um erro relativo
maximo n* de 10% para elementos lineares e 5% para os quadraticos. A andlise do pro-
blema mostra que nos dois casos foram precisos apenas dois passos de auto-adaptacao.
No elemento linear, apenas um passo trouxe o erro para 13.45%, ou seja, quase no limite
desejado; para os quadraticos, essa convergéncia se acentuou ainda mais, com o erro
caindo para 5.7% no primeiro passo de auto-adaptacdo. As figuras 6.11 e 6.14 mostram
as taxas de convergéncia para os elementos linear e quadratico onde se comparam com
valores teéricos de 0.5 para elementos lineares (p=1) e 1.0 para quadraticos (p=2). As
figuras 6.12 e 6.15 mostram o grafico do indice de efetividade 6 pelo niimero de graus
de liberdade da malha, observando-se que o seu valor tende para um a medida que o

erro no modelo decresce.

50

50

A
|

50 | 50

Figura 6.8: Placa quadrada com furo quadrado.
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Para ilustrar a distribui¢cdo da norma de energia para o erro ||€|]| através dos
passos de auto-adaptagao, sao mostradas a distribuigao de ||e|| através das malhas para
o elemento quadratico na figura 6.17. Nota-se que essa norma vai se distribuindo igual-
mente pelos elementos, com o canto reentrante tendo os valores mais altos, como era de
se esperar, com a malha final mostrando uma distribui¢do bem uniforme de |e||.

Esse problema também foi analisado por Baehmann (1989) somente para ele-
mentos quadraticos, que também usa uma técnica de enumeracao espacial recursiva,
com a diferenca para este trabalho que a adaptacao da malha é toda ela baseada na
técnica convencional de quadiree (sem considerar a triangulacdo da faixa entre a arvore
no interior e o contorno por uma técnica de contragao por Delaunay), e também foram
necessarios dois passos de adaptagao. Outras técnicas para adaptacao da malha foram
usadas para solugdo deste problema, como a usada por Lee e Lo (1992), onde foram
necessarios trés passos para elementos lineares e dois para os quadraticos. Santana
(1993), que implementou uma técnica de adaptacdo da malha baseada em trabalho de
Peraire et al. (1987), também analisou o problema, onde também foram necessérios
dois passos de adaptacao para elementos lineares e quadraticos.

Graficos do tempo computacional pelo nimero de graus de liberdade sao mostra-
dos nas figuras 6.13 e 6.16. Para efeito de tempo computacional, o processo de auto-
adaptacao foi divido em duas etapas: a realizada pelo médulo de andlise numérica,
que também calcula a estimativa do erro no modelo, e a realizada pelo médulo auto-
adaptativo, encarregado da geragao da nova malha, redistribuicao dos atributos e reor-
denacao nodal, sendo neste trabalho utilizada a técnica de Cuthill-McKee (1969).

Os exemplos foram rodados em uma SUN Sparcstation 10 para efeito de medicao
de tempo de execucao. Nota-se que para elementos quadraticos, por exemplo, o iltimo
passo de auto-adaptacao, que possui logicamente mais graus de liberdade, levou menos
de 4 segundos para a andlise e menos de 2 segundos para a auto-adaptacao, o que
comprova, a eficicia do método e a aplicabilidade a problemas praticos, pois o fator
tempo é uma variavel importante neste contexto. A andlise de elementos lineares no
ultimo passo leva em torno de 6 segundos para andlise e 12 segundos e meio para a
auto-adaptacao, sendo que a malha original tem 464 graus de liberdade e a malha final
tem 1365.

O tempo computacional para este problema também foi analisado por
Baehmann (1989) e foi dividido em quatro etapas: andlise numérica, estimativa de

erro, geracao da nova malha e reordenagao nodal. Apesar das analises terem sido feitas
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em uma plataforma diferente (VAX 785), se forem somados os tempos de geracao de
malha e reordenacao nodal, que correspondem ao feito pelo médulo auto-adaptativo
deste trabalho, também se obtém tempos da mesma ordem de grandeza, o que era de se
esperar, pois técnicas de enumeragao espacial recursiva percorrem arvores para geragao
da malha, o que as tornam muito rapidas e eficientes. Nao foi possivel avaliar a in-
fluéncia dos diferentes tratamentos para a discretizacao do contorno entre este trabalho
e o trabalho de Baechmann no que se refere a eficiéncia computacional.

O tempo computacional também foi medido no trabalho de Santana (1993) para
o ultimo passo de adaptacao, e foram atingidos no seu trabalho valores bem superiores:
cerca de 244 segundos para adaptacao da malha, se somados os tempos de geracao da
malha e aprimoramento da mesma, para elementos lineares e cerca de 122 segundos
para elementos quadraticos. Nao foi especificado no trabalho a plataforma utilizada,
mas estes tempos indicam uma ordem de complexidade bem maior para o algoritmo
por ele utilizado.

Observa-se que existe uma diferenca entre os aspectos das malhas geradas para
elementos lineares e quadraticos, sendo que para os lineares (T3) a malha apresenta
regioes fora da concentragao de tensoes com alto grau de refinamento. Os outros tra-
balhos da literatura também mostram este mesmo aspecto. Isto pode ser atribuido a
uma ma qualidade do elemento linear e também a pouca precisao do estimador de erro

adotado.
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File Result Display Info Auto_Adaptation

File Result Display Info Auto_Rdaptation

Redrau Redrau
Hesh Hesh
2oon Zoon
Fit Fit
Scale Scale

Distort Distort
Linits Linits
FindId FindId
Project Project
E “ t3 E “ 31

a- NN = 21, NE = 24
DOF = 36, 7j = 33.27%

b - NN = 240, NE = 413
DOF = 464, 7 = 13.45%

File Result Display Info Auto_Adaptation

Redrau

Hesh

Zoon

Fit

Scale

Distort.

Linits

FindId

Pro ject

311

¢ - NN = 693, NE = 1265
DOF = 1365, 7 = 7.77%

Figura 6.9: Exemplo 1 com T3: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).

NN = nimero de nés, NE = niimero de elementos, DOF = nimero de graus de liberdade
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File Result Display Info Auto_Adaptation

File Result Display Info Auto_Rdaptation
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Fit Fit
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Linits Linits
FindId FindId
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t6 61
| ] <8 1]
a- NN =65, NE = 24 b - NN = 141, NE = 60
DOF = 120, 7 = 9.02% DOF = 272,71 = 5.77%
File Result Display Info Auto_Adaptation File Result Display Info Auto_Rdaptation
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Hesh Hesh
2oon Zoon
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FindId FindId
Project Project
611 6111

¢ - NN = 238, NE = 107
DOF = 468, 7j = 3.81%

d - NN = 280, NE = 127
DOF = 552, 7 = 2.66%

Figura 6.10: Exemplo 1 com T6: malha inicial (a), malhas seguintes (b-d).
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Placa com Furo Quadrado

0.5

03

0.2

el

10% erro

0.05 -

0.03

0.02

0.01

50 100 200 500 1,000
Graus de Liberdade

Figura 6.11: Taxa de convergéncia do exemplo 1 para T3.

Placa com Furo Quadrado

2
15
1
, C L
-]
0.5
0 .
0 500 1,000 1,500

Graus de Liberdade

Figura 6.12: Indice de efetividade do exemplo 1 para T3.

Placa com Furo Quadrado

Segundos (Sun Sparc 10)
20

15 [] — Auto-Adaptagéo

B — Anélise Numérica
10

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
Graus de Liberdade

Figura 6.13: Tempo computacional do exemplo 1 para T3.
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100
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Graus de Liberdade
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Figura 6.14: Taxa de convergéncia do exemplo 1 para T6.
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Placa com Furo Quadrado
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Graus de Liberdade

400
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Figura 6.15: Indice de efetividade do exemplo 1 para T6.

Placa com Furo Quadrado

Segundos (Sun Sparc 10)
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300
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400

Figura 6.16: Tempo computacional do exemplo 1 para T6.
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NORM_ERROR NORM_ ERROR
+2. ase 02 +1. 66 02
2. 185 02 1. a8 02

1. 018 02 +1. 308 02

1. 6402 1126 02

+1. 38 02 +9. 36E- 03

+1. 11 02 +7. 54803

+8. 39E- 03 +5. 73E- 03

+5. 70E- 03

I»s, o02E- 03
+3. 35E- 04

+3.91E- 03

I»z, 10€- 03
+2. 88E- 04

a- NN = 65, NE = 24 b - NN = 141, NE = 60
DOF = 120, 77 = 9.02% DOF = 272, 7 = 5.77%

NORM_ERRCR NORILERRQR

¢ - NN = 238, NE = 107 d - NN = 280, NE = 127
DOF = 468, 7j = 3.81% DOF = 552, 7 = 2.66%

Figura 6.17: Norma de energia para o erro nas malhas com elemento quadratico
para o exemplo 1.
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6.2.2 Ezemplo 2 - Viga Curta em Balanco

O segundo exemplo é uma viga curta em balanco sob um carregamento distribuido
unitario no seu bordo superior. Considera-se para a solucao deste problema estado
plano de deformagdao, com £ = 1.0 e v = 0.3. A energia de deformagao da solucao
analitica resulta em um valor para |[u||? de 1.903697. A figura 6.19 mostra o exemplo e

seus atributos.

F=1

RN N NN N

1.0

Figura 6.18: Viga curta em balanco.

As malhas geradas pelo processo auto-adaptativo estao mostradas nas figuras
6.19 e 6.20. Como critério de parada, usou-se um erro relativo maximo permitido de
8% para elementos lineares e 5% para quadraticos. Foram precisos dois passos de auto-
adaptacao para os dois tipos de elementos. Mais uma vez, apenas um passo traz o erro
para bem préximo do desejado, com 11.80% para os lineares e 6.15% para os quadréticos.
Nestes elementos, as andlises foram levadas adiante e atingiu-se 2.74% na 1ltima malha.
As figuras 6.21 e 6.24 mostram as taxas de convergéncia para o exemplo e as figuras
6.22 e 6.25 os gréficos dos indices de efetividade.

Na figura 6.27 mostra-se a distribuicao da razao de erro &; definida na equacgao
3.22 para os elementos quadraticos, onde a faixa cinza mais escura corresponde a ele-
mentos com &; abaixo de 1, que representaria que nao precisariam ser mais refinados, e
mostra claramente que &; maior que 1 indica a regiao onde se necessita refinar, ou seja,

préximos aos cantos da face com suporte da viga, como era de se esperar.
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Baehmann (1989) analisou exemplo semelhante e trés passos de adaptagao
foram necessdrios para trazer o erro para 3% no caso de elementos quadraticos.
Ainsworth et al. (1989) também analisaram o problema através de uma técnica de
adaptacao por enriquecimento da malha e obtiveram uma solucao abaixo de 5% apds
seis passos de adaptagao. Lee and Lo (1992) também analisaram o problema, e partindo
da mesma malha inicial usada neste trabalho, obtiveram solug¢oes inferiores a 10% para
elementos lineares (T3) e 5% para elementos quadréaticos (T6) em trés e dois passos
de adaptacao, respectivamente. Santana (1993) também analisou este exemplo e foram
necessarios trés passos de auto-adaptacao para os elementos lineares e dois para os
quadraticos.

As figuras 6.23 e 6.26 mostram os graficos dos tempos computacionais medi-
dos para o exemplo. Mais uma vez se verificaram tempos muitos baixos para a auto-
adaptacao, inferiores até aos obtidos para o exemplo 1. O elemento quadratico, por
exemplo, levou apenas 2.05 segundos no ultimo passo de auto-adaptacao, enquanto que
o linear, 6.70 segundos. Baehmann (1989), apesar de analizar exemplo semelhante, nao
mostra os tempos obtidos. Santana (1993) obteve tempos ainda bem altos, cerca de 182
segundos para o elemento linear e 29 segundos para os quadraticos no ultimo passo de
adaptacao (sempre se levando em considera¢ao que nao se conhece a plataforma por ele

usada, mas apenas como um paramétro de comparagao do tempo do algoritmo).
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File Result Display Info Auto_Adaptation

File Result Display Info Auto_Rdaptation
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¢ - NN = 525, NE = 940
DOF = 970, 7 = 5.64%

Figura 6.19: Exemplo 2 com T3: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).
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Figura 6.20: Exemplo 2 com T6: malha inicial (a), malhas seguintes (b-d).
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Viga Curta em Balango
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|| e || 8% erro
0.1

0.05 -

0.03

0.02

0.01
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Graus de Liberdade

Figura 6.21: Taxa de convergéncia do exemplo 2 para T3.

Viga Curta em Balango

15

0.5 D

0 200 400 600 800 1,000
Graus de Liberdade

Figura 6.22: Indice de efetividade do exemplo 2 para T3.

Viga Curta em Balango
Segundos (Sun Sparc 10)
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Figura 6.23: Tempo computacional do exemplo 2 para T3.
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Viga Curta em Balanco
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Figura 6.24: Taxa de convergéncia do exemplo 2 para T6.
Viga Curta em Balango
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Figura 6.25: Indice de efetividade do exemplo 2 para T6.
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Figura 6.26: Tempo computacional do exemplo 2 para T6.
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Figura 6.27: Razao de erro nas malhas com elemento quadratico para o exemplo 2.
A cor cinza mais escura corresponde a razoes de erro menores que 1,
que nao sao representados na escala de cores.
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6.2.3 Ezemplo 8 - Cilindro com Pressio Interna

O terceiro exemplo é a andlise de um cilindro espesso com pressao interna unitaria.
Pelas condigoes de simetria, apenas um quarto do cilindro é analisado. A energia de
deformagdo analitica conhecida corresponde a uma norma ||ul|®> 55.815629. A figura

6.28 mostra o modelo e seus atributos.

Figura 6.28: Cilindro com pressao interna.

Este exemplo é apresentado para demonstrar a eficicia da estratégia proposta
neste trabalho no tratamento de curvas genéricas, no caso um arco de circulo, além das
linhas retas ja mostradas. Além disso, verifica-se o comportamento da estratégia em
situagoes sem presenca de singularidades. As malhas obtidas sao mostradas nas figuras
6.29 e 6.30. O erro relativo maximo n* desejado de 5% para elementos quadraticos e 10%
para lineares foi obtido em um e em dois passos de auto-adaptacao, respectivamente.
Assim como Lee e Lo (1992), que também analisaram este problema, se iniciou de
uma malha bem grosseira de apenas quatro elementos para se verificar a eficiéncia da
estratégia, e ela se comportou muito bem, com o erro estimado caindo de 57.77% para
11.44% para elementos lineares sé no primeiro passo e de 31.75% para 2.78% para
elementos quadraticos. As figuras 6.31 e 6.34 mostram as taxas de convergéncia para
o exemplo. Os gréficos do indice de efetividade sao mostrados nas figuras 6.32 e 6.35.
Como o valor para a energia de deformacao analitica para o problema nao é “exata”,
quando a norma ||e|| calculada decresce para valores muito baixos, 6 ultrapassa 1.0.
Esta é a explicacdao para o ponto acima de 1.0 no caso do elemento quadratico. As

figuras 6.33 e 6.36 mostram as taxas computacionais envolvidas.
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Figura 6.29: Exemplo 3 com T3: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).
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Figura 6.30: Exemplo 3 com T6: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).
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Figura 6.31: Taxa de convergéncia do exemplo 3 para T3.
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Figura 6.32: Indice de efetividade do exemplo 3 para T3.
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Figura 6.33: Tempo computacional do exemplo 3 para T3.
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Figura 6.34: Taxa de convergéncia do exemplo 3 para T6.
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Figura 6.35: Indice de efetividade do exemplo 3 para T6.
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Figura 6.36: Tempo computacional do exemplo 3 para T6.
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6.2.4 Ezemplo 4 - Placa com Furo com Dois Materiais

O quarto exemplo é a mesma placa do exemplo 1, mas considerando dois materiais
distintos no quarto de placa modelado. O objetivo deste exemplo é demonstrar a apli-
cabilidade da estratégia para regioes de materiais distintos. O médulo de elasticidade
para uma regido é o triplo do considerado para a outra, ou seja, tem-se B, = 10° e
E, = 3 x10° com o coeficiente de Poisson mantido em 0.3. A energia de deformacao
calculada para o problema resulta em um valor para a norma ||u||? de 0.20466. A figura

6.37 mostra o quarto de placa com os dois materiais considerados.

.

BR

50

0
\
|

50 ‘ 50

Figura 6.37: Placa com furo com dois materiais.

Para o erro relativo n* méximo desejado de 10% para os elementos lineares e
5% para os quadraticos, foram precisos dois passos de adaptacdo para ambos 0s casos.
As figuras 6.40 e 6.43 mostram as taxas de convergéncia e as figuras 6.41 e 6.44 os
indices de efetividade para ambos os tipos de elementos. Esse problema foi analisado
por Ainsworth et al. (1989) para elementos quadréticos e também foram necessérios
dois passos para a obtencao dos resultados esperados.

Para ilustrar a distribui¢do da norma de energia de erro ||e|| sdo mostradas,
nas figuras 6.46 e 6.47, as distribuicoes de ||€|| para as ltima malhas usando elementos
lineares e quadraticos. As figuras apresentam uma ampliagao do canto reentrante do
modelo. Verifica-se que a norma distribui-se de maneira praticamente uniforme pelo

modelo, sendo que no canto reentrante se obtém valores superiores como era de se
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esperar, indicando que um posssivel prosseguimento na auto-adaptagao refinaria mais
aquela regiao.

Os graficos dos tempos computacionais sao mostrados nas figuras 6.42 e 6.45.
Obtiveram-se tempos um pouco superiores para os elementos lineares que o exemplo 1,
porque para cada regiao é montada uma arvore diferente para geracao da malha. Mesmo
assim, isso nao acarreta em tempos muito mais elevados na auto-adaptacao, como se
pode notar para os elementos quadraticos, por exemplo, em que se obteve tempos nao
muito superiores.

Este exemplo é importante também porque demonstra que a técnica de gerar
uma arvore para cada regiao pode ser usada para fazer um refinamento local e nao
necessariamente se refazer a malha inteira como se faz atualmente, apesar disto nao
acarretar em um tempo muito maior de geracao e provavelmente assegurar uma transicao

melhor na nova malha.
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Figura 6.38: Exemplo 4 com T3: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).
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Figura 6.39: Exemplo 4 com T6: malha inicial (a), malhas seguintes (b-c).
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Figura 6.40: Taxa de convergéncia do exemplo 4 para T3.
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Figura 6.41: Indice de efetividade do exemplo 4 para T3.
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Figura 6.42: Tempo computacional do exemplo 4 para T3.
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Placa com Furo com Dois Materiais
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Figura 6.43: Taxa de convergéncia do exemplo 4 para T6.
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Figura 6.44: Indice de efetividade do exemplo 4 para T6.
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Figura 6.45: Tempo computacional do exemplo 4 para T6.
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Figura 6.46: Norma de energia para o erro na tultima malha do exemplo 4 para o
T3.
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Figura 6.47: Norma de energia para o erro na ultima malha do exemplo 4 para o
T6.
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6.2.9 Ezemplo 5 - Placa Complexa com Vdrios Furos

O quinto exemplo é a andlise de uma placa sob um carregamento lateral unitario como
mostrado na figura 6.48. Para a andlise, é assumido estado plano de deformagao com

v = 03eE = 10°.

200 100 150

al
1
—

)
‘100

‘ 350

250

100

T T I T IV
350

Figura 6.48: Placa complexa com varios furos.

Este exemplo foi incluido para demonstar a eficicia da estratégia para problemas
de geometria complexa, com varios furos. Este exemplo sé foi analisado para elementos
quadréticos, com o mdximo erro relativo permitido de 5%. Foram necessarios dois passos
de auto-adaptacgao para se atingir este erro, sendo a andlise levada um passo adiante para
se verificar o comportamento posterior ao atingir esse erro, e parou na malha seguinte
onde se obteve um erro para 77 de 1.91%. A figura 6.49 mostra as malhas obtidas neste
processo. Como nao se conhece a solugao analitica para a energia de deformacao da
placa, plotou-se apenas o grafico de  por graus de liberdade para o modelo, para se
verificar a convergéncia do mesmo (figura 6.50).

Baehmann (1989) analisou exemplo semelhante, e ap6s quatro passos de auto-
adaptacdo, atingiu em torno de 2% de erro. Vale ressaltar que nao se conhece as
dimensoes da placa no seu trabalho, mas somente a forma da geometria que aqui foi
reproduzida, prejudicando um pouco a comparacao dos resultados feitos. O tempo
computacional é mostrado na figura 6.51, onde se verifica que mesmo para este problema,

complexo, foram atingidos tempos bem rapidos para a auto-adaptacao.
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Figura 6.49: Exemplo 5 com T6: malha inicial (a), malhas seguinte (b-d).

96



Placa com Varios Furos

10

5% erro

- |

500 1,000 2,000 3,000 5,000
Graus de Liberdade

Figura 6.50: Taxa de convergéncia do exemplo 5 para T6.
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Figura 6.51: Tempo computacional do exemplo 5 para T6.
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Conclusao

Este trabalho descreve um ambiente computacional grafico interativo para andlise in-
tegrada e auto-adaptativa de modelos bidimensionais de elementos finitos, com aplicagao
em problemas estruturais e mecanicos. O sistema é integrado porque envolve um mo-
delador geométrico para criar a geometria do modelo, um pré-processador para geracao
da malha e aplicagao de atributos, um médulo de andlise para avaliar a solucao do
modelo e um pods-processador para vizualizagao dos resultados. O sistema integrado é
auto-adaptativo porque, além de envolver todos esses conceitos, também tem a capaci-
dade de, feita a criacao do modelo com uma malha inicial e seus atributos, decidir onde
refinar a malha, refazer a andlise e repetir o procedimento até que um critério de con-
vergéncia pré-estipulado seja atingido. A estratégia proposta envolve muito mais que
simplesmente uma técnica de geragao auto-adaptativa de malhas: também é considerada
a maneira como o sistema gerencia o processo auto-adaptativo como um todo e como
ele redistribui os atributos fisicos e geométricos do modelo na nova malha criada. Além
disso, a estratégia de auto-adaptacao proposta é confidvel, robusta e suficientemente
rapida para possibilitar uma simulacao interativa de problemas praticos de engenharia.
Acredita-se que este trabalho é um passo decisivo na direcao de uma estratégia de

automacao real em modelagem por elementos finitos.

7.1 Principais Contribuicdes

Tem-se pesquisado e proposto na literatura varias técnicas de auto-adaptacao de ma-
lhas com caracteristicas de robustez, rapidez e confiabilidade. A técnica de Enumeracao
Espacial Recursiva, através do uso de drvores quaterndrias (quadtree) para modelos bidi-
mensionais, se mostra como uma opc¢ao capaz de atender esses requisitos. Entretanto,
o seu uso na forma original, como proposto em alguns trabalhos, muitas vezes gera
malhas com elementos de forma ruim perto das fronteiras do modelo, ja que a dis-
cretizacao das curvas do contorno é definida pela atuacao da quadtree utilizada para

discretizar o dominio. Dentro desse escopo, a principal contribuicao deste trabalho é
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uma estratégia de refinamento regular das curvas de fronteira, e entre regioes de mate-
riais distintos, independente da discretizacao do dominio. O algoritmo de geracao da
malha no dominio parte da discretizacao do contorno e se conforma com esse refina-
mento. Tanto o refinamento do contorno como o do dominio sao baseados na técnica
de enumeragao espacial recursiva. A discretizacao do contorno envolve uma estrutura
de dados de arvore bindria (binary tree) e a geracdo da malha no dominio é baseda na
combinagao das técnicas de quadiree e triangulagao de Delaunay por contragao de con-
torno, utilizando as informacoes de adjacéncia existentes na quadtree para otimizagao do
algoritmo. O resultado desta estratégia é a manutencao das caracteristicas de robustez,
rapidez e confiabilidade da técnica de quadtree aliada a um refinamento regular e com
boa transicao da malha perto do contorno do modelo.

Além disso, criou-se uma plataforma que permite uma ficil expansao da es-
tratégia para outros tipos de andlise existentes. A disciplina de programacao orientada
a objetos usada neste trabalho se mostrou de fundamental importancia neste aspecto.
Ela permite a aplicacao da estratégia a problemas genéricos no que diz respeito, por
exemplo, ao tipo de elemento usado e ao tipo de geometria das curvas de contorno.

Foi desenvolvido também um sistema grafico integrado, baseado em uma es-
tratégia de janelas miltiplas, para analise e visualizacao de resultados. A plataforma
utilizada (o sistema grafico GKS/puc e o sistema de interface IUP/LED) permite a
portabilidade do sistema para varios ambientes, como micro-computadores compativeis

com a linha IBM-PC e estagoes de trabalho Sun Sparcstation, IBM RS 6000.

7.2 Sugesties para Trabalhos Futuros

A estratégia proposta estd calcada na existéncia de uma malha inicial juntamente com
um arquivo de descricao de regioes, suas curvas e seus atributos. Este arquivo e a
malha do modelo sao gerados por um pré-processador existente (Mtool, 1992), mas
o sistema funciona de forma independente, ji que essa descricao é feita em formato
padrao estabelecido (arquivo neutro para a malha e arquivo de descri¢ao dos atributos).
Uma sugestao para trabalho futuro é a inclusao dos recursos de modelagem geométrica
do pré-processador no moédulo auto-adaptativo. Além disso, sugere-se a inclusao de
uma metodologia de especificagao de atributos configuravel pelo usudrio dentro desse
modulo, o que permitiria ao usuario definir ele préprio que atributos devem ser consi-

derados na andlise, que poderiam variar dependendo do problema em questao. Isso
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seria feito através do uso da linguagem Lua desenvolvida dentro do mesmo grupo de
pesquisa (Figueiredo et al., 1994). Tudo isso permitiria ao usudrio trabalhar em um
unico ambiente, o mdédulo auto-adaptativo, sem necessitar do uso do pré-processador (a
malha inicial também seria gerada dentro do médulo auto-adaptativo).

Outra sugestao é a expansao do sistema para abordar outros tipos de andlises,
nao somente a linear elastica, baseada no paradigma de programacao orientada a obje-
tos. Essa expansao viria de encontro a sugestao de implementacao de uma linguagem
formal orientada a objetos, para todo o sistema, incluindo os médulos de andlise e de
auto-adaptacao.

Verificou-se nesse trabalho que, apesar do estimador de erro utilizado apresentar
um baixo grau de precisao, a estratégia de auto-adaptacao proposta tende a compensar
isso pois as malhas geradas apresentam uma distribuicao uniforme do erro estimado.
Uma busca por estimadores mais eficientes ou a melhoria do estimador usado, como
por exemplo a implementacao de um processo super-convergente de recuperacao das
tensoes analiticas (Zienkiewicz, 1992a), e a consideragao do efeito de concentracao de
tensao pelo estimador, seriam interessantes pois uma estimativa de erro mais eficiente
geraria solucoes ainda mais eficazes.

Na estratégia de auto-adaptagao da malha dois aspectos sao relevantes e podem
ser melhorados. No uso da arvore binaria para o refinamento das fronteiras, deve-
se considerar o reconhecimento automadtico de caracteristicas (features) geométricas das
curvas para evitar em alguns casos um “desrefinamento” excessivo no bordo. Na geracao
da malha por quadtree, a fase de ajustes devido ao erro numérico dos elementos deve
ser feita nao apenas considerando cada elemento isoladamente, mas a influéncia de um
conjunto de elementos adjacentes a cada elemento, ja que o objetivo da malha “6tima”
é se obter uma malha com o erro igualmente distribuido entre todos os elementos da
malha do modelo. Ainda nesse algoritmo de geracao da malha por quadtree, sugere-se
sua complementacgao para geracao de malha também utilizando elementos quadrilaterais.

A estratégia proposta baseada no uso da quadtree permite a implementacao
de um refinamento localizado da malha, ao invés de gerar uma malha global a cada
passo. Sugere-se a implementacao dessa metodologia a fim de se avaliar o desempenho
do algoritmo e a qualidade da malha auto-adaptada com relacao ao enfoque atual.

Finalmente sugere-se a expansao da estratégia para aplicacao para problemas

tridimensionais, pelo uso de enumeracao espacial recursiva baseadas em octree.
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Apéndice A

Formato do arquivo de Descricao das Condicoes
de Contorno das Curvas e Atributos das Regioes

O arquivo de descri¢ao segue as seguintes convengoes:
region (:r)
line (:1)
polyline (:p)
arc (:a)
circle (:c)

bezier (:b)

A.1 Arquivo de Descrigdo

;r  nl ‘string region attribute’

1 nc orientation_1 id_1 . . . orientation_nc id_nc
2 nc orientation_1 id_1 . . . orientation_nc id_nc
nl nc orientation_1 id_1 . . . orientation_nc id_nc

(1 x1ylx2y2 ‘string curve attribute’
:p  n ‘string curve atribute’

x1 y1

x2 y2

XN yn
:a cx cy pxl pyl px2 py2 ‘string curve attribute’
cx cy px py ‘string curve attribute’

b px1 pyl cx1 cyl cx2 cy2 px2 py2 ‘string curve attribute’

nl = niimero de ciclos (loops) em uma regido, nc = niimero de curvas em um ciclo
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