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Resumo

O presente trabalho consiste em um pré-processador que apresenta um am-
biente grafico e interativo que seja propicio para geragéo de dados para analise de meios
eldsticos bidimensionais por elementos finitos.
A representacio dos dados, é baseada em um modelo geométrico completo da
estrutura que engloba dois importantes aspectos, a saber :
¢ Definicio completa e inequivoca da geometria que compreende a geometria pro-
priamente dita e sua topologia, isto é, as definigdes das relagGes entre as entidades
geométricas envolvidas.

¢ Defini¢io de todos os atributos fisicos referentes ao modelo geométrico, ou seja, ma-
terial, solicitagbes e condicdes de contorno (suportes).

Esta caracteristica do presente pré-processador ¢ fundalmentalmente diferente
do que é feito normalmente em outros programas, onde os atributos fisicos sfio definidos
nos elementos e nds de uma malha que € um mero artefato matemético. A vantagem do
enfoque deste trabalho é que todos estes atributos nfio precisam ser redefinidos quando
houver uma mudanga da malha.

A estrutura de dados utilizada confere ao pré-processador um modo eficiente
e organizado de armazenar e manipular fodas as informagbes inerentes aos modelos
gerados, chegando-se ao uso de Estruturas de Dados Topoldgicas.

Finalmente é abordada a utilizagho de uma técnica de geracéo de malhas usan-
do-se triangulagfio com pontos internos gerados com principios de quadiree. Esta técnica
se mostra eficiente e gera malhas de boa conformidade e é indicada quando se temn formas
geométricas complicadas ou se deseja o refinamento em algumas regies da malha, uma
vez que o algoritmo implementado tem a propriedade de discretizar mais as regioes que

sejam préximas & um contorno mais discretizado.



Abstract

This work involves the development of an interactive, computer graphics pro-
gram for generating bidimensional finite element models for elasticity problems.
This pre-processor is based on a complete geometric representation. In this con-
text, the notion of gcometry not only represents the mathematical forms that describes
individual curves that comprises an object but also includes the following aspects:
¢ Complete and unambiguous geometric description of the problem that involves a
combination of geometry and topology, i. e., the relationship information among the
individual geometric entities;

¢ Complete attribute information attached to the geometric model, i. e., material
properties, loads and restraints.

This characteristic is very different from the one adopted by other similar pro-
grams, in which attributes are usually attached directly to the nodes and elements of a
mesh. The greatest advantage of using this geometry based representation is that there
is no need to redefine the attributes when the mesh changes.

The topological data structure adopted in this system is very suited for this type
of interactive-graphics program. This is due to the efficient way this data representation
scheme stores and manipulates all model information.

Finally, it is implemented a technique for triangular mesh generation whose
inner points are generated by a recursive spatial decomposition approach. The gener-
ated meshes generally presents good well shaped elements, i. e., elements which are
reasonably good for the numerical analysis. This technique is recommended for com-

plex geometry objects or when it is desirable a higher degree of mesh refinement in a

specified region.
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INTRODUCAO

A utilizacdo de pré e pds-processadores gréficos tornou mais eficiente a analise
de estruturas pelo Método dos Elementos Finitos. Pelo processo convencional, sem
interface grafica, a definicao de um modelo a ser analisado, bem como a posterior inter-
pretagao dos resultados através de consulta de intmeras folhas de listagens, consomem
a maior parte do tempo da analise.

A grande maioria dos pré-processadores existentes adota como representagéo
basica de dados do modelo a mesma representagao utilizada na andlise numérica, ou
seja, a propria discretizacio da estrutura. Entretanto, o emprego desta filosofia de
trabalho gera uma série de limitagdes e uma grande ineficiéncia quando da redefini¢do
de malhas ou atributos referentes a estas.

Este trabalho propde um pré-processador gréfico que tem a representagdo dos
dados baseada em um modelo geométrico completo da estrutura. Como resultado,
obtém-se de uma. forma eficiente, padronizada e natural a malha de elementos finitos a
ser analisada.

Entenda-se aqui por modelo geométrico completo néo sé o modelo concebido
geometricamente (formado por curvas que limitam a estrutura como um todo), como
também mais dois importantes aspectos, a saber :

o Definicdo completa e inequivoca da geometria, que compreende a geometria propria-
mente dita e a sua topologia, isto é, as definigbes das relacdes entre as entidades
geométricas envolvidas. _

¢ Definicio de todos os atributos fisicos referentes ao modelo geométrico, ou seja, ma-

terial, solicitagbes e condigbes de contorno (suportes).

1.1 Escopo e Objetivos

Este trabalho compode, com o trabalho de Guimardes {1992), um sistema inte-
grado para problemas de elasticidade plana. O sistema € integrado na medida em que as
diversas etapas de simulagio — modelagem (pré-processamento}, andlise numérica. (pro-

cessamento) e visualizagio dos resultados (pds-processamento) — se comunicam dentro
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de uma iinica interface, de forma transparente para o usudrio. Um dos principais ob-
jetivos deste sistema integrado ¢ o ensino de modelagem pelo Método dos Elementos
Finitos.

O objetivo principal deste trabalho, dentro deste sistema integrado, ¢ desenvol-
ver um ambiente grifico e interativo que seja propicio para geracio de dados para andlise
de meios elésticos bidimensionais por elementos finitos. A presente implementagéo gera
modelos para anélise de estados planos, nfo existindo, porém, nenhuma limitagéo para
outros tipos de anélises planas, como por exemplo, a anélise de placas submefidas a
flexdo. |

Este pré-processador conta com um modelador geométrico onde, a partir da
construgdo de linhas (retas, circulos, arcos de circulo e curvas de bezier), as regites
criandas sdo identificadas automaticamente.

Com base no modelo geométrico, pode-se atribuir as regides criadas proprie-
dades fisicas dos materiais que formam o meio eldstico & ser analisado (isotrépico ou
ortotrépico). Pode-se também definir as solicitagbes externas atuantes, bem como as
condigdes de contorno do problema. As solicitagées e restrigoes sdo atribuidas, de uma
forma geral, as linhas do modelo geométrico.

Esta caracteristica do presente pré-processador ¢ fundalmentalmente diferente
do que é feito normalmente em outros programas, onde os atributos fisicos (material,
solicitagdes e suportes) sdo definidos nos elementos e nés de uma malha que é um mero
artefato matematico. A vantagem do enfoque deste trabalho é que todos estes atributos
fisicos nfo precisam ser redefinidos quando houver uma mudanga da malha. Entretanto,
como em alguns casos é desejdvel, este pré-processador é flexivel a ponto de permitir
carregamentos e restri¢bes nodais aplicados diretamente na malha gerada.

A geracao de malhas é feita através de um processo de decomposigéo hierdrquica
do dominio, iniciada por Martha (1987) e Campos (1991), e aprimorada neste trabalho.
Este processo propicia a utilizagio de técnicas de geragio de mathas de mapeamento
transfinito (Haber et. al., 1981; Gattass et. al., 1991}, triangulacio reguiar (Shaw , Pit-
chen, 1978) e triangulagdo utilizando principios de guadiree (Samet, 1984; Wawrzynek,
1991).

Ainda como objetivo deste trabalho pode-se destacar a preocupagdo de mini-
mizar o armazenamento da estrutura de dados utilizada. Utilizando o trabalho apre-
sentado por Campos {1991} como base, observou-se que se pode promover uma redugéo

do armazenamento da estrutura de dados sem perda de performance.

2



1.2 Histérico

A estrutura de dados convencional adotada em uma andlise numeérica de ele-
mentos finitos, baseada na incidéncia dos elementos em uma lista de nés (vértices), ndo
é muito adequada para um ambiente interativo, pois néio propicia rapidez e eficiéncia na
geracdo e manipulacio dos dados. As principais razdes disso s&o a imposigo de regides
com topologia fixa {o0s elementos), a inexisténcia da representagao explicita dos bordos
dos elementos e a falta de informacio de incidéncia dos nés na lista de elementos.

Sendo assim, buscou-se uma estrutura de dados que conferisse ao pré-proces-
sador um modo eficiente e organizado de armazenar e manipular todas as informagtes
inerentes aos modelos gerados, chegando-se ao uso de Estruturas de Dados Topologicas.

O uso deste tipo de estrutura de dados aplicada & anadlise de elementos finitos
é recente e relativamente pouco explorado. Experiéncias neste campo de aplicagdo
iniciaram em Cornell em 1985 (Wawrzynek, 1986; Wawrzynek, Ingraffea, 1987 a b} com
trabalhos para anilise de propagacéo de trincas, utilizando uma estrutura proposta por
Baumgart (1975), conhecida como winged-edge.

Qutros trabalhos utilizando estruturas de dados topoldgicas aplicadas a ele-
mentos finitos, com geragio automatica de malhas (sem intervengso do usudrio), foram
propostos e, em particular, os desenvolvidos em Rensselaer Polytechnic Institute e Ge-
neral Eletric (Shepard, 1985; Bachmann, et. al., 1987; Finnigan, et. al., 1989} merecem
ser mencionados.

A geraciio de malhas de elementos finitos (com interven¢éio do usudrio) utili-
zando uma decomposicao hierarquica do dominio a partir de um modelo geométrico foi
inicialmente desenvolvido por Martha (1989) e por Campos (1991). Estes trablahos uti-
lizaram estruturas de dados topoldgicas concebidas por Weiler (1985,1986) e por Martha
(1987).

Um outre trabalho do mesmo grupc de pesquisa da PUC-Rie, porém com
carater mais formal, foi desenvolvido por Cavalcanti (1992). Neste trabalho foi generali-
zada a idéia de utilizar estrutura de dados topolégicas para qualquer tipo de subdivisdo
espacial. Em duas dimensdes foi utilizada a estrutura half-edge concebida por Mantyla

(1988) € em trés dimensdes a estrutura radial-edge idealizada por Weiler (1988).



1.3 Organizag¢do do Trabalho

O processo de decomposigo hierdrquica do dominio para geragdo de malhas
é descrito no capitulo 2. Um problems genérico bidimensional a ser resolvido pelo
Método de Elementos Finitos também é apresentado. Séo vistos os dados necessarios
para analise numérica e como estes dados séo tratados pelo programa proposto. Para
um melhor entendimento de todo o processo de modelagem, sfo apresentadas as etapas
intermediarias que se fazem necessarias, até que se obtenha a malha de elementos finitos
propriamente dita.

No capitulo 3 é apresentada a estrutura de dados topoldgica adotada no pro-
grama. Sdo também abordados as entidades e os conceitos topoldgicos usados, bem como
as principais vantagens no uso deste tipo de estrutura de dados para representagéo dos
dados de elementos finitos. Por fim é apresentada de forma esquematica a organizagio
do sistema.

As ligagoes entre 0s trés modelos hierdrquicos e a definigao de todos os atributos
necessérios para anslise de um modelo de elementos finitos séo vistas no capitulo 4.
Entenda-se aqui atributos como sendo as propriedades dos materiais, restrigdes impostas
e carregamentos aplicados. Cada tipo de atributo é explicado com detalhe desde a sua
filosofia de funcionamento até a sua implementaco na estrutura de dados.

O capitulo 5 aborda a técnica de geracio de malhas usando-se triangulagéo com
pontos internos gerados, utilizando principios de quadiree {Samet, 1984; Wawrzynek,
1991). Esta técnica se mostra eficiente e gera malhas geralmente de boa conformidade,
embora o tempo de execugio ndo seja 6timo na presente implementagao. E indicada
a utilizacio desta técnica quando se tem formas geométricas complicadas, ou entao
muito recortadas, e se deseja o refinamento em algumas regides da malha, uma vez que
o algoritmo implementado tem a propriedade de discretizar mais as regides que sejam
préximas a um trecho do contorno mais discretizado.

No capitulo 6, sdo enumerados alguns exemplos genéricos de funcionamento do
pré-processador, e finalmente, no capitulo 7, séio apresentadas as conclusdes do presente

trabalho e sugestGes para trabalhos futuros.



DECOMPOSIGAO HIERARQUICA
PARA GERACAO DE MALHAS

O pré-processador desenvolvido neste trabalho adota como ambiente de modela-
gem uma representagao geométrica completa da estrutura, onde séo definidos atributos
{materiais, solicitagbes e suportes) e a partir da qual se obtém malhas de elementos
finitos para posterior andalise numérica.

Todo o processo executado até a obtengao da malha de elementos finitos ¢ feito
de forma natural e intuitiva, isto é, como se o engenheiro, a partir da estrutura ou meio
a ser analisado, langasse a malha no papel, passo a passo. Este processo é definido como
Decomposigao Hierdrquica do Dominio {Campos, 1991) e é descrito a seguir.

O processo se inicia pela decomposigao do modelo geométrico em regides. Cada
regido est4 associada a uma técnica de geragdo de malha. De um modo geral, o objetivo
desta decomposicio é o de adotar técnicas de mapeamento que geram malthas, geral-
mente, de melhor qualidade. A exploragio mais intensa destas técnicas de mapeamento
constitue a maior vantagem do processo de decomposigéo hierdrquica. Entretanto, como
nem sempre isto € possivel ou desejivel, a malha pode ser obtida também a partir do
uso de uma técnica de triangulagdo.

Uma vez determinadas todas as regides que constitiem o modelo geométrico,
faz-se uma subdiviséo do contorno destas regides. A subdivisio do contorno de uma
regido deve ser compativel com a técnica de geragio de malha objetivada para esta
regido. Além disso, é a partir desta subdivisio que serd determinado o grau de refina-
mento da malha a ser gerada.

Finalmente, apés a discretizacdo de todas as regides do modelo, escolhe-se a
melhor técnica de geragio que se adapta a cada regifo e, apds gerar a malha para cada
regifo independentemente, se obtém a malha completa do modelo de elementos finitos

a ser analisado numericamente.



2.1 Modelos Hierdrquicos

O ambiente computacional idealizado para geragio de malhas é tal que, até a
definicio da malha de elementos finitos propriamente dita, uma série de etapsas e tarefas
bem definidas sao efetuadas, resultando em uma plataforma de trabalho didatica e

amigéavel.

Este objetivo foi alcangado ao se desenvolver trés modelos hierdrquicos inde-
pendentes, responséveis por uma série de procedimentos especificos 1o processo, sendo
que, no entanto, cada modelo é limitado geométrica e topologicamente por modelos

hierarquicamente superiores.

No trabalho definido por Campos (1991), a decomposicio era feita por quatro
modelos {Geometria, Sub-regigo, Subdiviséo e Malha). Neste trabalho, para minimizar
o armazenamento da estrutura de dados utilizada (ponto critico do uso deste tipo de
estrutura), concentraram-se as informagdes do modelo da subdiviséo, responsével pela
discretizacao do contorno das regides, no modelo da sub-regido. Entretanto, na presente
implementacio, o modelo da subdivisdo foi mantido na interface do sistema, pois esta

distin¢ao auxilia na interagiio com o usuario.
Os modelos utilizados (Figura 2.1) podem ser definidos da seguinte forma:

o Geometria: modelo que é superior na hierarquia sendo tesponsivel pela definigho
geométrica da estrutura, A definigiio da geometria é feita com o auxilio de um mode-
lador geométrico bidimensional que pode gerar linhas retas, curvas e circulares. Com
base nas regides automaticamente criadas, pode-se definir os tipos de materiais que

constituem a estrutura a ser analisada, bem como a presenga de furos nesta.

s Sub-regifio: modelo que herda toda a defini¢iio geométrica e é responsivel pela decom-
posicao em sub-regides e posterior discretizagio dos contornos destas regides, de modo
a possibilitar o uso dos diversos algoritmos de geragdo de mathas, principalmente os
algoritmos de mapeamento transfinito. K interessante notar que para cada regifio de-
finida nesta etapa pode-se gerar uma malha de elementos finitos independentemente

das outras.

o Malha: modelo que kerde todas as regioes subdivididas do modelo anterior e ¢ res-
ponsével pela geragio de malha de elementos finitos a ser analisada. Todos os elemen-

tos gerados herdam as propriedades dos materiais definidas no modelo da geometria.
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Modelo da Geometria

Modeto da Sub-regiao

Modelo da Malha

Figura 2.1: Hierarquia dos modelos topoldgicos.

Dois fatos devem ser observados quando da defini¢io destes modelos. Primetro,
a discretizaciio dos contornos das regides antes da geragio da malha garante que trechos
de malha de duas regides adjacentes sejam compativeis. Segundo, as condigbes de
contorno (restrigdes) e carregamentos podem ser aplicados no modelo da geometria,
bem como no modelo da malha, onde os nés da malha herdam as definigbes feitas na

geometria.

2.2 Definicdo de um Problema a Ser Resolvido por E. F.

Define-se agora um problema fisico a ser estudado com o intuito de exemplificar
os modelos hierdrquicos definidos anteriormente. O meio bidimensional a ser anali-
sado é uma chapa retangular, composta por dois tipos de materiais diferentes, com um
orificio central, submetida a um carregamento uniforme de compressio nas extremi-
dades. Apresenta-se o modelo geométrico {Figura 2.2) e duas variagdes do modelo da
sub-regido (Figura 2.3) com diferentes malhas geradas.

A partir dos dois modelos da sub-regido gerados anteriormente efetuou-se a
discretizagio do contorno conforme mostrado na Figura 2.4. Por motivos didéticos é
mostrada a subdivisfio dos contornos das regides em um modelo separado do modelo da
sub-regido. Pode-se discretizar o contorno das sub-regiGes em um niimero qualquer de
subdivisdes, podendo-se definir uma razéo entre o primeiro e o tltimo segmento destas
subdivisdes e ainda definir uma subdivisfio para geragio de elementos quadréticos ou

lineares.
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Figura 2.2: Defini¢gao do modelo geométrico.
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Figura 2.3: Defini¢do de dois modelos para sub-regidgo. No modelo da esquerda
sdo criadas 4 regides e no modelo da direita 6 regices.

Pode-se gerar malhas com quatro tipos de elementos: T3 e Q4 (elementos li-
neares com trés e quatro nds respectivamente) e T6 e Q8 (elementos quadraticos com
seis e oito nds respectivamente), utilizando-se para tal os seguintes algoritmos (Figuras
2.5 e 2.6). mapeamento bilinear, mapeamento bilinear degenerado, mapeamento trili-
near (Haber, et. al., 1981; Gattass, et. al., 1991), tecelagem triangular com geragao
de pontos regulares (Shaw, Pitchen, 1978) e tecelagem triangular com pontos internos

serados por um procedimento do tipo quadiree (Samet, 1984; Wawrzynek, 1991).
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Figura 2.4: Modelos da subdivisdo com o n2 de subdivisdes indicado, razéo 1:1 e

linear.

AV

TranalstionX

TrarwlationY

Trarmlat ionZ

PFotation X

Rotation ¥

Rotation I

| Resatvoe Rewt.

Select the degreels} of freedow to

restrain, Then hit ESC t8 owtinge,

S
‘\
o
T
a.na&lvlu\

Figura 2.5: Malba de elementos finitos para o 12 modelo (elementos T3 na parte
superior € (34 na parte inferior gerados com mapeamento bilinear).

Analisando-se as malhas de elementos finitos geradas nas Figuras 2.5 e 2.6

conclui-ge que :

¢ Todos os elementos herdam as propriedades dos materiais definidas no modelo geo-

métrico;

¢ Os nés herdam os carregamentos aplicados nas arestas do modelo geométrico;

e Os nds da malha foram restringidos para evitar hipostaticidade da estrutura (im-

pedimento do movimento de corpo rigido}, uma vez que o carregamento aplicado ¢

auto-equilibrado.




Trarmlation¥

Tranelstiony

TranelationZ
Rotstion X
Pertation ¥

Rotetion Z
Fewove Rent.

Select the degrwe(s} of freedom to D:L[‘i.

reatrain. Than hit FSC to contlooe, Gery Srg Sdv Heh RETURN

Figura 2.6: Malha de elementos finitos (T3) com utilizagdo de mapeamento bili-
near e trilinear.

2.3 Extracio de Dados para Andlise Numérica

Ao se definir a malha de elementos finitos {tal como apresentado nas Figuras 2.5
e 2.6), a extragéio de dados para analise numérica do problema ¢ feita automaticamente.
Na presente verséo, encontram-se disponiveis saidas para Arguivo Neuiro (arquivo de-
senvolvido na PUC-Rio para comunicagdo de programas de pré, pds e processamento
de elementos finitos), arquivo para o programa FRANC (Wawrzynek, 1986) (programa
para anélise de meios bidimensionais fraturados da Universidade de Cornell) e arquivo
para o programa SA P90 (Wilson, Habibullaw, 1988).
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3

REPRESENTACAO DE MODELOS ATRAVES DE
ESTRUTURAS DE DADOS TOPOLOGICAS

No contexto da modelagem geométrica, a topologia trata de modo eficiente as
relagdes de adjacéncia entre as entidades geométricas envolvidas, ou seja, faces, arestas
e vértices. Na aplicacio a elementos finitos, estas entidades sfo identificadas com os
elementos, os seus lados e os nds, respectivamente.

Neste capitulo sfo apresentados alguns conceitos bésicos de topologia de ad-
jacéncia, as principais vantagens na sua utiliza¢io e o modo de organizar e manipular as
informacoes topoldgicas. O principal objetivo deste capitulo é mostrar como a topologia
pode servir como uma poderosa ferramenta para a representac¢io e gerenciamento de
modelos planos em geral, e em particular, na drea de elementos finitos, principalmente
dentro do contexto da decomposigio hierdrquica do dominio para geragdo de malhas

descrita no capitulo anterior.

3.1 Relagbes de Adjacéncia

O funcionamento de um pré-processador de elementos finitos engloba uma série
de operagbes de manipulacio e de consulta na estrutura de dados. Estas operagoes
podem ser: qual a incidéncia de um determinado elemento, quais os elementos contidos
numa determinada area para aplicagfio de um carregamento distribuido, qual o elemento
adjacente por um bordo a um outro elemento, e assim por diante. Todas estas operagdes
se baseiam principalmente na pesquisa das relagdes de adjacéncia entre faces {elemen-
tos), arestas {bordos dos elementos) e vértices {nés). Estas relagoes sfo exemplificadas
com o auxilio da Figura 3.1. Podem ser notadas algumas relagoes nesta figura, dentre
elas

- F, e F3 sfio faces adjacentes ao vértice Vy;
- Ej3, E4, Eg e E), siio as arestas adjacentes ao vértice Vi;
- E3, E5, Ey e Eg séo as arestas que formam a face Fj.
De um modo geral, existem nove relages de adjacéncia entre faces, arestas e

vértices que podem ser vistas na Figura 3.2, exemplificadas para um cubo. Conforme é
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mostrado neste capitulo, todas estas relagtes sao obtidas com rapidez quando se utiliza
Estruturas de Dados Topologicas. Este fato ¢ fundamental para a implementacio de

um programa grafico e interativo como o proposto e desenvolvido neste trabalho.

v, Eg A E, v,
E, F, E, | 08 E,
v E, : E, .

E F, E, F, E,
¢ E, 1 E 2

Figura 3.1: Relagdes de adjacéncia.

i

Vértice X Vertices Adjacentes Aresta X Vertices Adjacentes Face X Vertices Adjacentes
Vertica X Arestas Adjacentes Aresta X Arestas Adjacentes Face X Arestas Adjacentes

Vértice X Faces Adjacentes Aresta X Faces Adjacentes Face X Faces Adjacentes

Figura 3.2: As nove relagoes de adjacéncia entre faces, arestas e vértices (Weiler,

1985).
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3.2 Estruturas de Dados Topoldgicas e Subdivisdo Planar

Uma estrutura de dados topolégica é um modelo esquemadtico utilizado, junta-
mente com informacdes geométricas, para representacio da fronteira de um sdlido. Um
sélido pode ser inequivocamente representado descrevendo-se sua superficie topologica-
mente orientada, de forma que sempre é possivel dizer, em qualquer ponto da superficie,
em que lado o interior do sélido esta situado (Mantyla, 1988; Hoffmann, 1989).

A superficie de um solido poliédrico é uma variedade topoldgica de dimensao
dois (2-mentfold). Neste tipo de topologia, cada ponto sobre a superficie apresenta
uma, vizinhanga local topologicamente bidimensional. Deste modo, formalmente pode-
se afirmar que cada ponto sobre a superficie de um sdlido tem uma vizinhanga que
¢ topologicamente equivalente a um disco aberto (Mantyla, 1988). Em outras pala-
vras, para cada ponto sobre a superficie é possivel encontrar uma regido local que é
bidimensional (no sentido topoldgico).

A validade de sélidos 2- mamfold pode ser verificada usando conceitos de topo-
logia algébrica (Mantyla, 1988; Hoffmann, 1989). Um dos mecanismos utilizados para
esta, validacdo é baseado na analogia existente enire a representagdo do contorno {o-
polégico de um sélido e o seu modelo planear, ou grafo planar. Um exemplo de um grafo

planar pode ser visto na Figura 3.3.

Py

Figura 3.3: Um tetraedro e sua representagio por um modelo planar.

O mapeamento entre grafos e a descrigdo do contorno topoldgico é conveniente,
uma vez que permite usar os conceitos tedricos de grafos para descrever e manipular as
representacoes topolégicas. Entretanto, foge do escopo deste trabaiho um estudo sobre
este mecanismo de valida¢do topoldgica. As duas referéncias supracitadas abordam o

assunto de forma completa.
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Existem casos, entretanto, em que a subdivisfo planar é o préprio objeto de
interesse. A idéia bésica para representar subdivistes planares é operar tanto com a
geometria quanto com a topologia da subdivisfio. A descri¢gio geométrica esté relacio-
nada com a locagio real dos objetos geométricos: coordenadas dos pontos, equagdes das
curvas e assim por diante. A descrigho topoldgica é combinatdria por natureza e encara
a subdivisio planar como uma hierarquia de elementos topoldgicos: faces, arestas e
vértices.

Cada regido da subdivisdo determina uma face. A fronteira comum entre duas
faces adjacentes é formada por arestas, que por sua vez sdo delimitadas por vértices. A
Figura 3.4 mostra uma subdivisio planar e os seus elementos fopolégicos. Analisando-se
a Figura 3.4, nota-se que a regifio externa também é considerada como sendo uma face.
Observa-se ainda que subdivisdes planares estio associados a casos especiais de sélidos
2-manifold sem cavidades ou furos, uma vez que a incidéncia da estrutura da superficie
2-manifold é identificada com o espago bidimensional. Assim, numa subdivisao planar,
sempre existe uma face externa topologicamente infinita (face Fy da Figura 3.4) que

delimita a incidéncia da estrutura.

T

Ve

Figura 3.4: Subdivisio planar e elementos topoldgicos.

A consequéncia dessas consideractes é que as ferramentas desenvolvidas para
representacio da fronteira de um sélido 2-manifold podem ser utilizadas para representar
subdivisoes planares (Cavalcanti, 1992).

Em particular, pode-se citar a férmula de Euler-Poincaré, que descreve as
relacoes entre o nimero de entidades topolégicas envolvidas na superficie de um po-
liedro (valida tanto para um sélido sem cavidades ou furos, como para faces com uma
unica fronteira} - Equagéio 3.1. Nesta equagfo, V, E e F s80 os nimeros de vertices, ares-

tas e faces, respectivamente. A partir da equagdo 3.1 pode-se verificar a fidedignidade
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da representaciio de fronteira de um sélido ou de uma subdiviséo planar. E também a
partir dela que surgiram os Operadores de Euler (Baumgart, 1975), que tém por fina-
lidade manipular a topologia de forma. sistematica e incremental, sempre mantendo a

consisténcia da estrutura de dados.
V+F=E+2 (3.1)

A filosofia basica do uso destes operadores é desenvolver uma forma simples de
construgic de grafos sem aprofundar-se em detalhes que envolvem a implementagao da
estrutura de dados que armazena a informagéo topolédgica. Desta forma, os operadores
realizam as operages auténomas que garantem que os grafos resultantes satisfacam a

Equacéio 3.1. Na Figura 3.5 sfo mostrados alguns desses operadores.

Cria Face @ Vertice
0O = .

Efimina Face o Vértice

Cria Aresta e Ve'tice

Elimina Aresta 8 Veriice

Cria Face e Aresia

Elimina Face e Aresta

Divide Aresta, Cria Vertice
" Une Aresta, Elimina Vértice |

Divide Vériice, Cria Aresta

Une Vertice, Elimina Aresta

Figura 3.5: Operadores de Euler (Wawrzynek, Ingraffea, 1987 b).
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3.3 Caracteristicas e Vantagens de Estruturas de Dados Topoldgicas

A elaboragdo de uma estrutura de dados que possa armazenar grafos relaciona-
dos com a topologia leva em consideragéio trés importantes aspectos, a saber :
¢ Suficiéncia: tornar sempre possivel a recriagiio das relagbes de adjacéncia entre as
entidades topoldgicas envolvidas (faces, arestas e vértices) sem que haja erro ou am-
bigitidade.
e Rapidez: elaborar algoritmos eficientes para obtengéo das relagbes de adjacéncias e
manipulacio dos dados através dos operadores de Euler.
¢ Armazenamento: armazenar somente o necessario, eliminando-se a0 maximo as re-
dundéncias.
Entretanto, os dois tiltimos {tens representam o grande dualismo na elaboragéo
de uma estrutura de dados - Rapidez x Armazenamento. Um trabalho detalhado e
elaborado por Woo (1985), demonstra que a relagio entre a rapidez e o armazenamento
pode ser disposta num grafico como apresentado na Figura 3.6. Woo concluiu gue uma
estrutura de dados ideal corresponderia a um ponto na curva, o mais préximo possivel

da origem dos eixos.

Tempo

Armazsnamento

Figura 3.6: Relagéo entre Rapidez e Armazenamento (Woo, 1985).

Dentro deste contexto, as vantagens que podem ser destacadas quando do uso
de estruturas de dados topologicas sao:
» Capacidade de alterar apenas localmente a estrutura de dados, garantindo sua inte-
gridade global;
¢ Rapidez nas consultas e manipulagdes dos dados, préprias para programas interati-
vos. Mudangas na topologia sao feitas facil e rapidamente, provocando mudangas

localizadas na topologia existente;
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Minimizagdo da complexidade na implementacio da estrutura de dados devido a
diversos niveis de operadores, conferindo ao programa simplicidade e flexibilidade
para implementa¢io de novos procedimentos;

Manutencio da consisténcia da representacio dos dados em todas as fases da mode-
lagem. Como a estrutura de dados é provida dos Operadores de Euler, fica garantida
a consisténcia topolégica do modelo validada pela férmula de Euler-Poincaré;
Separagcao entre as informagdes topoldgicas e geométricas, minimizando os problemas
geométricos decorrentes de uma aritmética de ponto flutuante. Na presente imple-
mentacdo, a geometria é vista como um atributo das entidades to'polégicas. Como
exemplo deste fato, pode-se destacar as coordenadas de um vértice, que séo armaze-
nadas como sendo um atributo deste vértice. Sendo assim, pode-se modificar comple-
tamente um modelo geométrico manipulando-se as coordenadas de um vértice, sem
no entanto modificar a topologia.

Dentro do contexto da decomposi¢fo hierdrquica do dominio para geragio de

malhas de elementos finitos pode-se acrescentar as seguintes vantagens:

Criagéio e reconhecimento automatico de uma regifio, pela simples inclusdo de linhas
que delimitam o contorno desta, ¢ que s#o facilmente grupadas pela estrutura de
dados;

Representacéo de regides com topologia arbitraria;

Obtengéio simples e eficiente dos dados necessérios para um algoritmo de geragéo de
malhas, devido 3 existéncia de fun¢ées ligadas & estrutura de dados, que percorrem o
contorno da regido de interesse e obtém todas as informagdes necessérias para estes
algoritmos;

Facilidade de implementagao de diversos algoritmos de geragio de malhas devido &

modularidade dos operadores.

3.4 Estruturas de Dados Topolégicas Baseadas em Arestas

Dentre as estruturas de dados topoldgicas, as estruturas baseadas em arestas

séio suficientes ¢ possuem um bom comportamento tanto quanto a rapidez como ao

armazenamento. Seguindo-se o raciocinio desenvolvido por Woo (1985) pode-se chegar

3 concluséo que estas estruturas tém uma localizagao ideal dentro da curva apresentada

na Figura 3.6. Isto porque o nmero de entidades geométricas adjacentes a uma aresta

é limitado, caracteristica importante das arestas no caso 2-manifeld.
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Esta caracteristica se torna importante ao se implementar este tipo de estrutura
em computadores. De modo a exemplificar o que foi exposto, analisando a Figura 3.7,
conclui-se o seguinte sobre a aresta (e1):
¢ sempre possui duas faces adjacentes — f1 e fa — (que podem ser idénticas);
® sempre possui no méximo quatro arestas adjacentes — es, e3, €4 ¢ €5 — {entenda-se
como aresta adjacente aquela que compartilha um vértice e uma face com a aresta
em questdo);

¢ sempre possui dois vértices adjacentes — v; € v2 — {que podem ser idénticos).

Figura 3.7: Entidades topoldgicas adjacentes a uma aresta.

As principais estruturas de dados baseadas em arestas s3o:
s “Arestas aladas” (winged-edge), concebida por Baumgart (1975);
¢ “Arestas aladas modificadas” (modified winged-edge), introduzida por Weiler (1985);
o “Semi-aresta” (half-edge), idealizada por Mantyld (1988), ou “Face-aresta” (face-
edge), por Weiler (1986}, que séo conceitualmente idénticas.
A estrutura de dados utilizada neste irabalho é a “Face-aresta modificada”
(modified face-edge), que foi elaborada por Martha (1987), a partir da estrutura “Face-

aresta” (Weiler, 1985), e é vista com mais detalhes na proxima secdo.

3.5 Estrutura de Dados “Face-aresta modificada” - FEDm

Na presente se¢iio, é feita uma revisfo sucinta dos conceitos € da apresentagéo
da estrutura FEDm (Campos, 1991). Também é descrito o conceito de uso de uma
entidade topoldgica.

Esquematicamente, a estrutura FEDm pode ser vista como apresentado na
Figura 3.8, onde sdo armazenados seis tipos de entidades primérias e dois tipos de

entidades secundérias, que serfo explicadas a seguir.
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O conceito de uso de uma entidade topoldgica e suas vantagens devem ser
abordados antes que se prossiga na explicacdo das entidades topolégicas propriamente
ditas. A defini¢io de uso estd no préprio significado da palavra, ou seja, o uso de uma
entidade topoldgica por outra entidade topoldgica. A idéia bésica estd em relacionar
primeiramente os usos das entidades e, desta forma, relacionar indiretamente as enti-
dades topolégicas propriamente ditas. Um exemplo do conceito de uso pode ser dado
quando se tem uma aresta que divide duas faces. Neste caso, esta aresta tem dois usos,

cada um em relagio a cada face que a aresta divide,

Modelo
] ]
Casca R Arestas —_—
1 Lista duplaments encadaada
JL de todas ae arestas do modeio, %
—-— E «—- Llsta duptemente sncadeada - Veiticea |
— ace —* datodas as faces do modelo.
} Lista duplements encadeacia de
todos 08 vériices do modelo.
1
Liste duplamenie ancadeada de
-— R | -—
J—— Ciolo — lodos 0B ciclos em cada face.
1
— —  Lists db arestas-use nos sentidos
—| Arestauso — hordrio @ ant-boraro de cada icio,
3
. fr— [
- Vdrtice-uso . Variice-usa inlcial de cada areste-uso.

Figura 3.8: Representagiio esquematica das entidades topolégicas da FEDm.

Desta forma, tem-se como defini¢éo as entidades primarias e secundarias { usos):
s Modelo: ndo representa uma entidade topoldgica propriamente dita, mas sim, toda a
estrutura.
e Casca: no caso bidimensional, a superficie em que serd feita a modelagem.
o Face: parcela da casca limitada por arestas e vértices. Toda a face externa & regido
modelada recebe o nome de face livre ¢ é identificada & parte de todas as outras faces.
¢ Ciclo: bordo continuo e orientado de uma face, formado de arestas-uso e vértices-uso.

Ao se analisar a Figura 3.9, podem-se observar os seguintes detalhes:
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Uma face possui somente um ciclo externo e pode ou néo possuir um ou mais ciclos
internos.

. Ciclos séo orientados de um modo consistente: na presente implementagéo todos os
ciclos externos sao orientados no sentido hordrio (cicloy e ciclog) e todos os ciclos
internos sao orientados no sentido anti-horario (cicloz e cicloy).

. A face livre s6 possui ciclos internos, orientados no sentido anti-horario.

Aresta-uso: um dos segmentos orientados que definem um ciclo e representam o uso
de uma aresta neste ciclo (ver Figura 3.10).

Vértice-uso: uso de um vértice por uma aresta-uso (ver Figura 3.10).

Aresta: segmento que limita duas faces.

Vértice: no caso bidimensional, um ponto sobre o plano da casca, ou, no caso geral,

entidades que limitam as arestas.

Ciclo,

Face Livre
Figura 3.9: Faces e ciclos.
“'
ddol. &
e - aresta
o v, v, verices
dolo | eu, eu, - aresta-usos

VU VU VU VU - vertices-usos

b

-
~ g
LAY [ LB
Cloka |
b ——= | =—— | — (CiraRode arestas-uso)
. ) §i  Fmme——
vu, v w,

Figura 3.10: Aresta-uso e vértice-uso.
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3.6 Organizagio do Sistema

A organizagéo do sistema é apresentada esquematicamente na Figura 3.11, e
pode ser adotada em qualquer sistema baseado numa subdivisao planar.

No nivel mais baixo desta representaciio encontra-se a base de dados, que é
composta pela Estrutura de Dados Topoldgica e pelos atributos de cada entidade. O
acesso &s informagdes topolégicas contidas na base de dados é feito via Operadores de
Euler e Fungées de Procura e Consulta.

Em um nivel mais elevado, encontram-se as fungdes que estéo relacionadas com
os aspectos geométricos da subdivisfio, como por exemplo verificar se um dado ponto

estd contido numa determinada regido.

Interface com o usuaio

3

Oparadotes [ntsrmedidrios

COparadores Geomdtricos
i 1
Oporadotas Fungoes de
de procira &
Euier consuka
Base ds Dados

Figura 3.11: Organizagio do sistema.

A interface com o usudrio dependerd da aplicaciic em questdo. Entretanto, sob

o enfoque da subdivis@o planar, todas as operagoes podem ser resumidas da seguinte
forma:

e Dada uma aresta (definida por sua descrigio geométrica), verificar se esta pode ser

inserida na estrutura de dados, sem causar inconsisténcia topoldgica ou geométrica,

e inseri-la em caso afirmativo;
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s Dada uma aresta para ser eliminada da estrutura de dados, eliminar a aresta pro-
cessando todas as mudangas necessérias de modo a tornar consistente a estrutura de
dados.

O papel dos operadores intermedidrios é executar as operagdes supracitadas,
traduzindo todas as informacdes necessarias para os Operadores Geométricos e os Ope-
radores de Euler. Essencialmente, uma nova aresta sé pode ser inserida nos modelos, se
esta estiver completamente contida por uma face. Desta forma, uma série de testes to-
poldgicos e geométricos séo desenvolvidos para verificagio desta condigio bésica. Uma

vez que esta condigio seja verificada, os Operadores de Euler inserem a nova aresta na

base de dados.
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HIERARQUIA E ATRIBUTOS

No capitulo 2 foi visto que, a partir da utilizagio de trés modelos hierdrquicos -
Geometria, Sub-regifio e Malha — obtem-se malhas de elementos finitos completas (coor-
denadas, incidéncias, propriedades dos materiais, condigoes de contorno e solicitages)
para posterior andlise numérica. Cada modelo hierdrquico é representado pela estrutura
de dados topoldgica FEDm que foi descrita sucintamente no capitulo anterior.

O objetivo deste capitulo é descrever as ligagdes existentes entre os trés niveis
{modelos) hierdrquicos e como séo definidos e aplicados os atributos as entidades to-

poldgicas de cada nivel.

4.1 Hierarquia

O funcionamento dos trés modelos hierdrquicos se dd de forma independente,
sendo que, no entanto, cada modelo é limitado pelos modelos hierarquicamente superio-
res. Desta forma, o gerenciamento do processo de decomposigao hierdrquica é controlado
pelos seguintes invariantes:

e Todas as entidades topoldgicas criadas em um nivel possuem uma instincia corres-
pondente em cada nivel hierarquicamente inferior;

¢ Nio se pode eliminar uma entidade topoldgica em um nivel se esta possuir uma
instancia em um nivel hierérquico superior;

¢ Quando uma entidade gerada em um nivel gera alguma inconsisténcia fopologica em
um nivel inferior, este é alterado (o mais localmente possivel) até que se atinja a
consisténcia.

Uma vez definidos os invariantes que regem os modelos hierdrquicos, define-se
agora as principais caracteristicas da comunicagéo entre os trés niveis hierdrquicos:

e A ligagiio hierdrquica se d4 somente entre as entidades topoldgicas que apresentam
algum significado fisico, isto é, faces, arestas e vértices. A utilizagio deste tipo de

ligagfo permite uma implementagfio mais clara e intuitiva;
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e As informacdes hierdrquicas referentes aos trés modelos sfo armazenadas nas 4reas
de atributos das entidades topoldgicas de interesse. Esta é uma caracteristica impor-
tante, uma vez que todo o controle e manipulagio da estrutura hierdrquica é feito

independentemente das operagdes sobre a estrutura de dados de cada modelo;

e S6 existe comunicagiio entre niveis hierdrquicos adjacentes, conforme representado
esquematicamente na Figura 4.1. Desta forma, a comunicaciio entre o modelo da
geometria e modelo da matha se dé via o modelo da sub-regifo. Esta caracteristica
torna o programa mais eficiente e modular, além de proporcionar maior simplicidade

. ~ . + -
na manipulagdo da estrutura hierdrquica.

Geometria

Sub-regido

Matha

Figura 4.1: Comunicacéo dos modelos hierdrquicos.

Com o intuito de elucidar as trés caracteristicas descritas acima, apresentam-se
trés figuras a seguir, que tém como objetivo exemplificar a comunicagdo entre os nivets
hierarquicos:

A Figura 4.2 mostra a determinagéo da propriedade fisica de um dado elemento
finito (por exemplo, f5). Observa-se que este elemento (uma face do modelo da malha)
estd contido na regifio Ry do modelo da geometria {esta regido também representa uma
face do modelo da geometria). Sendo assim, pode-se concluir que o elemento fs herda as
mesmas propriedades (P ) da regido R;. Esta heranga se d4 por intermédio do modelo

da sub-regifo, através da face f,rg, que contém a face f; e estd contida na regigo R;.
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Modelo da Geometlria

Figura 4.2: Ligacao hierdrquica entre faces dos modelos da Geometria e Malha.

A Figura 4.3 exemplifica a comunicagio entre as entidades de niveis hierarquicos
distintos, através de suas areas de atributos. Neste caso, foi criada uma aresta no modelo
da sub-regifo (e,,). Observa-se que esta aresta possui uma érea de atributos onde séo
definidos os ponteiros ! para as entidades topolégicas dos niveis imediata‘mente superior
e inferior. No caso de ey, existe um ponteiro ascendente para a face f,., no modelo

da geometria, e um ponteiro descendente para a aresta e,,s; no modelo da malha.

Modelo da Geomelria

Modelo da Malha /

Figura 4.3: Informacoes hierarquicas armazenadas na area de atributos das enti-
dades topologicas.

/ Quando diz-se que na drea de atributos sao definidos ponteiros para entidades topologicas
significa que h& uma correspondéncia de uma entidade topolégica em um determinado nivel com outra
entidade em um outro nivel. Daqui por diante o termo ponteiro serd usado por expressar de forma

concisa toda esta correpondéncia entre niveis.
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A Figura 4.4 exemplifica o impacto na criacdo de novos elementos em um de-
terminado nivel. E apresentada uma série de elementos topolégicos do modelo da sub-
regiao que tinham como ponteiros ascendentes a face f; da geometria. Porém, considere
o caso de se criar a face fnope (para atribuigdo de uma outra propriedade fisica ou espes-
sura, por exemplo). Verifica-se que as entidades topologicas que apontavam para a face
f1 agora apontam para a face frone. Esta mudanca se da de forma localizada na area
de atributos e s6 h4 mudanca dos ponteiros, conferindo, assim, eficiéncia e simplicidade

ao sistema.

Modelo da Geometria

O 4\

Antes Depois

Figura 4.4: Comunicagdo hierdrquica com os niveis adjacentes.

De modo a concluir o que foi até aqui apresentado em termos de hierarquia, cabe
caracterizar os tipos de ponteiros hierdrguicos. Basicamente, estes ponteiros podem ser
ascendentes ou descendentes e seus tipos dependem da entidade topoldgica a que se
referem. Por exemplo, na Figura 4.3, e,, possui um ponteiro ascendente para uma face
(f;e0) € um ponteiro descendente para uma aresta (emsh ).

Desta forma, chega-se & conclusio que os ponteiros descendentes sempre apon-
tam para o mesmo tipo de entidade que os possuem, ou seja, uma face na geometria
aponta para uma outra face na sub-regifio, e assim por diante. Os ponteiros ascenden-
tes, em contrapartida, podem apontar para outros tipos de entidades. Por exemplo, na
Figura 4.5, os vértices vy, vy € v3 do modelo da malha apontam para um vértice, uma
aresta, e uma face do modelo da sub-regido, respectivamente.

Sendo assim, definiram-se todos os tipos de ponteiros ascendentes na Figura

4.6. Pode-se ressaltar nesta figura que um elemento topolégico em um determinado
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nivel hierarquico s6 pode apontar para um outro elemento de mesmo tipo ou de um tipo
superior em um nivel hierarquicamente superior (estes tipos podem ser classificados na
seguinte ordem: vértice, aresta e face). Desta forma, uma aresta do modelo da malha

nunca podera ter como ponteiro ascendente um vértice da sub-regifio, por exemplo.

Modelo da Sub-regifio

Modelo da Malha

-5 1

Figura 4.5: Exemplo de tipos de ponteiros ascendentes.

Geometria Sub-regido Malha

Face Face Face
Face Face
)

Aresta Aresta Aresta
l Face I Face
| Aresta | | Aresta
]

Va'rtleo

i
i

UL
L

i

il

UL
I

I

Figura 4.6: Tipos de ponteiros ascendentes.
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4.2 Atributos

A jrea de atributos de cada entidade topoldgica armazena uma série de in-
formacoes que dependem do modelo hierdrquico ao qual a entidade pertence.

Nesta seciio é dada énfase aos atributos das faces e arestas do modelo da geo-
metria e dos vértices do modelo da malha, pois 0 armazenamento das informagcdes
adicionais necessdriag para andlise numérica (propriedades de materiais, carregamentos
e restrigdes de apoio) é feito nestas entidades. Para uma visdo completa dos atributos

de todas as outras entidades topolégicas consultar o trabalho de Campos (1991).

4.2.1 Propriedades Fisicas

A drea de atributos relativa & face do modelo geométrico pode ser vista na

Figura 4.7.

Hole_flag Indicador se a face €'tratada como furo (vazio).
Mat_ptr Ponteire para lista de materiais.

Figura 4.7: Representagio esquematica da drea de atributos de uma face da geo-
metria,

Pela definicéo dos atributos dada anteriormente, observa-se que hé um ponteiro
para lista de materiais, ou seja, existe uma estrutura de dados & parte da estrutura de
dados FEDm, no caso uma lista simplesmente encadeada, que armazena as informagoes

das propriedades fisicas dos materiais que constituem o meio a ser analisado.

A relagio entre a face da geometria e a lista de materiais é representada esque-

maticamente na Figura 4.8, e apresenta trés caracteristicas, a saber:
e A lista é criada & parte, independentemente da criagio do modelo geométrico.

¢ O topo da lista sempre é formado por um material indefinido. Todas as faces ao serem

criadas apontam para este material indefinido.

¢ Existe um material corrente que € utilizado para atribuigao das propriedades a uma

face. Este é selecionado dentre os materiais da lista, incluindo o material indefinido.
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WModek

—- Face -

Materlal| |Materal} [Material| jMaterial
Indef. {] ¢ 2 3

Lista do Matsriais

Figura 4.8: Estrutura FEDm e Lista de Materiais.

A atribuicdo de um determinado material integrante da lista de materiais a uma
face da geometria é leita do seguinte modo :

(1) Seleciona-se o material corrente percorrendo-se a lista de materiais, de um em um, a
partir do topo da lista até se chegar ao material desejado.

(2) Seleciona-se as faces da geometria que devem ser atribuidas & propriedade do material
corrente.

Na fase atual da implementagio, na lista de materiais podem ser armazena-
dos somente dois tipos de materiais: isotrépicos (Mddulo de Elasticidade e Coeficiente
de Poisson) e ortotrépicos (Mddulo de Elasticidade e Coeficiente de Poisson nas trés
dire¢des). Entretanto, qualquer incluséo de um novo tipo de material ¢ feita de forma
simples apenas adicionando-se as informages deste novo tipo na lista de materiais, uma
vez que a face da geometria eponte para um material da lista, nfo importando que tipo
de material venha a ser.

A escolha de se armazenar as propriedades fisicas dos materiais em uma lista
reside em trés importantes aspectos:
¢ Armagenamento minimo de informagdes;
¢ Simplicidade de inclusao de novos tipos de materiais;

e Proporcionar uma interface amigavel, natural e eficiente ao usuario.

Conforme exposto anteriormente, ao se definir uma malha de elementos finitos
para ser analisada numericamente, todos os elementos gerados kerdam as proprieda-
des das faces geométricas nas quais estdo contidos, o que é feito através de ponteiros

ascendentes.
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4.2.2 Restricées de apoio

As restrigbes de apoio podem ser aplicadas tanto nas arestas do modelo da
geometria como nos vértices do modelo da malha. Em ambos os casos, dentro da drea
de atributos, existe um espago reservado indicativo do tipo de restrigéo.
Trés caracteristicas so importantes na atual verséo do trabalho:
¢ As condiges de suporte aplicadas na geometria sao herdadas pelo modelo da malha
e sdo acumulativas, ou seja, um vértice da malha, que esteja relacionado com duas
arestas da geometria, sendo uma aresta restringida no sentide X e a outra no sentido
Y, tem restri¢o em ambos os sentidos X e Y (Figura 4.9).

o As restricoes impostas no nivel da malha prevalecem sobre as restrigdes impostas no
nivel da geometria. Isto pode ser desejavel em alguns casos.

e Por sé criar modelos para anélise de estado plano {membrana e axissimétrico), as

restri¢bes se limitam as translagdes na direcdo X e Y.

Arasta restringids

/  nadr X {Global].
|

I
g Aresta restinglda
w " na dir, Y {Global},
| <
A 4 A A A
l
Malha I
!
|
v ™
o Sidas
No'restringido nag
duas direcdes.

Figura 4.9: Restrigbes acumulativas entre a geometria e a malha.
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4.2.3 Carregamentos

Analogamente ao que foi feito para as condigbes de suporte, pode-se aplicar
carregamentos tanto nas arestas do modelo da geometria como nos vértices do modelo
da malha.

A area de atributos relativa a aresta da geometria pode ser vista esquematica-

mente na Figura 4.10, e relativa ao vértice da malha na Figura 4.11.

se_ptr Ponteiro (descendente) para aresia da sub-regigo.
type Tipo de aresta (refa, circular ou bezier).
restr Restricgo de apoio.
geo_pir Descricdo geometrica da aresta.
load_ptr Ponteiro para lista de carregamentos.

Figura 4.10: Representagdo esquemética da drea de atributos de uma aresta da

geometria.
mid_flag Indicador de no' de meio de aresta (elemento quadratico).
node_num Numero do nd {descrigdo tinal da malha).
restr Restricao de suporte.
load_ptr Pontsiro para lista de carregamentos
upp_ptr Tipo de ponteiro {ascendente) para o modelo da sub-regido
sv_ptr Ponteiro para vertice da sub-regido (upp_ptr = vertice).
----- se_ptr Pontsiro para aresta da sub-regido {upp_ptr = aresta).
sf ptr Ponteiro para a face da sub-regido {upp_ptr = face)

Figura 4.11: Representagio esquemética da érea de atributos de um vértice da ma-

lha.

Ds mesma forma que foi implementada a lista de materiais, a lista de carrega-
mentos fica & parte da estrutura de dados FEDm, e possut as seguintes caracteristicas:
¢ Podem ser aplicados trés tipos de carregamentos : carregamento uniforme, carrega-
mento com variagao linear (ambos podendo ser aplicados no sitema global de coor-
denadas ou no sistema local do elemento) e carregamento concentrado {somente no
sistema global);

¢ No modelo geométrico pode-se aplicar somente os carregamentos uniformes ¢ lineares
nas arestas, enquanto que, no modelo da malha somente o carregamento concentrado

nos vértices;
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¢ Analogamente ao exposto para lista de materiais, pode-se incluir um novo tipo de
carregamento na lista somente acrescentando as suas informagdes;

s A atribuicdo dos carregamentos as entidades topoldgicas é feita da mesma forma que
s&o atribuidas as propriedades fisicas, ou seja, atualiza-se o velor do carregamento
corrente e seleciona-se as entidades topologicas que se quer atribuir tal carregamento;

¢ O topo da lista de carregamentos é formada por um carregamento nulo ao qual as
arestas do modelo da geometria e os vértices do modelo da malha apontem quando
s#o criados. .

Quando os dados para andlise numérica sdo extraidos, as cargas aplicadas nas
arestas do modelo da geometria sio automaticamente transformados em cargas equiva-
lentes nodais aplicadas nos nés (vértices) do modelo da malha, as quais sfo acumuladas
as eventuals cargas concentradas aplicadas. As cargas equivalentes nodais sédo calcula-
das utilizando-se as fungdes de forma associadas a cada elemento, obtendo-se os valores

mostrados nas Figuras 4.12 € 4.13.

e
9,
a
®
}
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q.L  (q,-q)L q, L fa,-a,) L
i Sn I Ll A, 2 v
2 8 2 3

Figura 4.12: Cargas equivalentes nodais para elementos lineares.

9
A ——
o faewe for
L L i
1 f

Figura 4.13: Cargas equivelentes nodais para elementos quadréaticos.



GERACAO AUTOMATICA DE MALHAS

O processo de decomposigdo hierdrquica do dominio para geragéic de malhas
utilizado neste trabalbo tem como principal vantagem a explorac¢do mais intensa dos
algoritmos de mapeamento. Isto se deve & facilidade introduzida paz:a. a criagio € ma-
nipulacio das sub-regides e & utilizagdo de uma representagio topoldgica completa dos
dados. Entretanto, estes algoritmos ainda apresentam uma restri¢éo para sua utilizagéo,
que estd relacionada com a forma e o nimero de subdivisdes do contorno das regides.
Ou seja, a regifio tem que ser naturalmente correspondente a um quadrado com os lados
opostos discretizados em um igual niimero de segmentos ou a um tridngulo com os trés
lados discretizados igualmente.

Sendo assim, o sistema de modelagem proposto permite que, quando néo se
desejar a utilizagdo das técnicas de mapeamento ou quando se tornar muito complexa
a sua utilizagho, se gere a malha de uma sub-regiic ou de todo o dominio através de
uma triangulacdo genérica.

Neste capitulo é vista uma técnica de triangula¢do com geragio de pontos in-
ternos a partir dos principios de decomposi¢do espacial recursiva (Wawrzynek, 1991;
Samet, 1984).

5.1 Triangulagdo

Neste trabalho, a técnica de triangulagdo utilizada é baseada em um algoritmo
de contragioe do contorno (Shaw, Pitchen, 1978). Nesta técnica, as etapas para obtengéo
da malha podem ser resumidas da seguinte forma:

(1) Discretizagdo do contorno.
(2) Geragéo de pontos internos.
(3) Triangulagfo propriamente dita.
A primeira etapa do processo consiste em discretizar todas as arestas (definir

o nimero de segmentos de cada uma) que delimitam a regifo em que se deseja gerar &

malha.



A geracdo de pontos internos pode ser feita de diversos modos. No presente
trabalho, a técnica desenvolvida é baseada em principios de decomposi¢ao espacial re-
cursiva e é vista com detalhes nas proximas segoes.

Com base no contorno discretizado e com os pontos internos gerados, pode-se
gerar uma malha de elementos finitos utilizando-se técnicas de triangulagéo. Na técnica
de contragao do contorno, o algoritmo comega o processo a partir do contorno e o contrai

tecendo uma malha de tridngulos, conforme apresentado na Figura 5.1.

Contorno

(a) Contorno discretizado @ (b) Contorno contraido em
pontos internos definidos. um estagio inicial.

Contorno

(c) Contorno contraido em (d) Malha gerada.
um estagio avangado.

Figura 5.1: Triangulacio por contragao do contorno.

Desta forma, o algoritmo se mostra eficiente quando da geragéo de malhas em
formas complexas. No entanto, possui uma baixa performance, podendo ser de ordem
quadratica em relagao ao numero de elementos criados, para o pior caso. A seguir é
apresentado um resumo de todo o processo de triangulagio por contragao do contorno:
(1) Inicializa-se uma lista com todas as arestas do contorno.

(2) Seleciona-se uma aresta do contorno contida na lista.
(3) Para todos os nds do contorno ou internos seleciona-se aquele que forma com a

aresta selecionada (aresta corrente) o melhor tridngulo possivel. Define-se o melhor
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tridngulo, como sendo aquele que apresenta o maior angulo de incluséo como apre-
sentado na Figura 5.2. De modo a tornar o algoritmo mais eficiente € feito um teste
de proximidade do né6 escolhido com a aresta corrente. Se este né estiver muito
distante da aresta ele é descartado e um outro nd ¢ selecionado.

(4) Atualiza-se a lista de arestas do contorno, retirando-se a aresta selecionada e in-
troduzindo-se as outras arestas que formaram o tridngulo, caso néo estejam na
lista.

(5) Prossegue-se com o processo até que a lista fique vazia.

A L]
Angulo de inclusao

\0 Aresta comente

Arestas do Coniorno

Figura 5.2: Representagio esquemstica do critério do angulo utilizado na frian-
gulagéo por contragao do contorno.

5.2 Decomposi¢do Espacial Recursiva - DER

Antes de analisar-se os principios béasicos da DER, faz-se necessério uma prévia
distin¢do entre DER e quadiree, uma vez que ambos os termos sio utilizados indistinta-
mente na literatura, sendo mais comum o uso do termo quadiree. DER é um conjunto de
técnicas (algoritmos) para subdivisdo recursiva de uma determinada regido, enquanto
que guadiree ¢ um tipo de estrutura de dados que pode ser uiilizada para implementagao
de um determinado algoritmo de DER.

Desta forma, algoritmos de DER subdividem uma regifio em um nimero de
regides menores de forma similar. O processo pode ser repetido um nimero arbitrario
de vezes para cada nova regido gerada. A Figura 5.3 apresenta dois exemplos de pro-
cedimentos de DER. Na parte superior da figura uma regido triangular é subdividida
em quatro regides triangulares similares. Na parte inferior uma regifioc quadrangular é

subdividida em quatro regides quadrangulares similares.
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No presente trabalho utiliza-se os procedimentos de DER para regides qua-
drangulares onde cada regifo gerada pode ser dividida em quatro novas regides. A
representacio ideal para o armazenamento de todas as informagoes referentes a esta

subdivisdo recurssiva é a estrutura chamada gquadiree.

VAN NP>\

Figura 5.3: Procedimentos de DER para regides triangulares e quadrangulares.

A estrutura de dados gquadiree é um tipo drvore que possui a caracteristica de
que cada né possui exatamente quatro nds filkos (sucessores) ou entdo nenhum né filho,
denominado de folha {sem sucessores).

Pars melhor exemplificar o que foi exposto, analisa-se detalhadamente a sequén-
cia de etapas do processo de DER, conforme apresentado na Figura 5.4, e o respectivo

preenchimento da estrutura de dados (guadiree), como mostrado na Figura 5.5.

- NE
SW SE
(a) )
—!._' H
{c} {9

Figura 5.4: DER de uma determinada regido.
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Na Figura 5.4-a apresenta-se a regiao que se quer subdividir por meio de uma
DER. O primeiro passo de todo o processo € definir um quadrado que contenha toda a
regido a ser representada. Este quadrado esta representado na Figura 5.4-a e aparece
como sendo a raiz da arvore (tinico né da arvore que ndo possui antecessor) na Figura
5.5-a.

Nas sequéncias posteriores apresentadas na Figura 5.4-b e 5.4-c subdividem-se
as regioes quadrangulares (denominadas de células) de modo a representar a regiao.
Cada etapa ¢ mostrada esquematicamente na Figura 5.5-b e 5.5-¢, respectivamente.

O processo poderd continuar indefinidamente, ou até quando se atingir a um
nivel de refinamento desejado, conforme mostrado na Figura 5.4-d, com a representagao

final da quadiree de acordo com a Figura 5.5-d.

(©

SE
NE SW

(b)

Simbologia

Raiz
Vazio

Parcial

® & OR

Preenchida

Figura 5.5: Quadtree correspondente da Figura 5.4.

5.3 Geragio de Nés Internos a partir da DER

Neste trabalho, a geracdo dos pontos interiores para a triangulagdo utiliza o
principio da DER, que apresenta a importante caracteristica de sentir onde é necessaria
a geracao mais intensa de pontos internos.

Esta percepgdo do algoritmo se da com base nos contornos das regioes discreti-

zados (1inico dado a ser passado para o algoritmo). Sendo assim, uma érea proxima a
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um trecho do contorno muito discretizado apresenta uma densidade de pontos gerados

maior do que uma drea préxima a um trecho menos discretizado ou de uma érea central

longe de qualquer contorno.

Na Figura 5.6-a apresenta-se o exemplo de uma regidio na qual deseja-se gerar

os pontos internos. A partir deste exemplo é descrito todo o processo de geragao de

pontos internos, a saber:

1.

5.

Enquadra-se o menor quadrado que contém todo o modelo, conforme representado
na Figura 5.6-a.

Cada aresta do contorno é percorrida de modo a determinar o seu comprimento e a
posicio do seu ponto médio (denomina-se aresta, o segmento de reta compreendido
entre cada, vértice da discretizagdo do contorno). Uma vez determinado o ponto médio
de uma aresta verifica-se qual célula da guadiree contém este ponto. Se o tamanho da
célula for maijor do que o comprimento da aresta em questo, subdivide-se esta célula
até que o tamanho da nova célula que contiver o ponto médio seja igual ou menor
que o comprimento da aresta. A Figura 5.6-b representa a subdiviséo resultante apos
o término desta etapa.

Na Pigura 5.6-b nota-se que, apds a etapa anterior, existem, no centro da regido,
célulss relativamente grandes em relagdo a outras. Com o intuito de evitar elemen-
tos com tamanho relativamente grande no interior da regifio, adota-se como critério
bésico que nenhuma célula poders ter tamanho maior do que a maior célula que €
interceptada pelas arestas do contorno, conforme representado na Figura. 5.6-c.
Observando-se atentamente a Figura 5.6-¢ observa-se células relativamente pequenas
ao lado de células relativamente grandes. A grande diferenga de tamanho entre células
adjacentes ndo é desejivel, uma vez que isto resultaria na geragso de tridngulos com
angulos muito agudos, o que néo é aconselhdvel para uma andlise por elementos finitos
(pode apresentar problemas numérices). A boa técnica de elaboracio de malhas
recomenda que 2 passagem de elementos pequenos para elementos maiores seja feita
da forma mais gradual possivel. Assim sendo, subdividem-se as células comparando-
se cada uma com as suas vizinhas (Samet, 1984). Se duas células adjacentes estiverem
no mesmo nivel de subdivisdo (mesmo tamanho), ou se a diferenga entre elas for de
somente um nivel, ndo se faz uma nova subdivisdo, caso contririo a célula maior é
subdividida até que a diferenca entre elas seja de no maximo um nivel (Figura 5.6-d).

A partir do passo anterior, analisa-se a possibilidade de se gerar um ponto no interior

de cada célula. Isto ocorre com base nas seguintes condigdes: {a) o ponto a ser gerado
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deve estar dentro da regiéio de interesse; (b) o ponto a ser gerado niio deve estar muito
préximo do contorno da regiso. O critério de proximidade adotado estabelece que a
disténcia do ponto (a ser gerado) ao contorno néo deve ser ‘superior ao tamanho da
célula que o contém multiplicada por um fator, que foi estabelecido empiricamente.

A Figura 5.7 ilustra os pontos internos gerados no centro de cada célula apos

as cinco etapas descritas acima.
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Figura 5.6: Processo de Refinamento da DER.
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Figura 5.7: Pontos Internos gerados pelo processo de DER.
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A triangulacio é feita conforme a técnica descrita anteriormente, resultando na
malha apresentada na Figura 5.8-a. A Figura 5.8-b mostra a mesma malha apés um
procedimento de suavizagio, onde as coordenadas de cada né gerado no interior séo

recalculadas com base na média das coordenadas dos seus nés adjacentes.

(a) (b)

=3 L]
Tlue, vy Timm. s
Triang. Opt, Friwy. Gpt.
Hiim, detule |LIE, ]
Kk, mide L1, Dl
Trimng. Mep Jrisy. Ty
Trarw Lo Tremicien
Tormtrwct oo
e gt L Ak 2
TeIvts )
Wk L bt et i)
- M, o+ - w4
Leaid faca |
WlIsct deeh Hygarithe DZIILW-— ILECT s Klger b m
Cwrr alom. type = T3 Wing, = NI4T [y Lt Dwrr. gl g = T3 Moy, = KONT e Ty Sl Nt [

Figura 5.8: Malha de elementos finitos gerada utilizando-se técnica de triangu-
lagio. Na parte (a) a malha gerada com os pontos definidos pelo
processo de DER (Figura 5.7). Na parte (b) apds a suavizagdo das
coordenadas.
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EXEMPLOS

Neste capitulo sdo apresentados mais alguns exemplos da atual implementagao
leste trabalho. Com o intuito de apresentar de uma forma mais elucidativa, as principais
aracteristicas deste pré-processador, que sdo enumeradas a seguir:

(1) Facilidade de atribuir as regioes (faces) do modelo da geometria propriedades de
diferentes maleriais. Isto é conseguido através da lista de materiais criada a parte
da estrutura de dados e da subdivisio automatica de arestas, a nivel de modelo
geométrico. Se o meio a ser analisado possuir furos, define-se a face da geometria que
seré tratada como tal. Na Figura 6.1, apresenta-se o perfil de um solo estratificado
(com quatro diferentes materiais), onde estd indicado a presenca de duas escavagoes

subterraneas (faces do modelo geométrico que séo tratadas como furos).

Ji

ATTRIMUTES

Materiale
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Urgme, Hole
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’ ™
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Figura 6.1: Representacio da analise de uma escavagéo subterranea em um solo
estratificado.

(2) Os carregamentos distribuidos sio aplicados a0 modelo geométrico e sdo herdados
pelo modelo da malha. A aplicagdo destes carregamentos é feita nas arestas do
modelo geométrico e transformadas em forcas equivalentes nodais que sao aplica-
das nos nés correspondentes da malha . Desta forma, o carregamento é aplicado

independentemente da malha gerada, conforme evidenciado na Figura 6.2 e 6.3,
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que representam o modelo de um suporte metalico e duas malhas correspondentes.
Nota-se na Figura 6.2, que a parte interna esta sujeita a uma pressao uniforme e o
paramento vertical sujeito a uma carga linearmente distribuida. Na Figura 6.3 sio
representadas malhas geradas por duas técnicas diferentes, na esquerda usando-se
mapeamento bilinear e trilinear e na direita triangulagio com pontos internos gera-
dos por quadiree, que daqui por diante sera chamada de triangulagdo por quadtree.
Ainda utilizando o exemplo da Figura 6.2, constata-se a importancia da decom-
posi¢ao hierarquica do dominio na geracao da malha apresentada na Figura 6.3
(esquerda), onde buscou-se gerar as regides topologicamente equivalentes a qua-
drilateros e triangulos de modo a usar as técnicas de mapeamento. A Figura 6.4

apresenta todos os modelos utilizados no processo de decomposigao hierdrquica.
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Figura 6.2: Carrcgamentos aplicados em um suporte metalico.
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Figura 6.3: Malhas referentes ao modelo da Figura 6.2, onde a carregamento apli-
cado na geometria é herdado pelos nés da malha.
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Figura 6.4: Modelos utilizados para geragao de malhas usando técnicas de mapea-
mento bilinear e trilinear. Na parte inferior esquerda aparece o modelo
da subdivisao apenas por uma questao didatica.

(3) Analogamente ao que foi exposto para os carregamentos distribuidos, as restrigoes
de apoio impostas no modelo geométrico sdo herdadas pelo modelo da malha. Na
Figura 6.5, é apresentado o modelo para analise de uma barragem em que restringiu-
se a parte inferior da estrutura conforme representado (na parte inferior a direita da
figura, as restrigoes adotadas foram apenas de carater didatico, de modo a enfatizar
o aspecto acumulativo da restri¢do no modelo da malha). Na Figura 6.6, foi gerada
uma malha utilizando triangulacéo por quadtree. Destacam-se dois aspectos im-
portantes nesta malha: (a) o carater acumulativo das restrigdes (na parte inferior
a direita) e (b) na parte inferior a esquerda da malha, impoe-se restrigdes somente
na diregao Y, ao invés de restrigoes nas duas diregoes, que prevalecem as restrigoes

impostas no modelo geométrico.
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Figura 6.5: Modelo para andlise de uma barragem com as restrigbes de suportes
representadas.
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Figura 6.6: Malha de elementos finitos gerada para representagée do modelo da
Figura 6.5 com as restri¢des nodais representadas.

(4) Os carregamentos concentrados séo aplicados nos nés do modelo da malha e séo
adicionados aos carregamentos provenientes do modelo da geometria, se existirem.
Na Figura 6.7, apresenta-se o modelo de uma viga-parede {com dois furos centrais)

discretizada, com cargas concentradas {(horizontal e vertical) aplicadas no topo e

com as condigdes de suporte representadas.
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Figura 6.7: Malha de elementos finitos de uma viga-parede com as solicitagoes e
restricoes representadas. '

(5) Malhas geradas através de triangulagdo por quadtree séo eficientes quando tem-
se formas geométricas complicadas ou muito recortadas, como é o casc da pega

mecanica mostrada na Figura 6.8. E importante ressaltar também que o algoritmo
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possui a percepgdo de refinar mais, as regides proximas de contornos mais discreti-

zados conforme, é visto no detalhe da Figura 6.9.
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Figura 6.8: Malha de elementos finitos para uma pega mecanica gerada por trian-
gulaciio com pontos internos gerados por principios de quadiree.
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Figura 6.9: Detalhe da Figura 6.8, onde ha uma maior discretizagio do contorno
e consequentemente uma maior concentragio de elementos.

(6) Como a plataforma de trabalho ¢ integrada, ou seja, os médulos de pré-processa-
mento (definido neste trabalho), andlise e pds-processamento (Guimardes, 1992)
sao interligados, o conceito tradicional de numeragéo de nos e elementos é pouco
importante. Entretanto, como neste trabalho a extragio dos dados para andlise

numérica pode ser feita para outros programas, a numeracéo dos noés e elementos
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assume, nestes casos, papel de vital importancia para interpretacio dos resulta-

dos. Na Pigura 6.10 é mostrada a malha de elementos finitos gerada através de

mapeamento bilinear, com elementos quadraticos, para um trecho da parede de um

cilindro, com a respectiva numeracao de nés e elementos. Na presente versao do

programa foi acoplado um renumerador nodal que tem como objetive diminuir a

largura de banda ou a altura do perfil (sky-line). A numeracdo dos nés apresentada

ja se encontra renumerada.
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Figura 6.10: Malha de um trecho da parede de um cilindro. Na figura da esquerda
é mostrada a numerag@o dos nds, e na figura da direita a numeragéo

dos elementos.



CONCLUSOES E SUGESTOES

As principais conclusdes deste trabalho sio:

(a) O pré-processador gréfico com representagéo de dados baseada em um modelo geo-
métrico completo da estrutura se mostrou eficiente para geracdo de malhas de ele-
mentos finitos. Esta eficiéncia fica mais acentuada quando ha necessidade de rede-
fini¢ho da malha gerada sem que se precise de redefinigdo de atributos (propriedades
dos materiais, restrigbes de suporte e carregamentos).

(b} A decomposicio hierdrquica do dominio tem papel fundamental na geragdo de ma-
lhas, principalmente quando do uso de algoritmos de mapeamento.

(c) A estrutura de dados topoldgica se mostrou eficiente, fazendo com que o pré-
processador responda de forma rapida e precisa as intervengoes do usuario, qua-
lidades fundamentais para um sistema gréfico e interativo.

(d) A geragdo de malhas por triangulagio utilizando pontos internos gerados por quad-
tree, se mostrou de grande aplicabilidade para discretizacio de modelos geométricos
muito recortados ou com geometria complexa.

(e) Este trabalho, juntamente com o trabalho proposto por Guimaraes {1992}, formam
um sistema integrado natural para o ensino de modelagem por elemento finitos

aplicado a elasticidade plana.

Como sugestoes para trabalhos futuros tem-se:

(a) Com a constante preocupagio de minimizar o armazenamento da estrutura de da-
dos utilizada propéem-se que haja somente dois niveis de hierarquia {geometria e
malha}), sem que se perca as informagoes necessarias para promover & decomposigio
hierdrquica do dominio. Nesta mesma linha de raciocinio pode-se armazenar, de
forma topologicamente completa, somente as informacdes da malha de uma sub-
regido {estrutura que ocupa maior espago por possuir um maior ntimero de entida-
des) quando houver solicitagéo de sua edigdo; caso contririo, para as regides onde
as malhas fossem geradas, seriam armazenadas somente o algoritmo que as gerou
com 08 seus parametros.

{b) Ampliagio para anélise de placas.
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(¢) Ampliagio da familia de elementos a serem usados, tais como: elemento infinito,
elemento de interface, elementos Serendipity (com niimero variado de nds) e ele-
mentos de barra.

(d) Verificacdo da conformidade dos elementos (qualidade do elemento com respeito a
sua forma), uma vez que geragfo automatica de malhas pode gerar elementos que
néo produzam bons resultados na analise numérica.

{e) Implementacio de um algoritmo de transigdo que permita que, para regides na-
turalmente correspondentes a um quadrilatero, lados opostos possuam diferentes
nimero de subdivisoes. ‘

(f} Implementagdo de algoritmo de triangulagio utilizando ndo s6 os pontos gerados
por guadiree, como também a triangulagio propriamente dita por esta técnica,
proporcionando maior rapidez na geragdo da malha.

{(g) Com respeito a0 sistema integrado, sugere-se a implementacio de procedimentos
para avaliar o erro numeérico da analise do modelo por elementos finitos, bem como
a redefinicdo automéatica da malha, de forma auto-adaptativa, para a minimizac¢éo
deste erro.

(h) Extens&o do sistema integrado para simular processos de Mecénica da Fratura onde

ha pfopaga.géo arbifrdria de trincas com redefini¢do automatica da malha.
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