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1. Introducao

Em agumas aplicacbes € necessario reconhecer formas de objetos pelas suas
fronteiras, e as informagdes que possuimos sdo amostras de pontos obtidos de uma imagem,
por exemplo. Este € um problema comum em visdo computacional.

Podemos, entdo, reconstruir a curva que define a fronteira de um objeto, mas isto
depende sempre da determinacdo de uma condicdo ou critério para definir os pontos e
arestas que fazem parte da curva ou néo.

Varios agoritmos foram propostos para resolver esse problema.  Aqui,
apresentaremos trés algoritmos. Crust e BetaSkeleton, que possuem caracteristicas
semelhantes, e Gathan que se propde a reconstruir curvas com cantos vivos (“sharp
corners’).

2. Reconstrucéo de curvas suaves

Dois grafos de proximidade que podem ser utilizados para reconstrucéo poligonal
de curvas a partir de amostras suficientemente densas de pontos no plano sdo: Crust e
Beta-Skeleton. Esta se¢do baseia-se no artigo: “The Crust and the Beta-Skeleton:
Combinatorial Curve Reconstruction”, por N. Amenta, M. Bern e D. Eppstein [1],
onde é demonstrado que, sob certas condicdes de amostragem, pode-se garantir que ambos
0s grafos reconstruam uma curva suave, continua, fechada e sem auto- intersegdes, por sua
aproximacao poligonal mais provavel. O objetivo final € obter uma aproximacéo poligonal
gue conecte exatamentetodas as amostras adjacentes ao longo da curva.

A seguir, serdo expostos alguns teoremas e definicbes relativos a Crust e Beta
Skeleton, extraidos de [L], e que ndo serdo provados aqui. Além disso, serdo utilizados
alguns conceitos sobre triangulacdo de Delaunay e diagrama de Voronoi, que podem ser
encontrados em [2].
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Figura 1 — Curva recontruida

2.1- Algoritmo Crugt
O Crust é definido em [1] da seguinte forma:

Definicdo: Sgja S um conjunto finito de pontos no plam, e V os vértices do
diagrama de Voronoi do S ( vor(S) ). SgjaS aunido S U V, e considere a triangulacéo de
Delaunay de S’ (del(S') ). Uma aresta da triangulacdo de Delaunay de S' pertence ao Crust
de S se ambos os vértices pertencem a S, ou alternativamente, se ha um disco vazio em seu
interior de pontosde S' que toca os vértices da aresta.

Como uma aresta entre pontos de S pertencente a del(S') também pertence a del (S),
entdo o Crust € um subconjunto de del(S).

Com isso, pode-se obter o Crust utilizando o seguinte algoritmo, dado um conjunto
S de amostras:

CRUST(S)
1.V <- conjunto de vértices do diagrama de Voronoi de S.
2.8<-SUV
3. Obter atriangulacéo de Delaunay de S.
4. Selecionar todas as arestas de del( S ) que ligam pontos do conjunto S
original.

Andlise da complexidade do algoritmo para o pior caso:
1.A obtenc&o do diagrama de Voronoi de S pode ser realizada em O(n*logn)
e a extragado dos veértices leva O(n), pois 0 nimero de vértices € linear, 0
gue da O(n*logn) para este passo.
2.0(n).



3.A triangulacdo de Delaunay pode ser obtidaem O(n*logn).

4.Como o0 nimero de arestas de del( S ) € linear, este passo pode ser
realizado em O(n), com uma estrutra de dados adequada.

Logo, o agoritmo tem complexidade O(n*logn).

2.2 — Algoritmo Beta- Skeleton

O Beta-Skeleton, introduzido por Kirkpatrick e Radke [3], € definido em [1],
baseando- se na definicdo de uma regido proibida, considerando uma constante beta >= 1:

Definicdo: Sga S um conjunto finito de pontos no plano, com pontos sl e
pertencentes a S, a uma distancia d(sl, s2) entre si. A regido proibida de s1,s2 € a unido
dos dois discos de raio beta*d(sl, s2) / 2 tocando sl e 2.

Definicdo: Sga S um conjunto finito de pontos no plano, com pontos sl e s2
pertencentes a S. A aresta s1,s2 pertence a0 Beta-Skeleton de S se a regido proibida de
s1,s2 estiver vazia.

Pela definicdo acima, se uma aresta pertence ao Beta- Skeleton, entdo ha pelo menos
um disco que contém apenas os pontos sl e s2 na fronteira e nenhum outro no interior ou na
fronteira. Logo o Beta-Skeleton de S, assim como o Crust, também € um subconjunto de
del(S).

Assim podemos obter o BetaSkeleton de um conjunto S de amostras e uma
constante beta com o algoritmo abaixo:

BETA_SKELETON( S, beta)
1.Obter atriangulagdo de Delaunay de S.
2.Selecionar todas as arestas e, pertencentes a del( S ), para as quais 0s
centros dos circuncirculos dos tridngulos adjacentes a e estdo em lados
opostos em relacio a e, e seu rao é maor que
(beta/2)* (comprimento(e)).

Andlise de complexidade para o pior caso.
1.A triangulacéo de Delaunay pode ser obtidaem O(n*logn).
2.Como o0 nuimero de arestas em del(S) € linear e 0 nimero de triangulos
adjacentes € sempre constante (menor ou igua a 2), este passo pode ser
realizado em O(n).

L ogo, o algoritmo tem complexidade O(n*logn).

2.3 - Condigdes de amostragem



Dadas as definicdes dos dois grafos acima, € necessario determinar as condicdes de
amostragem em gue essas abordagens garantem uma boa reconstrucéo da curva desejada.

Para isso, [1] introduz a funcéo “Local Feature Sze”, que permite que sgja obtida

uma medida da qualidade esperada para a reconstrucéo de uma curva:

Definicdo: Sga F uma curva suave, e um ponto p pertencente a F. Entdo
LFS(p) € adistancia Euclidiana de p ao ponto m mais préximo no eixo medial de F.

LFS(p) = d(p, m)
O eixo medial (figura 2) de uma curva F pode ser visto como o conjunto de pontos
gue sdo centros de discos vazios no interior que sdo tangentes a dois ou mais pontos de F. A

unido dos vértices do diagrama ce Voronoi de um conjunto S de amostras de F da uma
aproximagdo do eixo media dacurva

Figura2

Com isso, pode-se definir a condicéo de amostragem de F (figura 3):

Definicdo: Uma curva suave F € r-amostrada por um conjunto finito de pontos
Sseadistancia de todos os pontos p pertencentesa F auma amostra s pertencentea S
for menor ou igual a r*LFS(p), ou sga, se:

d(p, s) =<r * d(p, m).

Podemos colocar r como uma razao:

r =d(p, s)/ d(p, m)



e testar setodo r da curva pertence ao intervalo desegjado.

\.

Ser < 1, pode ser demonstrado que del(S) contém uma aresta entre cada par de
vértices adjacentes em F, ou sgja, que a aproximagdo poligonal de F pelas amostras de S
esta contida em del(S). Além disso, é garantido um angulo minimo de (Pl - 4*arcsin(r/2))
entre trés amostras adjacentes em F, 0 que gera curvas suaves, de acordo com o valor der.

s P
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Figura3

2.4 - Critérios para amostragem

Utilizando a medida de qualidade descrita acima, podemos procurar determinar

critérios para a amostragem baseados em valores de r, onde uma curva é satisfatoriamente
reconstruida.

E observado em [1] que, para uma curva r-amostrada, se r >= 1, entfio pode néo
haver reconstrugdo Unica para a curva. Assm, devemos explorar valoresde r < 1.
O seguinte teorema também acrescenta informagdes interessantes:

Teorema: Seja uma curve suave F r-amostrada no plano, com r < 1. Entdo a
triangulacéo de Delaunay do conjunto de amostras S contém uma aresta entre todos

0s pares de amostras adjacentes, ou sga, a aproximacgao poligonal da curva esta
contida em del(S).

Logo, podemos criar algoritmos que extraem as arestas relativas a F; a partir da
triangulagcdo de Delaunay de S, para uma amostragem suficientemente densa.

Para 0 Crust e BetaSkeleton, os critérios de amostragem sdo definidos pelos
teoremas a seguir:

2.4.1 - Crust



Teorema: O Crust de uma curva suave r-amostrada, com r < 0.4, contém uma
aresta entre cada par de amostras adjacentes em F.

Teorema: O Crust de uma curva r-amostrada ndo contém nenhuma aresta
entre veértices ndo adjacentes, para r < 0.252.

Para uma amostragem com r < 0.252, o Crust reconstréi univocamente a curvaF.

2.4.2 - Beta-Skeleton

Teorema: Sgja F uma curva suave r-amostrada por um conjunto S de pontos, e
r <= 0.297. O Beta-Skeleton de S contém exatamente as arestas entre vértices
adjacentes, para beta= 1.70.

O vaor de beta apresentado acima € 0 que permite a amostragem mais esparsa
possivel, segundo [1].

2.5- Comentarios adicionais

Para Crust, é importante achar os vértices do diagrama de Voronoi V porque eles
nos permitem achar uma aproximacao do eixo media da curva que se encontra definida
pela amostragem S. O eixo media “separa’ dois lados de uma curva fechada ou com
concavidades, evitando que, ao realizar a triangulagdo de Delaunay de S U V, hagja arestas
conectando esses dois lados. Assim, removemos automati camente arestas que nao sao boas
candidatas a reconstrugéo.

Para os testes que realizamos, o Crust apresentou melhores resultados que o Beta-
Skeleton, ro caso geral, recontruindo as curvas mais proximas as que esperavamos.

Uma vantagem do Beta- Skeleton € que a variagdo do parametro beta nos permite
acondicionarmos nosso algoritmo a certas condicdes de densidade de amostragem,
podendo, em alguns casos, melhorar um pouco o resultado em relacéo ao Crust.

Os dois algoritmos dependem dos critérios de amostragem definidos anteriormente.
Um problema desses critérios é que, no caso de curvas com cantos vivos (“ sharp corners’),
0 parametro r tendera a zero proximos a esses pontos e o critério obrigara uma amostragem
infinita nesses locais. O algoritmo Gathan apresentado a seguir, se propde a tratar de
curvas com cantos vivos, utilizando outros critérios.



3. Tratamento de curvas com sharp corners (cantos vivos)

3.1- Gathan

Os agoritmos anteriores definem a densidade de amostragem necesséria através de

um parametro e, requisitando que cada ponto pertencente a curva possua uma amostra
distando ao méximo e f(p), onde f(p) é a distancia de p ao eixo medial da curva.
Esta condicéo de densidade de amostragem funciona bem para curvas suaves. No entanto,
em se tratando de curvas com sharp corners (cantos vivos) esta condicdo néo pode ser
satisfeitas € necessaria uma amostragem infinita perto dos cantos. Logo, os algoritmos
anteriores ndo funcionam para curvas desse tipo, como ilustra a figura abaixo.
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Figura4 - Saida de Crust (acima-esquerda), NN-Crust (acima-direita), Conservative-
Crust (abaixo-esquerda), Gathan (acima-direita)

3.1.1- Trabalhos Anteriores

O primeiro agoritmo capaz de lidar com curvas com cantos foi desenvolvido por

Giesen. Ele provou gque o problema do Caixeiro Viajante reconstréi uma curva com cantos
se a densidade da amostragem € superior a um certo valor de referéncia. Este valor depende
dos angul os entre as tangentes esquerda e direita nos cantos da curva.
Mas esta solugdo tem duas grandes desvantagens. Primeiro, ela ndo oferece uma boa
reconstrucdo para curvas de varios componentes, visto que ela ir4 conecta-los com um
caminho para resolver o problema. Segundo, ndo é claro se este algoritmo pode ser
generalizado para trés dimensoes.



Figura 5 - O algoritmo de Caixeiro Viajante conecta dois componentes da curva
com arestasinvalidaspqg ers.

Este novo agoritmo ndo possui uma prova tedrica de sua corretude. Porém,
resultados préticos indicam que sua reconstrucdo € superior a deste algoritmo baseado no
Caixeiro Viajante, bem como ados agoritmos de Crust e B-Skeleton.

3.1.2 - Cantos

A curva deve ser planar e simples (sem auto intersecéo), embora possa ter véarios
componentes. Além disso, tangentes a esquerda e a direita sdo definidas em qualquer ponto
e s80 iguais em todos o0s pontos, exceto em pontos isolados denominados cantos, onde
fazem um angulo menor que p. A curva pode ser fechada ou ter pontos de término. Cantos
s80 pontos isolados e ndo precisam estar no conjunto de amostras. A Unica exigéncia € que
avizinhanga de um canto deve ser amostrada de forma densa.

As amostras dividem a curva em arcos. Cada amostra € adjacente a dois arcos. Uma
amostra é regular se 0s arcos adjacentes ndo contém uma amostra corner ou boundary.
Uma amostra € corner se € um canto da curva ou se pelo menos um arco adjacente contém
uma amostra corner. Uma amostra é boundary se € um ponto de término ou se pelo menos
um arco adjacente contém uma anostra boundary. Assume-se que a amostragem € densa o
suficiente de forma a ndo existir uma amostra que sgja adjacente a uma amostra corner e a
uma amostra boundary. Uma aresta € correta se conecta duas amostras adjacentes na
curva.

O agoritmo se baseia ras estimativas das normais das amostras. Elas podem ser
estimadas utilizando uma técnica de poles [4]. E relativamente facil estimar as normais em
amostras regulares. Ja as amostras corner ou boundary sdo mais complicadas e em
consequéncia oferecem dificuldade para o processo de reconstrugdo. Entretanto, as
amostras regulares vizinhas podem ser usadas para determinar arestas que devem ser
incidentes as amostras corner e boundary. No caso de arestas que devem unir duas
amostras corner? Existem dois casos distintos, ilustrados na figura abaixo. As amostras
corner pl e p2 a esquerda se comportam de forma diferente das amostras corner p3 e p4 a
direita. A amostra p3 se comporta como um verdadeiro canto da curva. O algoritmo entdo
consegue estimar a normal em p4 embora sgja uma amostra corner. Estimar a normal tanto
em pl como em p2 é mais dificil. Logo, detectar p1p2 é mais dificil do que detectar p3p4.
A estimativa incorreta das normais leva ao aparecimento de arestas invélidas. Mas estas
arestas podem ser remowvidas ao final do agoritmo.



3.1.3- O Algoritmo

Os agoritmos anteriores assumem que a amostragem da curva é suficientemente
densa através da seguinte condic¢&o:

Condicdo (R): Qualquer ponto na curva amostrada possui uma amostra a uma
distancia de no maximo e < 1 vezes a sua distancia ao eixo medial.

Como foi visto anteriormente, esta condi¢do ndo pode ser satisfeita na pratica para
curvas ndo suaves. Logo, uma nova condicdo de amostragem € necessaria proximo aos
cantos.
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Figura6

Assumindo g um ponto de canto da curva. Em cada ponto p da curva ha dois
circulos maximais C1 e C2 que tocam a curva tangencialmente em p e pelo menos em
algum outro ponto, ou sdo infinitos. A medida em que p se aproxima de g, o raio de um
desses circul os se aproxima de zero. A condicdo (R), de certa forma, depende do menor dos
dois circulos e entdo requer densidade infinita perto de g. Se modificarmos a condic&o de
amostragem em uma peguena vizinhanga dos cantos de forma que ela dependa do maior
dos dois circulos, este problema ndo acontece. Ao mesmo tempo, o angulo ?g entre a
tangente esquerda e o reverso da tangente direita de g deve também influenciar a condicéo
de amostragem perto de g. Quanto menor o angulo, mais densa deve ser a amostragem.
Estes conceitos estdo melhor formalizados na condicéo abaixo.

Considere uma bola com centro em g, crescendo enquanto sua borda intercepta o
eixo medial em apenas um ponto. Assumarg o raio desta bola. Assuma uma bola protetora
com centro em g e raio crg para alguma constante ¢ < 1, por exemplo ¢ = 1/6.

Condicéo (R’): p qualquer ponto da curva. Se p esta na bola protetora de um
canto g, deve ter uma amostra a uma distancia maxima de krg?g, caso contrario p
deve ter uma amostra a uma distancia maxima de ef(p), ondek <c<lee<1sio
constantes viaveis.

Apesar 0 algoritmo ndo utilizar a condicdo R’ explicitamente para escolher as arestas, a
| 6gica utilizada pode ser explicada por ela.



A relacdo entre alégica do algoritmo e a condicdo R’ é explicada no artigo origina [4].
3.1.4 - Estimando asnormais

Amenta e Bern [4] mostram que, dado que a condicdo R de amostragem é satisfeita,
as normais das amostras de uma superficie podem ser estimadas através de suas células de
Voronoi. Elesintroduziram o conceito de poles: sdo os vértices mais distantes das amostras
nas suas respectivas células de Voronoi. Se a célula de voronoi € limitada, a normal pode
ser estimada como sendo a linha que passa pela amostra e seu pole. Caso a célula sgja
ilimitada, a normal pode ser estimada como sendo a média dos raios ilimitados da célula.
Este procedimento também pode ser utilizado para o caso de curvas. O argumento pode ser
encontrado no artigo origina [5].

3.1.5 - Vizinhos mais proximos

Uma vez estimadas as normais, a estratégia de vizinhos mais proximos pode ser
utilizada: cada amostra p se conecta ao vizinho mais préximo de cada lado de sua normal.
Entretanto, deve-se ter cuidado para ndo escolher arestas cujas normais formem angulos
grandes com a normal estimada da amostra.
3.1.6 - Vizinhos mais proximos—limitando o angulo

A figura abaixo mostra um exemplo onde a estratégia de vizinhos mais proximos
escolhe uma aresta invalida pg, com sua normal fazendo um angulo préximo de 90 graus
com anormal estimada de p. Para evitar esse problema, é introduzida a condi¢do de angulo.

Condicdo de angulo: Uma aresta pg se candidata ao teste de vizinho mais

préximo somente se sua ar esta dual de Voronoi faz um angulo agudo menor que um
parametro a definido pelo usuario com a normal estimada de p.

Figura7
Resultados mostraram que um valor entre 35 e 40 graus € uma boa escolha paraa na
maioria dos casos. E importante salientar que esta restricdo também permite a deteccéo de
pontos de término na curva.

3.1.7 - Vizinhos mais proximos— condicdo de rateio
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A condicdo de angulo sozinha ndo é suficiente para descartar arestas invalidas. A
figura abaixo ilustra esse problema. Os pontos p e r ndo devem ser unidos por uma aresta.
Entretanto a aresta dual de Voronoi de pr passa pela condi¢cdo de angulo, da mesma forma
que a aresta correta pg. A técnica de vizinho mais proximo ir4 selecionar a aresta pr por
estar mais proxima do que pg. 1sso acontece pois a curva possui € pouco amostra, segundo
acondicéo R, perto do canto.

Obsarva-se que arelacéo entre o comprimento da aresta dual de voronoi de pqg e seu

comprimento € muito maior que a mesma relacéo aplicada apr. A condicdo de amostragem
R’ certifica que arestas corretas sempre possuirdo uma relagdo maior do que as possivels
arestas incorretas. Dai surge uma nova condicdo, a condicdo derateio.

Figura8

Condicdo de rateio: A relacao entre o comprimento da aresta dual de Voronoi
e 0 comprimento da aresta correspondente deve ser maior que um parametro ?.

Resultados mostraram que a faixa 1.7 — 2.0 funciona melhor para ? na maioria dos
Casos.

3.1.8 - Vizinhos mais proximos— Condicgao topol6gica

Ao final deste processo, algumas arestas invéidas podem ser escolhidas, gpesar da
técnica escolher no maximo duas arestas incidentes para cada amostra. 1sso de deve ao fato
da estimativa das normais nos cantos ser incorreta. Esse problema pode ser resolvido da
seguinte forma: basta, para cada amostra, deixar apenas as duas arestas incidentes de menor
tamanho, removendo as outras, caso existam.

O argumento que justifica este processo pode ser encontrado no artigo original [5].

11



3.1.9 - Pseudocddigo do algoritmo

GATHAN(P, a, ?)
1. Computar o diagramade VVoronoi Vp
2. Paracadaponto p pertencente a P faga
a. Computar o poleeanormal de p
b. AssumaE o conjunto de arestas de Delaunay incidentes a p satisfazendo:
i. normal de cada e pertencente a E faz &hgulo agudo menor que a
com a normal
ii. h/l > ?ondel e hsdo os comprimentos de e e sua aresta dual de
V oronoi
c. Mantenha apenas as menores arestas pq e ps pertencentes a E de cada
lado da normal
3. Remova qualquer aresta que ndo esteja entre as duas menores arestas que
incidem sobre uma amostra.

3.1.10 - Conclusdo

O agoritmo pode ser “calibrado” com os pardmetros a e ?, porém para valores entre
35 e 40 graus e um vaor de 1.7, respectivamente, mostrou um bom resultado na maioria
dos casos. Sem duvida em se tratando de curvas ndo suaves, este algoritmo produz uma boa
reconstrucdo, mesmo nao possuindo uma prova tedrica de sua corretude.
Exemplos de valores para a e ? em diversos casos podem ser encontrados no artigo original

[5].
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