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1 Representagao de rotagées em 3D sem o uso de quatérnios

Quando desejamos modelar uma entidade (seja ela um corpo rigido, uma
particula, uma camera, um raio de luz, etc...) precisamos, em muitas
circunstancias, especificar sua posi¢ao e orientacdo em nosso universo virtual.

A especificagcdo de posi¢des, usualmente dadas como translagdes com relacao a
uma origem conhecida, ndo apresenta grandes problemas. Grande parte das vezes
podemos até mesmo simplesmente especificar a posi¢do em coordenadas
cartesianas € a questao esta resolvida.

J& quanto as orientacdes, usualmente dadas como rotagdes com relagdo a uma
origem inicial, ndo é assim tdo simples. A primeira vista, especialmente aos
iniciantes na area, pode parece que nao haja qualquer dificuldade. Afinal, assim
como no caso da posicao, temos trés graus de liberdade, e portanto bastariam trés
parametros para definir a orientagdo de uma entidade. A questdo € : qual sistema
de parametrizacdo utilizar? Sera que existe algum sistema adequado que use
somente trés parametros?

Neste trabalho, procuraremos apresentar as dificuldades envolvidas em
representar rotacdes € mostraremos que uma das solucdes mais praticas e
intuitivas para este problema usa quatro parametros e se baseia na definicdo do
grupo matematico dos assim chamados quatérnios.

1.1 Angulos de Euler

A solucdo mais imediata para o problema de especificar a orientacdo de uma
entidade no espago tridimensional ¢ fornecer suas rotagdes com relagdo aos eixos
X, ¥, € z. Inicialmente, parece que isso resolve toda a questdo. Porém, ha alguns
problemas com essa solugao.

Para sermos mais precisos, a parametrizagao proposta aqui ¢ a seguinte : para
especificar a orientagdo de uma entidade, forneceremos trés parametros, que
representam os angulos de rotacdo anti-hordria em relagdo a cada um dos trés
eixos coordenados. Esses angulos sdo chamados de angulos de Euler. Sera que
com 1sso 0 problema ndo esta resolvido?

A resposta, um pouco surpreendente quando comecamos a estudar o assunto, €
que para muitas aplicagdes, esta representagao ¢ extremamente problematica.
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1.1.1 Rotacgoes tridimensionais ndo comutam

A primeira dificuldade estd no fato de que operacdes de rotagdo, ao contério das
de translagdo, ndo sao comutativas. Ou seja, podemos representar a posi¢ao de um
objeto como a soma dos deslocamentos paralelos a cada um dos eixos
coordenados e ao final, ndo importando a ordem em que aplicarmos os trés
deslocamentos, terminaremos na mesma posi¢do. J4 com rotagdes, isso ndo ¢
verdade. Se temos uma rotagdo em torno do eixo x e outra em torno do eixo y, € as
aplicamos a nossa entidade, obteremos orientagdes finais diferentes dependendo
da ordem em que as rotacdes forem aplicadas.

Caso o leitor nunca tenha se dado conta do fato que acabamos de enunciar, ¢
importante que pare alguns momentos para compreender o significado do que foi
afirmado. Descreveremos abaixo uma situagdo em que isso acontece.

Imagine o leitor que esteja no comando de um avido que voa em linha reta para a
frente, indo para o norte, com a asa direita apontando para o leste e a esquerda
para o oeste. Imagine entdo que o leitor gire o avido de 90 graus para a esquerda
(isto €, uma rotagdo anti-horaria em torno do eixo vertical), voando agora portanto
para o oeste. Em seguida, imaginemos que o leitor continue a voar para o oeste
mas incline o avido de forma a baixar sua asa direita e erguer a esquerda de 90
graus (isto ¢, uma rotacdo anti-horaria em torno do eixo leste/oeste). Ao final,
teremos o avido voando para o oeste, com a asa direita apontando para o solo e a
esquerda para o céu.

Verifiquemos agora o que ocorre se executarmos exatamente as mesmas duas
rotacdes, porém na ordem inversa. Comecando com o avido voando para o norte,
se executarmos a rotacdo anti-horaria de 90 graus em torno do eixo leste/oeste, o
avido passard a voar na vertical, com a cabine voltada para o solo, com a cauda
apontando para o céu e a barriga para o sul. A asa direita continuara apontando
para o leste e a esquerda para o oeste. Se agora executarmos a rotagdo anti-horaria
de 90 graus em torno do eixo vertical, teremos o avido ainda voando para baixo,
mas com a asa direita apontando para o norte, a esquerda para o sul e a barriga
voltada para o leste.

Portanto, como se pode ver no exemplo acima, a ordem em que executamos as
rotacdes pode alterar completamente a orientacao final obtida. Isso significa que
para descrever a orientacdo de uma entidade, ndo ¢ suficiente fornecer os angulos
de rotagdo em torno dos eixos coordenados; € preciso também especificar a ordem
em que essas rotagdes devem ser executadas.

Mais uma vez, talvez pareca ao leitor que ndo ha qualquer problema. Num
primeiro momento, parece razoavel pensar que bastaria especificarmos uma ordem
padronizada para as rotacdes. Assim, para especificarmos a orientagdo de uma
entidade, forneceriamos os angulos de rotacao em torno dos eixos coordenados e
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estaria subentendido que primeiro devemos executar a rotacdo em torno de x, em
seguida em torno de y e finalmente em torno de z, necessariamente nesta ordem.

1.1.2 Representagao de orientagoes fixas

Examinemos, portanto, o que acontece se representamos a orientacdo de uma
entidade através de trés angulos representando rotacdes anti-horarias numa ordem
predeterminada em torno dos eixos coordenados.

Voltando ao nosso avido, imaginemos que, apos ler a se¢do anterior, tenhamos
resolvido fixar a ordem das rotacdes como sendo sucessivamente em torno dos
eixos sul/norte, leste/oeste e baixo/cima. (A discussdo seria exatamente a mesma
se tivéssemos chamado nossos eixos de x, y e z. Se o leitor preferir, pode pensar,
nos exemplos que se seguem, no eixo sul/norte como sendo o eixo x, no leste/oeste
como y € no baixo/cima como z).

Neste sistema de representagdo, para especificar a orientagcdo inicial “voando
para o norte com a asa direita apontando para o leste” forneceriamos trés angulos :
(01,08,8;) = (0,0,0). Essa seria a “origem” do nosso sistema de representacdo de
orientagdes, assim como o ponto (x,y,z) = (0,0,0) seria a origem de um sistema de
representacdo de posigdes.

Para especificar a orientagdao obtida ao final da primeira parte de nosso exemplo,
ou seja, voando para o oeste com a asa direita apontando para o solo, ndo
poderiamos usar os angulos do exemplo, pois nele executamos primeiro a rotagao
em torno do eixo vertical e em seguida a rotacdo em torno do eixo leste/oeste,
contrariando a ordem que escolhemos. Porém, se primeiro inclinarmos o avido
para a direita (rotagdo em torno do eixo sul/norte) para entdo aponta-lo para o
oeste (rotagdo em torno do eixo vertical) obteremos o mesmo resultado. Portanto,
para representar essa orientacdo usando a ordem que escolhemos, forneceriamos
os angulos (90,0,90). O leitor deve verificar que esta seqliéncia de rotagdes
efetivamente gera a mesma orientagdo final que a obtida antes.

Finalmente, para especificar a orientagdo obtida ao final da segunda parte do
exemplo, isto ¢, voando para baixo com a asa direita apontando para o norte, ndo
ha qualquer dificuldade, pois as rotagdes ja estdo na ordem correta, e
simplesmente usariamos os angulos (0,90,90).

Por enquanto, parece que tudo vai muito bem, e de fato podemos, sem grandes
dificuldades, representar qualquer orientagdo fixa utilizando este sistema. Se fosse
este nosso Unico objetivo, nosso problema provavelmente estaria resolvido de
forma satisfatoria.
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1.1.3 Representagao de orientagées mutaveis

Em muitas situagdes, porém, desejamos representar orientacdes que estdo
continuamente sofrendo pequenas alteragdes. Ao animarmos o movimento de um
avido, por exemplo, normalmente ndo desejamos saltar repentinamente entre
orientacdes fixas predeterminadas e sim alterar pouco a pouco a orientacdo do
avido, seja devido a uma pequena corre¢ao da rota, seja para executar de forma
suave uma grande corre¢ao da rota.

Neste tipo de contexto, a utilizacdo de angulos de Euler apresenta duas
dificuldades principais, que examinaremos a seguir.

1.1.3.1 Gimbal lock

Gimbal lock ¢ o0 nome dado a um fendmeno nao muito intuitivo (mas muito real)
com o qual se defrontam animadores que representam a orientacdo das entidades
em seu universo virtual utilizando angulos de Euler.

Ao invés de descrever o problema conceitualmente, comecemos por mostrar que
ele existe através de um exemplo.

Imaginemos que estamos modelando um avido voando inicialmente para o norte,
com a asa direita voltada para o leste. Suponhamos que o piloto comece a baixar o
nariz do avido aos poucos. Em nossa representagdo, isso significard uma rotacao
anti-horaria em torno do eixo leste/oeste, ou seja, o angulo correspondente
comecara a crescer. Se o piloto baixar o nariz do avido até que esteja voando
diretamente de encontro ao solo, ele tera executado uma rotagao de 90 graus, e
portanto sua orienta¢do neste momento serd representada por (0,90,0) e a barriga
do avido estara voltada para o sul.

Suponhamos agora que o piloto decida executar um parafuso, ou seja, girar o
avido em torno de seu eixo longitudinal. Como o avido estd indo para baixo, isso
significa girar em torno do eixo vertical, ou seja, se ele girar no sentido anti-
horario, a asa esquerda girara para o sul e a direita para o norte. Para que esta
rotacdo ocorra suavemente, o angulo de rotacdo vertical terd que aumentar aos
poucos, até completar a rota¢do total pretendida. Até aqui, ndo temos qualquer
problema : ap6s um giro de 90 graus, o avido estara na orienta¢do (0,90,90), com a
barriga para o leste, apds 180 graus em (0,90,180), com a barriga para o norte e,
finalmente, apds uma volta completa, terd voltado a (0,90,0), com a barriga
novamente voltada para o sul.

Digamos, porém, que uma vez indo para baixo, com a barriga para o sul, o piloto
decida, ao invés de executar um parafuso, girar o avido para a sua esquerda,
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apontando a asa esquerda para o céu, ou seja, uma rota¢ao anti-horaria em torno
do eixo sul/norte. Como executar esta rotacao de forma suave, incremental?

Inicialmente, parece razoavel supor que basta incrementar aos poucos o angulo
correspondente a rotacdo sul/norte. SO que isso ndo funciona, pois a rotacdo em
torno do eixo sul/norte €, em nossa convengao, executada antes da rotacdo em
torno do exito leste/oeste. Surpreendentemente, se incrementarmos a rotagdo
sul/norte também executaremos um parafuso. O leitor deve verificar que ¢
realmente esse o caso.

O fato ¢ que, enquanto mantivermos a rotacdo de 90 graus ao redor do eixo
leste/oeste, ndo ha qualquer mudanga nos outros eixos que possa nos levar a
alteragdes na orientacdo em torno do eixo sul/norte. Isso ndo significa que a nova
posicdo desejada nao tenha representagdo através de nenhuma combinagdo de
angulos de Euler; porém, enquanto o angulo de rotacdo leste/oeste permanecer em
90 graus, efetivamente perdemos um grau de liberdade de movimento e ha
orientacdes que nunca poderemos atingir. Essa ¢ a situa¢do chamada de gimbal
lock.

1.1.3.2 Evitando o Gimbal lock

Ou seja, uma vez que tenhamos nossa entidade em uma determinada orientagdo,
se desejamos gird-la um pouco mais, mesmo que seja em torno de um dos trés
eixos coordenados e ndo de um eixo arbitrario, ndo basta simplesmente
incrementar um pouco a rotagao do eixo correspondente, pois queremos executar a
nova rotacdo apds as rotacdes que ja foram previamente executadas.

Levando isso em conta, uma soluc¢do seria simplesmente guardar uma lista de
todas as rotagdes executadas sobre a entidade, na exata ordem em que foram
executadas. Porém, isso significaria guardar uma quantidade cada vez maior de
dados, e repetir toda a historia de rotagdes cada vez que quiséssemos orientar a
entidade. Confuso, ineficiente, € muito pouco pratico.

Outra solugdo seria representar diretamente a orientacdo através de uma matriz
de rotacdo com relacdo a posi¢do inicial e simplesmente multiplicar essa matriz
por cada nova rotacao aplicada a entidade. Em principio, isso funcionaria, e nao
exigiria o armazenamento de toda a historia de rotacdo, que estaria condensada em
uma sé matriz. Essa solu¢dao, porém, também apresenta problemas. Em primeiro
lugar, estamos usando uma matriz 3x3 para representar algo que so tem trés graus
de liberdade — ou seja, com certeza estamos guardando desnecessariamente
informacao redundante. Pior do que isso, as sucessivas multiplicacdes executadas
sobre a matriz inevitavelmente acumulam erros, fazendo com que a orientacao
final se distancie da pretendida ou, pior ainda, a transformacao representada pela
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matriz pode até mesmo deixar de ser uma rotagdo, distorcendo a entidade
representada. Este ultimo problema pode ser resolvido renormalizando-se
periodicamente a matriz que representa a orientacdo, mas isto acrescenta ainda
mais custo, complexidade e fontes de imprecisao.

Finalmente, poderiamos, a cada pequena rotacao, recalcular os trés angulos de
Euler que representam essa rotagcdo. O problema com essa solu¢do ¢ que os novos
angulos de Euler ndo estardo necessariamente relacionados de nenhuma forma
6bvia com os angulos antes da rotacdo. Como ja vimos antes, as vezes para girar
em torno de um eixo precisamos executar uma outra rotagdo prévia em torno de
outro eixo. Proximo aos pontos de gimbal lock haveria saltos ainda menos dbvios.
O que precisamos ¢ de um sistema de representagdo em que operagdes como “gire
ao redor do eixo tal” possam ser executadas de forma natural e automatica.

1.1.3.3 O problema da interpolagdo de orientagoes

A segunda dificuldade importante apresentada pela representagdo através de
angulos de Euler surge quando desejarmos interpolar entre duas orientacdes, isto
¢, produzir uma seqiiéncia de orientagdes intermediarias entre duas orientagdes
dadas.

Mesmo que ndo se incorra no problema de gimbal lock, ainda assim nao € dbvio
como fazer com que uma entidade execute uma transicdo suave entre duas
orientagoes.

Novamente, temos aqui uma situacdo bem diferente do caso da translacao
simples, na qual a interpolagdo, pelo menos no caso mais trivial, ¢ imediata. Se
desejamos que uma entidade se mova de forma suave entre duas posigoes
percorrendo uma linha reta, simplesmente interpolamos linearmente cada uma de
suas coordenadas, de forma independente, e o problema esta resolvido — teremos
produzidos tantas posi¢des intermedidrias quantas quisermos ao longo da linha
reta que liga as duas posicdes.

No caso de uma mudancga de orientacdo, se estivermos trabalhando com angulos
de Euler, no entanto, essa solu¢do nao gera resultados muito satisfatorios. A
interpolacdo aplicada sobre cada um dos angulos de rotacdo gerara rotagdes
independentes em torno desses eixos, ao invés de uma rotacao suave e natural em
torno do eixo desejado.

Como exemplo, consideremos o caso de nosso avido imaginario. Suponhamos
que, ao realizar uma animag¢ao de seu movimento, desejemos que ele execute uma
rotacdo da orientacao (0,0,0) até a orientacao (0,180,180).

A primeira orientacdo ¢ aquela que ja conhecemos, do avido voando de cabeca
para cima para o norte.
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A segunda, pode-se concluir facilmente, corresponde ao avido voando de cabeca
para baixo para o norte. Basta verificar que a rotacao de 180 graus em torno do
eixo leste/oeste deixa o avido voando de cabeca para baixo em direcdo ao sul, e a
posterior rotacao em torno do eixo vertical o coloca voando de novo em direcao ao
norte, mas ainda de cabega para baixo.

Se simplesmente utilizarmos uma interpolagdo linear entre (0,0,0) e (0,180,180),
produziremos orientagdes intermedidrias que parecerao muito pouco naturais. Para
virar de cabega para baixo, o avido poderia simplesmente girar 180 graus em torno
do eixo sul/norte. Com a interpolacgdo linear de (0,0,0) a (0,180,180), entretanto,
ele executara uma cambalhota estranha na qual girara simultaneamente em torno
dos eixos leste/oeste e do vertical. A orientagdo final sera a mesma, mas o
movimento intermediario ndo. O leitor deve procurar compreender a diferenca
entre as duas formas descritas de interpolar entre as duas orientagdes.

TransigOes entre outros pares de orientagdes utilizando interpolagdo linear dos
angulos de Euler em geral gerardo movimentos igualmente estranhos e
imprevisiveis.

1.1.3.4 A interpola¢do “natural” entre orientagoes

Isso nos leva a questdo : afinal, qual seria a forma “natural” de determinar
posicdes intermedidrias entre duas orientagdes? Em outras palavras, qual o
“caminho” que uma entidade deve seguir para transicionar suavemente de uma
orientagao para outra?

Para colocar melhor a questdo, examinemos o caso da interpolagao entre
posicdes. Se desejamos que uma entidade se mova suavemente de uma posi¢ao
para outra, devemos determinar uma seqiiéncia de posi¢gdes intermedidrias entre as
posigdes inicial e final. Porém, dadas duas posi¢des no espago tridimensional, ha
uma infinidade de curvas que as ligam. A entidade poderia mover-se de uma
posicdo a outra em zigue-zague, ou passando primeiro por uma outra posi¢ao
longinqua, ou através de outros caminhos arbitrariamente convolutos. No caso da
translacdo, a solucdo mais simples e imediata para o problema ¢ percorrer
simplesmente uma linha reta, sem que a entidade execute quaisquer desvios
“desnecessarios’.

No caso da transicdo entre duas orientagdes, desejamos, em principio, algo
semelhante, ou seja, que a transicdo ndo inclua voltas e cambalhotas que nos
parecam “desnecessarias” para chegar a orientagdo final. Como formalizar esse
conceito?

Felizmente, ha uma solu¢dao bastante natural para a questdo. Ela surge do fato
(demonstrado por Euler) que sempre ¢ possivel chegar de uma orientagdo a outra

Sergio C. de Biasi e Marcelo Gattass 25/2/2002



Quatérnio e Rotagdes 10

através de uma rotacdo simples, ao redor de um unico eixo. Logo, dadas duas
orientacdes, basta executarmos uma interpolacdo linear simples no angulo de
rotacdo em torno desse eixo, que sabemos que necessariamente existe, para
obtermos uma transi¢ao suave, unica (fora o sentido de rotagao) e sem “desvios”.

Esse eixo, porém, ndo ¢ necessariamente um dos eixos coordenados, e a
parametrizacdo da orientagdo através de angulos de Euler ndo leva, de forma
pratica ou natural, a realizacdo de rotacdo ao redor de eixos arbitrarios. Seria
desejavel encontrar uma parametrizacdo na qual a transi¢cao entre duas orientagdes
ocorresse naturalmente ao redor do eixo adequado e ndo seguindo um caminho
arbitrario.

1.2 Rotacgao ao redor de um eixo

A forma mais “natural” de expressar tanto orientacdes como rotagdes arbitrarias
seria, portanto, a especificacdo de um eixo e de um angulo de rotacdo. Porém,
como fazer para, a partir de um ponto no espago, um eixo dado e um angulo de
rotacdo, determinar a nova posicao do ponto apos sofrer a rotagdo especificada?

De forma mais precisa, seja um ponto no [° representado por um vetor
r=(r,,1,,1,). Seja py; uma rotagdo anti-horaria de um angulo 8 em torno de um
eixo que intercepta a origem definido por um vetor unitario n=(n,,n,,n,).
Desejamos determinar uma expressao para p(r), ou seja, para o vetor que
representa o ponto obtido apds aplicarmos a T a rotagdo p.

O problema pode ser resolvido decompondo ¥ em suas componentes normal 1, e
paralela 1, ao vetor n, aplicando a rotagdo separadamente a essas componentes €

somando os resultados. Para obtermos a magnitude da componente de 1 paralela
ao vetor n, basta realizarmos o produto escalar entre 1 e T.

Pensando assim, obtemos que

=l
I

=
+
o

= (i F)ii )

Y
1]
-
|
)
1]
-
|
~~
=11
=
=11

A componente T, naturalmente, permanece inalterada por uma rotagdo em torno
do eixo definido por 1, de forma que temos
- 2
p(1) =1 2)
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Portanto, o problema que nos resta ¢ determinar qual o resultado da rotacdo de
T, . Sabemos que, por definicdo esta rotagdo ocorrera num plano paralelo a 7, e
perpendicular a n. Logo, se definirmos o vetor v como

VEAXE, SAX(F-F)=AXT-AXf =AXF 3

teremos que n, 1, € v formardo um triedro direto, e em particular que 7, e Vv

serdo perpendiculares e estardo no plano onde ocorrera a rotagao. Além disso,
como 1 € unitdrio, v terd a mesma norma que . Portanto, ¢ imediato verificar

que “4)
p(T,) =(cosO)r; +(senB)v

Figura 1 : Rotacdo em torno de um eixo

Somando as componentes, encontramos que
p(F) =p(i +T.)
=p(1) +p(1y)
=1, +(cosO)r, +(senb)v
=(mF)n +(cosO)(r —(nTF)n) + (senB)(n xr)
=(mF)n +(cosB)r —(cosO)(n [F)n + (senB)(n X r)
= (c0s8)F + (1 - cosB)(7 [F) i + (senB)(f X T) ®)
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Desta forma, concluimos que o ponto resultante da realizacdo de uma rotagao
p(6,n) em um ponto 1 €
(6)

P(1)=(cosB) 1 + (1 —cosB)(nF)n +(senB)(n xr)
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2 Representacao de rotacoes em 3D com o uso de quatérnios

Como se pdde observar, a realizacdo de rotacdes em torno de eixos arbitrarios
leva a expressodes extensas € pouco intuitivas se operarmos diretamente com €ixos
cartesianos ¢ angulos. Os quatérnios nos fornecem um sistema de representagao
bem mais adequado para operar sobre rotagdes.

2.1 Rotacées em 2D e numeros complexos

Sob varios aspectos, os quatérnios podem ser encarados como uma
generalizacdo, no espago tridimensional, do que os nameros complexos
representam para o espago bidimensional. Portanto, comegaremo por relembrar
algumas caracteristicas dos niimeros complexos.

Um numero complexo ¢ definido através de dois pardmetros, numeros reais
usualmente chamados de a e b. O pardmetro a ¢ chamado de parte real do nimero
complexo, e o parametro b, de parte imagindria. A unidade dos numeros
imaginarios, ou seja, o numero complexo (0,1), ¢ normalmente chamada de i.
Portanto, outra forma de representar um niimero complexo ¢ da forma (7)

c=atbi

As propriedades de adigdo e multiplicacdo dos nimeros complexos sdo definidas
de tal forma que, entre outras propriedades importantes, eles podem ser utilizados
para representar rotacdes no plano.

Como cada numero complexo ¢ dado por dois parametros, podemos interpreta-
los como coordenadas cartesianas planas. Dessa forma, o parametro a corresponde
a coordenada x e o parametro b a coordenada y. Podemos, portanto, pensar em um
nimero complexo como um vetor no plano.

Uma outra forma de representacdo, que sera importante ao operarmos com
rotacdes, ¢ a forma polar, na qual um vetor ¢ descrito através de sua norma
(comprimento cartesiano) e € de seu deslocamento angular (rotacdo anti-horaria
em torno da origem a partir do eixo dos x).

Em resumo, podemos pensar em um numero complexo como uma soma
algébrica de um nimero real com um nimero imaginario, na forma a+bi, como
um vetor cartesiano (a,b) ou como um vetor polar (r,0).
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A soma de dois nimeros complexos ¢ dada simplesmente pela soma vetorial
cartesiana, componente a componente, com a qual estamos acostumados, ou seja :

a1+b1i + 3,2+b2i =ata, + (b1+b2)i (8)

Isto ¢ exatamente 0 mesmo que dizer que
(a1, br) + (az, by) = (artay bitby) ©)

J& a multiplica¢do, porém, tem a seguinte propriedade : quando multiplicamos
dois nimeros complexos, obtemos um vetor cuja norma € o produto das normas
dos vetores sendo multiplicados e cujo deslocamento angular ¢ a soma dos
deslocamentos angulares de cada vetor. Em coordenadas polares, isso ﬁiﬁlta
simplesmente que :

(11, 0)) (12, 8;) = (1112, 6,16,)

A propriedade dos deslocamentos angulares se somarem significa que podemos
pensar na multiplicacdo entre dois complexos como uma operacao de rotagao. No
caso de um complexo com norma unitdria, teremos a representagdo de uma
rotagdo pura, que numa operagao de multiplicacdo alterard apenas a orientacao de
um outro vetor sem modificar sua norma. Em particular, o imagindrio puro i, que
corresponde ao vetor polar (1,90), representara sempre uma rotagdo anti-horaria de
90 graus em torno da origem.

Examinemos um exemplo concreto. Se multiplicamos o vetor cartesiano (1,1),

que corresponde ao vetor polar (+/2,45), pelo vetor cartesiano (0,1), que
corresponde ao vetor polar (1,90), obteremos, pelo enunciado acima, o vetor polar
(v/2,45)(1,90) = (/2 ,90+45) = (4/2,135), que corresponde ao vetor cartesiano (-
1,1). Este resultado pode ser pode ser interpretado tanto como o vetor cartesiano
(1,1) rotacionado de 90 graus no sentido anti-horario quanto como o vetor (1,0)

escalado por um fator de +/2 e rotacionado de 45 graus no sentido anti-horario.
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1,1

Figura 2 : Rotacdo com complexos

De fato, ¢ facil verificar que como tanto a multiplicagdo de normas quanto a
soma de angulos de rotacdo plana sdo comutativas, entio a multiplicagdo de
nimeros complexos ¢, conseqiientemente, sempre comutativa, como pudemos
observar no exemplo acima.

Como realizar tais operagdes de forma algébrica, operando diretamente sobre as
coordenadas cartesianas?

Se realizarmos a multiplicacdo entre dois complexos da forma algébrica usual,
obteremos que

(ar+bii)(aytbyi) =
a;a, + a;byi + byia, + byibsi =

a2, + (a;by + a3b))i + bybyi’

(1)

~ 7 2 . ..
A questao ¢ : o que fazer com o termo i” que surgiu? Qual o seu significado?

Como queremos fazer valer as propriedades previamente enunciadas para a
multiplica¢do, entdo somos obrigados a concluir que i’ devera calculado como a
multiplicagdo do vetor cartesiano (0,1) por si mesmo. Isso significa multiplicar o
vetor polar (1,90) por si mesmo, cujo resultado ¢ (1,180). Voltando as coordenadas
cartesianas, verificamos que obtivemos o vetor (-1,0). Em outras palavras, o
numero i, ao operar uma rotagao de 90 graus sobre o vetor (0,1), produz o vetor (-
1,0). Ou seja, concluimos que (12)

i=-1

Com base nisso, podemos agora escrever a expressao final para a multiplic%%%()) :

(a;tb;i)(ayth,i) = (aja,-biby) + (a;by + asb))i
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Com estas definicdes para as operagdes envolvendo numeros complexos,
podemos representar e operar sobre orientacdes e rotagcdes bidimensionais de
forma pratica e automatica.

2.2 Generalizando os numeros complexos

Apresentada esta solucdo para o problema de rotacdo bidimensional, pode
parecer que nao seria muito dificil construir um sistema semelhante para o
tratamento de rotacoes tridimensionais.

Infelizmente, porém, a generalizacio dos complexos para o espago
tridimensional ndo ¢ tdo imediata e exigiu muito esforgo até ser concebida.

Talvez um dos principais impecilhos tenha sido o fato de que parece intuitivo
imaginar que uma tal generalizacdo se basearia em trés parametros, ou seja, no
acréscimo de um parametro extra para a dimensao extra acrescentada.

No entanto, embora apenas um grau de liberdade tenha sido acrescentado a
translacdo, o impacto disso sobre as possibilidades de rotagdo ¢ bem mais forte.

O fato ¢ que, num mundo bidimensional, existe apenas um grau de liberdade de
orientacdo, isto ¢, o que corresponde a rotacdo em torno da origem. Ao
parametrizar uma rotacao, precisamos especificar apenas seu angulo, pois o eixo ¢
obrigatoriamente o perpendicular ao plano considerado. Portanto, quando
acrescentamos a terceira dimensao, ganhamos nao um mas dois graus de liberdade
de rotagdo, que precisam, para serem representados de forma similar a dos
complexos, de uma unidade imaginaria cada um.

O resultado ¢ que a generalizacdo dos complexos para o mundo tridimensional
usa naturalmente ndo trés mas quatro parametros e ¢ correspondetemente
constituida por nimero chamados de quatérnios.

2.3 Quatérnios

Os quatro parametros que definem um quatérnio sdo niimeros reais usualmente
chamados de a, b, ¢, e d.

De forma similar aos nimeros complexos, os quatérnios possuem uma parte real
e uma imaginaria. Ao contrario dos complexos, porém, os quatérnios apresentam
trés componentes diferentes para sua parte imaginaria, as quais chamaremos de i, j
e k.
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Um quatérnio, portanto, ¢ um numero da forma q = (ab,c,d) ou,
equivalentemente,

q = atbit+cj+dk (13)

Podemos também expressar um quatérnio de forma ainda mais condensada
dizendo que q=(s,v), onde s ¢ um escalar que representa sua parte real e v =

(Vy,Vy,V;) € um vetor de trés componentes que representa sua parte imaginaria.

As propriedades de i, j e k sdo generalizagdes das propriedades do i dos
complexos. As definigdes que levam as propriedades desejadas exigiram,
historicamente, muita reflexdo antes de serem adequadamente formuladas, e sdo

apresentadas a seguir.
De forma similar aos complexos, temos que
14

Porém, ao contrario dos complexos, precisamos lidar também com
multiplicagdes entre imaginarios de natureza diferente. Isso € resolvido definindo
que

ij=k (15)
ji=-k
Da definicao acima, ¢ facil verificar que (16)
ij=k=ijk=kk = ijk=-1 =iijk=-i= -jk=-i= jk=1i
Assim como que
a7)

jk=i=jki=ii= jki=-1=jjki=-j = -ki=-j > ki=|

Observe-se que o produto de dois quatérnios, ao contrario dos complexos, nao ¢
comutativo, como alids seria de se esperar, j4 que as rotagcdes tridimensionais, ao
contrario das planas, ndo comutam.

A soma de dois quatérnios ¢ simplesmente a soma algébrica usual componente a
componente.
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A relevancia dos quatérnios reside em sua operagdo de multiplicagdo. A partir
das defini¢des acima, podemos verificar que, dados dois quatérnios q; € qp, seu
produto sera :

q192 = (a;tbjite jtdK)(arthritesjtdk) =

= a;(a2+bgi+02j+d2k) + b]i(a2+b2i+C2j+d2k) +
cij(artbritejtdk) + dik(artbsitesjtdok) =

= a1a2+ a1b2i+ Cl]ng+ Cl]dgk + b1i612+ b]ib2i+ b]iC2j+ b[idgk +
C]ja2+ C]jb2i+ C1j02j+ C]jdgk + d1k612+ d]kbgl + d]kC2j+ d]kdgk =

=aq;a,t b1b2i2+ C]ng2+ d1d2k2 + (ljbgi + a1c2j+ a1d2k + b[(lgi =+
c,agj + d1a2k+ b]Cgij+ b]dgik + C]bgji+ C]dgjk + d]bgki + d]Cgkj =

=aja;—(biby + cic + didy) + ay(bai + coj+ doK) + ax(bii+¢jj +
d]k) + b]Cgk — b[dgj — C]b2k+ C]dgi + d]bgj — d]Cgi =

=aa;—(biby + cic; + didy) + ai(bai + cojt dok) + ax(bii +¢fj +
d]k) + (C]d2 — d]Cg)i + (d]b2 — b[dg)j + (b]Cg — C]bg)k

(18)

Coletando os termos obtidos acima e expressando o resultado em termos de

produtos escalares e vetoriais, podermos escrever esta formula como
(19)

q,d; = (81, V,)(8,,V,) = (8,8, =V, ¥, 8,V, +5,V, +V, XV,)

O conjugado de um quatérnio q =(s,v) ¢ representado por q e definido como

q=(s,-%) (20)

O inverso de um quatérnio q é representado por q" e definido como o quatérnio
tal que 21

qq' =q'q=1

A magnitude de um quatérnio ¢ obtida através do produto do quatérnio por seu
conjugado :

)’ =97 = (5, 9)(5,~) = (s> =V, =5V +sV + VX —V) =

=(s*+v3,0)=s> +[|’ (22)
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2.3.1 Representagao e composicao de rotagoes

Dadas essas defini¢des, passemos agora a descrever como os quatérnios podem
ser usados para representar rotagdes.

O ponto t=(r,r,r,) sobre o qual queremos executar uma rotacdo sera

x2ty>

representado por um quatérnio p =(0,7) com parte real nula.

A rotagdo que aplicaremos sobre o ponto T serd representada por um quatérnio
unitario q =(s,V), isto €, um quatérnio q tal que qq =1.

Passaremos agora a demonstrar que o resultado da rotacdo de p por q podera ser
obtido através da expressao

_ 23
R, (p)=qpq” 23
Como q ¢ unitario, temos que o inverso de q € seu conjugado, pois
__ o= 4 (24
qq=1=9q qq=q9 =q=q
Logo, a expressdo de rotacdo pode ser escrita como
(25)

R, (p) =apq

Expandindo esta expressao, obtemos :
arq =
(s,v)(0,1)(s,~V) =
(s,9)(0s —F [V, =0V +Sf + T X —V) =
(s,9)(F 3, st —FxV) =
(s(F ) = VST —T X V), s(ST —TXV) +(F F)V+VX (ST T XV)) = (24)
(s(f ) -V 3F —V{-T X V), $°T —ST XV + (F )V + VXSF + VX (-F X V) =
(sEF)-s(T@F)+ VAT XV), s’T+sVXT+(FF)V+sVXT+VX(VXT) =
(VT XV), $2F +(F )V +2sV X T + (v F)v - (VI)T =

(0, $°F — (V)T + 2(V [F)V + 25V X T)

Observacao : na dedugdo acima, utilizamos as identidades a seguir :
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(25)
ax(bx¢)=(aE)b—(ab)

Por outro lado, como q =(s,V)¢é unitario, temos que s’ +|Y/|2 =1. Isso significa
que sempre existe um angulo O tal que s=cosO ¢ |V|=sen9. Logo, sempre
podemos escrever q como

(26)

q=(s,v) =(cosH, senb n), |ﬁ| =1

Se substituirmos agora esta interpretacao de q na expressao obtida anteriormente
para o resultado da rotagdo, obteremos

0, s’T—(VEI)T +2(VF)V+2sV XT) =

(0, (cos® B)T — (senBn [3enBn)T + 2 (senBn [F)sendn + 2 cos B (senBn) X T) =

(0, (cos® ©)T —(sen’01 @) + (2sen’0) (i (F)n + (2cos BsenB)n X T) =

(0, (cos” B)T — (sen’0)r + (1 - cos20) (i F) 1 +(sen20) i X T) = 27
(0, (cos> B—sen’0)t + (1 —cos20) (A [F)n + (sen20)n X 1) =

(0,(cos20)t + (1 —cos20)(n [F)n +(sen20)n x 1)

Observacao : na deducao acima, utilizamos as identidades a seguir :
=’
cos’ B —sen’0 =cos26
2sen’0 = (1 — cos 20)

2 cosBsenb =sen20

(28)

Se compararmos agora a parte imaginaria da expressao obtida acima com a que
derivamos ao final da secdo 1.3 para a rotagao em torno de um eixo, verificamos
que sdo exatamente idénticas com exce¢do do fator 2 associado ao angulo 6.

Isso significa que se desejamos aplicar a um ponto T uma rotag¢do anti-horaria de
um angulo 0 ao redor do eixo definido pelo vetor unitario i, podemos resolver a
questdo com quatérnios do seguinte modo :

* Represente r pelo quatérnio p = (0,7)

* Represente a rotacao desejada pelo quatérnio q = (cos(8/2), sen(8/2) 1)
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* Realize a operagdo R (p) = qpq

» A parte real do resultado serd zero e a parte imaginaria conterd o resultado
da rotacao

Essa pode parecer, a principio, uma forma tortuosa de obter o mesmo resultado.
Porém, examinemos o que ocorre com a composicdo de duas rotagoes.
Suponhamos dois quatérnios q; e o representando duas rotacdes distintas.
Aplicando sobre um ponto p a rotagdo composta de q; seguida de q, obteriamos

_ __ (29)
R, (R, () =R, (q,pq,) =9,9,p9,9, =45Pq,
Por outro lado, temos que
A3 4,9, =(8,,V,)(81,V)) (8,8, =V, V,, 8,V +8,V, +V, XV,) =
G5 = (8,8, =V, V,, =8,V, =8V, =V, XV,) (30)

= (8,8, = V,V,,7 8,V T8V, +V, XV,)

Qs =q,q, =(8,,7V)(85,7V,) = (8,8, =V V,,= 8,V, =8, V, +V, XV,) =

Isto significa que a rotagdo composta pode ser representada diretamente por q; =
921, j& que

4, =9; = 9q;pq, =9q;pq; =Ry;5(p) 31

Portanto, com essa parametrizagdo, obtemos uma grande vantagem : a
composi¢ao de rotagdes ¢ realizada naturalmente pela prépria algebra dos
quatérnios. Se dispomos de dois quatérnios unitdrios que representam duas
rotagdes de angulos diferentes em torno de eixos distintos, e desejamos encontrar
uma representacao para a rotacao que resulta da composicao dessas duas rotagoes,
basta multiplicarmos os dois quatérnios. Como resultado, obteremos
automaticamente um novo quatérnio unitario cuja parte imaginaria sera um vetor
na direcdo e sentido do eixo da rotagdo resultante e a parte real o cosseno do
angulo de rotacdo. Desse modo, estaremos sempre descrevendo nossas rotacoes da
forma “natural” (e nica salvo o sentido de rota¢do) que buscavamos.

Para ilustrar esse fato, voltemos ao nosso exemplo da orientagdo de um avido.
Resolvamos, agora com quatérnios, o exemplo em que o piloto, inicialmente
voando para o norte, primeiro realiza uma rotacdo de 90 graus em torno do eixo
leste/oeste (voltando o nariz para o solo) e depois outra de 90 graus em torno do
eixo sul/norte (voltando a asa esquerda para o céu).
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A primeira rota¢do sera representada pelo quatérnio
q, =(c0s(90/2), sen(90/2)(0,1,0)
=(2/2, (+/2/2)(0,1,0)) (32)
=(v2/2,(0,(+/2/2),0))

E a segunda rotagdo pelo quatérnio
q, =(cos(90/2), sen(90/2)(1,0,0)
=(2/2, (\2/2)(1,0,0)) (33)
=(2/2, (}2/2),0,0))

A rotagdo composta, portanto, sera
qs =
Qq1 =
(V2 12, (72 12), 0, 0))(~2 /2, (0, (v/2 /2), 0)) =
(N2 12)(N2 12) = (N2 12), 0, 0)(0, (V2 /2), 0), (/2 /2)(0, (N2 /2),
0) + (V2 /2)((V/2 /2), 0, 0) + ((+2 /2), 0, 0)%(0, (<2 /2), 0)) =
(V2 — (0+0+0), (0, Y4, 0) + (%4, 0, 0) + 14(1,0,0)%(0,1,0)) =
(Va, (a, Y5, 0) + 14(0,0,1)) =
(Ya, (Ya, Y4, 0) + (0,0, ¥5)) =
(s, (s, s, ) G4

Isso corresponde a uma rotagao anti-horaria de © = 2arccos(2) = 120 graus em
torno do eixo definido pelo vetor (2, Y4, 2).

Para conferir que esta rotagdo simples em torno de um unico eixo realmente
corresponde a composi¢do das duas rotacdes dadas, vamos aplicé-la a0 nosso
avido. Suponhamos um ponto na asa direita do avido, com ele voando em sua
orientacdo inicial, voltado para o norte. Imaginemos que esse ponto ocupe a
posicao 1, =(10,-5,0), ou seja, a dez unidades a norte da origem, cinco para o
leste e a zero de altura. Ja sabemos que apos as duas rotagdes, o avido devera estar
voando para o oeste, com a asa direita apontando para o solo, ou seja, com
i, =(0,10,-5).

Aplicando a rotacdo deduzida acima sobre 1,, obtemos :
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q3(09f1)Q3 =
(2, (2, 2, 2))(0, (10,-5,0))("2, ("2, 2, 2)) =
(1/29 (1/29 1/2: 1/2))(0 + (109'590)K|1/29 1/29 1/2)9 O + 1/2(109'590) - (10,-5,0)X(1/2, 1/29 1/2))

(Y, (Ya, Yo, Yo))((510 — 45+ 0), (Y410, —145, 0) — (445 — 0, 0 — 1410, 410 — (—
25))) =

(Yo, (o, Yo, V) (45, (1210, 145, 0) — (-%45, —%410, 1415)) =

(Y, (Y5, Y5, )NS5, (415, 145, —415)) =

(V45 — (5, 5, Vo) 0415, 165, —415), Va(415, 155, V415) + Ya5(%4, Y, Vo) +

(Y, Yo, Vo) X(%415, 145, —415) =

(Va5 — (Val5 + Y45 — V4l5), (Y415, Y45, —V415) + (Y45, V45, V45) +

(V415 — V45, Val5 — (-V415), Va5 — Val5) =

(Va5 — V45, (4420, Y410, —Y410) + (—420, %30, —/410)) =

(0, (0, %40, —/420)) =

(0, (0, 10, -5)) (35)

Ou seja, simplesmente multiplicando quatérnios, somos capazes de descobrir a
parametrizagdo em coordenadas “naturais” da composi¢do de um numero
arbitrario de rotagdes e de aplicar essas rotacdes a pontos dados. Dessa forma, para
representar a orientacao de uma entidade, precisamos de somente um quatérnio.

Mais do que isso, estamos livres também do problema de gimbal lock. Nao
existem eixos preferenciais ou perda de graus de liberdade nesta parametrizagao.
A partir de qualquer rotagdo ou posi¢do, podemos aplicar qualquer outra rotagao,
sem restri¢des.

2.3.2 Interpolagao de orientagoes

Podemos agora retornar a questdo da interpolacdo de orientagcdes. Dadas duas
orientagdes, representadas por um quatérnio cada uma, como determinar os
quatérnios que representam uma seqiiéncia de orientagdes intermediarias?

Poderiamos, ingenuamente, imaginar que seria suficiente executar uma
interpolagao linear entre os dois quatérnios, componente a componente. Esse
procedimento, porém, ndo gera o resultado desejado. E facil verificar que é esse o
caso através de um exemplo.
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Voltando ao nosso avido, imaginemos que desejamos iniciar a interpolacdo na
orientacdo inicial de “voando para o norte com a barriga para o solo”, que ¢
atingida através de uma rotacdo de zero graus em torno de qualquer eixo, e
portanto representada pelo quatérnio

. (36)
g = (cos(0/2), sen(0/2) 1) = (1, (0,0,0))

e terminar na orientagdo ‘“voando para o norte com a barriga para o céu”, que ¢
atingida através de uma rotacdo de 180 graus em torno do eixo sul/norte, e
portanto representada pelo quatérnio

qz = (cos(180/2), sen(180/2)(1, 0, 0)) = (0, (1, 0, 0)) (37)

Para determinar um unico quatérnio intermedidrio por interpolagdo linear, basta
tomar a média dos dois quatérnios, isto &,

45 = Ya(ara2) = YA( (1, (0,0,0)) + (0, (1, 0,0)) ) = (%, (5, 0,0)) 3

E imediato verificar que o quatérnio q; ndo ¢ a orientagdo que desejamos. Na
verdade, o quatérnio encontrado sequer atende ao requisito para representar uma
rotacdo, pois ndo € unitario. De fato, se calculamos sua norma, verificamos que

|q3|2 = () + (A + 07+ 02): Vat+tVa=Y%= |q3| =152 39)

Qual a causa disso? Examinando a questdo com mais cuidado, verificaremos que
o subconjunto dos quatérnios que representa rotagdes, por ser todo formado por
quatérnios unitarios, define uma hiperesfera (generalizacao da esfera para quatro
dimensdes) de raio unitario, assim como o subconjunto dos complexos que
representam rotacdes define um circulo.

Se desejassemos interpolar entre as orientacdes planas representadas por dois
complexos de forma a obter orientacdoes intermediarias, ndo poderiamos
simplesmente executar uma interpolagdo linear componente a componente, pois
estariamos percorrendo uma reta secante ao circulo unitario que contém todos os
complexos que representam rotacdes. Para obter o resultado desejado, deveriamos
executar a interpolacdo ao longo do circulo, dividindo o arco intermediario em
segmentos de comprimento igual.
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Eixo imaginario

Todos os complexos
que representam rotagdes

->

Eixo real

A B

Uma interpolagao linear O correto é realizar

simples percorreria uma interpolagéo ao longo

Figura 3 : Interpolacdo entre orientagdes com complexos

Com isso, esbarramos em outra questdao : ao contrario da interpolagdo linear, ha
dois ‘“‘caminhos” igualmente validos para realizarmos a interpolacdo, pois
podemos percorrer o circulo tanto no sentido horario como no anti-horario e em
ambos os casos chegaremos a orientagdao final desejada. A escolha natural ¢
escolher o caminho mais curto (que correspondera ao menor angulo de rotagdo)
mas ¢ preciso escolher um dos dois. Mesmo assim, ha o caso limite das duas
orientagdes ocuparem posi¢des diamentralmente opostas no circulo e portanto os
dois caminhos terem igual comprimento; nessa situacdo, ndo hd uma escolha
“natural” por um ou por outro e somos obrigados a selecionar arbitrariamente um
dos dois. Em termos concretos, essa situacdo surge quando queremos girar uma
entidade de 180 graus; podemos girar tanto no sentido anti-horario como no
horario que obteremos o mesmo resultado com o mesmo “esfor¢o”.

Toda essa discussdo se generaliza, sem grandes mudangas, para o caso dos
quatérnios e rotagdes tridimensionais. Ao executar uma interpolacdo entre dois
quatérnios que representam rotagdes, devemos procurar o caminho mais curto
sobre a superficie da hiperesfera unitira que contém todos os quatérnios que
representam rotacgoes e dividi-lo em segmentos de comprimento igual.

Executar a operagdo acima ndo ¢ tdo complicado como possa parecer. Em
primeiro lugar, devemos determinar a distancia angular entre os dois quatérnios na
superficie da hiperesfera. Como ambos sdo unitarios, o produto escalar dos dois
produzira o cosseno do angulo :

q:[d, = cosQ = Q = arccos(q,[q,) (40)
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A expressdo para o quatérnio que corresponde a uma posi¢do angular
intermediaria O entre q; e @, ou seja, com um deslocamento entre zero ¢ Q com
relagdo a q, ¢ dada por

sen(Q —0) N sen@

SN senQ ? senQ (41)
Substituindo 0 por uQ, onde u[1[0,1], obtemos
sen(l1-u)Q sen(uQ
ER Sl *tq, (ut) 42)

senQ senQ

A expressdo acima, que damos sem demonstragdo (embora esta ndo seja dificil
de realizar), produz um quatérnio que esta a uma fra¢do u do caminho entre q; €

9.
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3 Uma implementacao em C das operagdées com quatérnios

3.1 Descricao da biblioteca

Nesta biblioteca, escrita em C, implementamos rotinas que permitem a realizacao
de todas as operacdes descritas neste trabalho. O usuario precisa apenas incluir o
arquivo cabegalho “quat.h” e podera usar qualquer das fun¢des da biblioteca. Foi
incluido também um pequeno programa de demonstracdo que resolve as contas
apresentadas ao final da se¢do 2.4.1.

A biblioteca define e ulitiza trés tipos basicos : um para conter quatérnios, dados
pelos seus quatro parametros usuais, um para conter rotacdes sob a forma de
angulo em graus e eixo de rotacao (descrita no trabalho e utilizada, por exemplo,
pelo OpenGL) e, finalmente, um tipo que contém uma posi¢ao, em coordenadas
cartesianas, no espago tridimensional.

quatAdd retorna a soma de dois quatérnios.

quatSub retorna a diferenca de dois quatérnios.

quatScale retorna o produto de um escalar por um quatérnio.
quatMult retorna o produto de dois quaternios.

quatConj retorna o conjugado de um quatérnio.

quatNorm calcula a norma de um quatérnio.

quatNormalize normaliza um quatérnio (isto &, aplica a ele uma escala tal que
ele se torne unitario ou retorna o préprio quatérnio se sua norma for zero).

quatlnv calcula o inverso multiplicativo de um quatérnio (isto €, retorna o
quatérnio que multiplicado pelo quatérnio dado resulta no valor real 1 ou o préprio
quatérnio se sua norma for zero).

quatLinearInterpol retorna um quatérnio intermedidrio entre dois quatérnios
dados, obtido por interpolacdo linear simples componente a componente e situado
a uma fracdo dada (entre 0 e 1) da distancia linear entre os dois. Essa fungao,
apesar de disponibilizada ao usuario, foi implementada basicamente para uso
interno pela biblioteca.

quatDot retorna o produto escalar entre dois quatérnios.

quatAngularInterpol retorna um quatérnio intermediario entre dois quatérnios
dados, obtido por interpolagdo angular sobre a hiperesfera unitaria e situado a uma
fragdao dada (entre 0 e 1) da distancia angular entre os dois.
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quatToReotation retorna a rotacdo codificada por um quatérnio.

quatFromRotation retorna o quatérnio correspondente a uma rotagao.

quatToPosition retorna a posi¢ao correspondente a um quatérnio.

quatFromPosition retorna o quatérnio correspondente a uma posicao.

quatCompose retorna a rotagcdo correspondente a composicao de duas rotacdes

sucessivas.

quatRotate retorna a posicao correspondente a aplicagdo de uma rotagao dada

sobre uma posi¢ao dada.

3.2 Listagem da biblioteca

3.2.1 Arquivo quat.h

/* quat.h */

/* Copyright (c) 2001 Sergio Biasi

<sbhi asi @bi asi .con» */

/* Distribution and use of this is completely free */

#i fndef _QUAT_H_ | NCLUDED
#define _QUAT H_I NCLUDED_

typedef struct

doubl e s;

doubl e vx;

doubl e vy;

doubl e vz;
} quat _t;

typedef struct

{
doubl e theta;
doubl e nx;
doubl e ny;
doubl e nz;

} quat _rot_t;

typedef struct

doubl e x;
doubl e vy;
doubl e z;

} quat _pos_t;
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quat _t quat Add(quat_t ql, quat_t q2);

quat _t quat Sub(quat _t ql, quat_t q2);

quat _t quat Scal e(doubl e s, quat_t ql);

quat _t quatMilt(quat_t ql, quat_t q2);

quat _t quat Conj (quat _t q);

doubl e quat Norm(quat _t q);

quat _t quatNornmalize(quat_t q);

quat _t quatlnv(quat_t q);

quat _t quatLinearlnterpol (quat_t ql, quat_t q2, double t);
doubl e quat Dot (quat _t g1, quat_t q2);

quat _t quat Angul arl nterpol (quat _t ql, quat_t g2, double u);

quat _rot _t quat ToRotation(quat_t q);
quat _t quat FronRot ation(quat _rot _t r);

quat _pos_t quat ToPosition(quat_t Qq);
quat _t quat FronPosi tion(quat _pos_t p);

quat _rot _t quat Conpose(quat _rot _t rl, quat_rot_t r2);
guat _pos_t quatRotate(quat_pos_t p, quat_rot_t r);

#endif /* _QUAT_H_I| NCLUDED */

3.2.2 Arquivo quat.c

/* quat.c */

/* Copyright (c) 2001 Sergi o Biasi <sbiasi @biasi.conp */
/* Distribution and use of this is conpletely free */

#i ncl ude <mat h. h>

#i ncl ude "quat. h"

const double halfpi = 1.57079632679489661923132169164;
const doubl e epsilon = 0.000001;

/* Sum of two quaternions */
quat _t quat Add(quat _t ql, quat_t q2)

{
quat _t qr;
qr.s = gql.s + g2.s;
qr.vx = gl.vx + Q2. vX;
qr.vy = ql.vy + g2.vy;
qr.vz = ql.vz + g2.vz;
return gr;

}

/* Difference of two quaternions */
quat _t quat Sub(quat _t qgl, quat_t q2)
{
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quat _t qr;
qr.s = gql.s - g2.s;
qr.vx = gl.vx - Q2. VX;
qr.vy = ql.vy - g2.vy;
qr.vz = ql.vz - g2.vz;
return gr;
}
/* Product of a quaternion and a scalar */
quat _t quat Scal e(doubl e s, quat_t ql)
{
quat _t gr;
qr.s = s * gl.s;
gr.vx = s * ql.vx;
qr.vy = s * ql.vy;
qr.vz =s * ql.vz,
return gr;
}
/* Product of two quaternions */
quat _t quatMilt(quat_t ql, quat_t q2)
{
quat _t qr;
qr.s = gql.s*q2.s - ql.vx*g2.vx - ql.vy*g2.vy - ql.vz*q2.vz;
qr.vx = gl.s*g2.vx + g2.s*ql.vx + gl.vy*q2.vz - ql.vz*Q2.vy;
qr.vy = gl.s*qg2.vy + g2.s*ql.vy + ql.vz*qg2.vx - Ql.vx*Q2.vz;
qr.vz = ql.s*qg2.vz + ¢g2.s*ql.vz + gl.vx*q2.vy - ql.vy*qg2.vx;
return qr,;
}
/* Conjugate of a quaternion */
quat _t quat Conj (quat _t Q)
{
quat _t gr;
qr.s = (d.s;
qr.vx = -d.VX;
qr.vy = -d.Vy;
qr.vz = -q.vz;
return gr;
}
/* Norm of a quaternion */
doubl e quat Nor m(quat _t Q)
{
return sqrt(q.s*g.s + g.vx*q.vx + Qq.vy*q.vy + (.vz*q.vz);
}
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/* Normalize a quaternion */
/* (or return the original quaternion if its normis zero) */
quat _t quat Normal i ze(quat _t Q)

doubl e norm

if( (norm= quatNorm(q)) == 0.0)
return g;

return quatScale(1.0 / norm Qq);
}

/* Multiplicative inverse of a quaternion */
/* (or return the original quaternion if its normis zero) */
quat _t quatlnv(quat_t q)

doubl e norm

if( (norm= quatNorm(q)) == 0.0)
return g;

return quat Scale(1.0 / norm quatConj(q));
}

/* Linear interpolation of two quaternions */
quat _t quatLinearlnterpol (quat_t ql, quat_t g2, double t)
{

}

return quat Add(quat Scal e((1.0 - t), qgl), quatScale(t, q2));

/* Dot (scalar) product of two quaternions */
doubl e quat Dot (quat _t ql, quat_t q2)
{

}

return sgrt(ql.s*g2.s + gl.vx*g2.vx + gl.vy*q2.vy + gl.vz*q2.vz);

/* Angul ar interpolation of two quaternions */
quat _t quat Angul ar I nterpol (quat _t g1, quat_t g2, double u)
{

doubl e cosonega;

doubl e si nonega,;

doubl e onega;

doubl e s1, s2;

i f ( quat Nor m( quat Sub(ql, g2)) > quat Nor m( quat Add(ql,g2)) )
g2 = quatScal e(-1, q2);

cosonega = quat Dot (ql, q2);

if( (1.0 - cosonega) < epsilon)
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return quatLinearlnterpol (g1, g2, u);

if( (1.0 + cosonega) < epsilon)

quat _t qg2a;

g2a.s = -(Q2.VX;

g2a.vx = ¢2.s;

q2a.vy = -02.vz;

gq2a.vz = (g2.Vy;

sl sin( (1.0 - u) * halfpi );

s2 sin( u* halfpi );

return quat Add(quat Scal e(s1, gl), quatScal e(s2, g2a));

onega = acos(cosomega);
si nomega = sin(onega);

sl
s2

sin( (1.0 - u) * onega ) / sinonega;
sin( u* onmega ) / sinonega;

return quat Add(quat Scal e(s1, qgl1), quatScal e(s2, g2));

/* Recover a (theta,n) rotation froma quaternion */

/* theta is the angle of counter-clockw se rotation in degrees */
/* nis a vector for the axis of rotation */

quat _rot _t quat ToRotation(quat_t q)

{

quat _rot_t rr;

rr.theta = (acos(q.s)*180)/ hal fpi;

rr.nx = q.vx;
rr.ny = q.vy,;
rr.nz = q.vz;
return rr;

/* Encode a (theta,n) rotation in a unit quaternion */
/* theta is the angle of counter-clockw se rotation in degrees */
/* nis a vector for the axis of rotation */
/* (return a quaternion for a null rotation if the vector nis too small) */
quat _t quat FronRot ati on(quat _rot _t r)
{
quat _t gr;
doubl e hal ft het a;
doubl e si nhal ftheta;
doubl e axi snorm

if( (axisnorm= sqrt(r.nx*r.nx + r.ny*r.ny + r.nz*r.nz)) < epsilon)
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qr.vx = 0.0;
qr.vy = 0.0;
qr.vz = 0.0;
return gr;

}

hal ftheta = (r.theta*hal f pi)/180;
sinhal ftheta = sin(hal ftheta);
gr.s = cos(hal ftheta);

gr.vx = sinhalftheta * (r.nx/axisnorm;
gr.vy = sinhalftheta * (r.ny/axisnorm;
gqr.vz = sinhalftheta * (r.nz/axisnorm;
return gr;

/* Recover a position froma quaternion */
quat _pos_t quat ToPosition(quat_t Q)

{
quat _pos_t pr;

pr.x = g.Vx;
pr.y = 4q.vy;
pr.z = q.vz;
return pr;

/* Encode a position in a quaternion */
quat _t quat FronPosi ti on(quat _pos_t p)

{
quat _t qr;
qr.s = 0.0;
qr.vx = p.Xx;
qr.vy = p.y;
qr.vz = p. z;
return qr;

}

/* Conpose two rotations using quaternions */
quat _rot _t quat Conpose(quat _rot _t rl1, quat_rot_t r2)
{
return quat ToRot ati on(quat Mul t (quat FronRot ati on(r2), quat FronRotation(rl)));
}

/* Rotate a given position using a given rotation */
quat _pos_t quatRotate(quat_pos_t p, quat_rot_t r)
{
return quat ToPosition( quatMilt( quatFronRotation(r),
quat Mul t ( quat FronPosi ti on(p),
qguat Conj (quat FronRot ation(r)) )
)
}
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3.2.3 Arquivo quatdemo.c

/* quatdenp.c */

/* Copyright (c) 2001 Sergio Biasi
/* Distribution and use of this is completely free */

#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude "quat.h"

void PrintQuat(quat_t Q)

printf("(901.2f %1.2f %1.2f

void PrintRot(quat_rot_t rot)

printf("(901.2f %1.2f 9%1.2f

voi d PrintPos(quat_pos_t r)

printf("(9%1.2f 9%91.2f %1.2f)",

int main(void)

{
quat_rot_t rot1l;
quat _rot _t rot2;
quat _t q1i;
quat _t g2,
quat _t q3;
quat _pos_t r1,
quat _pos_t r2;

rotl.theta = 90;
rotl. nx 0;
rotl. ny 1;
rotl.nz 0;
printf("rotl = ");
PrintRot (rot1);
printf("\n");

rot2.theta = 90;
rot 2. nx 1;
rot2.ny 0;
rot2.nz 0;
printf("rot2 =");
PrintRot (rot?2);
printf("\n");

printf("\n");

<sbhi asi @bi asi .conm> */

rot.theta,

rot.nz);
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gl = quat FronRotation(rotl);
printf("ql =");

PrintQuat (gl);

printf("\n");
printf("rot(ql) =");

Pri nt Rot (quat ToRot ati on(ql));
printf("\n");

g2 = quat FronRot ati on(rot2);
printf("gq2 = ");
Print Quat (92);

printf("\n");
printf("rot(q2) = ")'

Pri nt Rot (quat ToRot ati on(qg2));
printf("\n");

g3 = quatMilt(qg2, ql);
printf("g3 = g2*ql = ");
Print Quat (g3);

printf("\n")
printf("rot(q3) =");

Pri nt Rot (quat ToRot ati on(q3));
printf("\n");

printf("\n");
rl. x 10;

ri.y -5;

rl.z = 0;
printf("r1 =");
PrintPos(rl);
printf("\n");

r2 = quatRotate(rl,rotl);
printf("rot(rl,ql) =");
PrintPos(r2);
printf("\n");

r2 = quatRotate(r2,rot?2);
printf("rot(rot(ri1,ql),q92) =");
Print Pos(r2);

printf("\n");

r2 = quatRotate(rl1, quatToRotation(qg3));
printf("rot(rl,q3) =");

Print Pos(r2);

printf("\n");

return 1;
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