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1. Introducéo

Uma estrutura pode ser entendida como um conjunto capaz de receber acdes
externas, absorvé-las internamente e transmiti-las até os seus apoios, onde encontram

um sistema de forcas externas equilibrante.

Para a elaboracdo de projetos estruturais eficazes é necessario que o
engenheiro entenda todo o processo descrito acima e, para isto, € fundamental o
conhecimento dos conceitos da area de Analise de Estruturas para a correta consecucao

do projeto estrutural.

A anélise estrutural corresponde a fase do projeto estrutural onde é feita a
idealizacdo do comportamento da estrutura, utilizando todas as teorias fisicas e

matematicas resultantes da formalizacdo da engenharia estrutural como ciéncia.

A andlise estrutural moderna trabalha com quatro niveis de abstracdo com
relacdo a estrutura que esta sendo analisada (Martha, 2010). Estes niveis podem ser

visualizados na figura 1.1.

Estrutura -, Modelo - Modelo - Modelo
Real A Estrutural b Discreto . | Computacional
Idealizagao do Discretizacao Implementagao
comportamento em parametros computacional

Figura 1.1 — Niveis de abstracdo adotados na analise estrutural

O primeiro nivel representa a estrutura no mundo real.

O segundo nivel apresenta 0 modelo analitico, modelo estrutural, utilizado

para representar matematicamente a estrutura.

O terceiro nivel apresenta o modelo discreto, concebido dentro das
metodologias de calculo dos metodos de analise, que pode ser resolvido manualmente

ou implementado computacionalmente.

O quarto nivel é o resultado da implementagcdo computacional.



Para a implementacdo computacional existem no mercado inumeros
programas de analise estrutural, esses em sua maioria sdo caros, complexos, além de
exigir do engenheiro grande familiarizacdo com a sua interface para possibilitar seu uso
pleno, mesmo assim, nem sempre os resultados sao os desejados, pois tais programas,

regra geral, ndo possuem codigo aberto.

Para fugir da mercantilizacdo dos programas de analise estrutural, pouco a
pouco, estdo surgindo, principalmente em ambientes académicos, programas de codigo
aberto, gratuitos, criados por professores ou alunos, que agem movidos pelo desejo de
criar programas acessiveis, didaticos e aperfeicodveis pelo uso recorrente dos usuérios,

que podem adequéa-los as suas necessidades.

Dentro dessa visdo, no ano de 2016, o entdo aluno de graduacéo do curso
de Engenharia Civil da PUC-RJ, Rafael Lopez Rangel e o Professor Luiz Fernando
Campos Ramos Martha, seu orientador, criaram o programa LESM (Linear Elements
Structure Model), que vem a ser um programa grafico de andlises de estruturas, de

cddigo aberto, com viés educacional.

Em 2017, o autor do presente trabalho, orientado também pelo Professor
Luiz Fernando Campos Ramos Martha, tomou para si a tarefa de implementar no
programa LESM os modelos de anélise tridimensionais, ou seja, aperfeicoar o programa

antes somente 2D para o 3D.

Temos, portanto, que o presente trabalho objetiva demostrar como se deu a

extensdo do LESM para o LESM 3D e, também, detalhar o programa modificado.

Este trabalho é, por assim dizer, uma continuacdo direta do trabalho
Development of a Graphic Program for Structural Analysis of Linear Element de Rafael
Lopez Rangel, que em suas consideracGes finais anteviu a possibilidade da

implementacdo dos modelos de analise tridimensional.

Assim, os objetivos do trabalho que resultou no LESM, foram incorporados

ao presente trabalho.

As caracteristicas do LESM descritas nesse trabalho podem se encontrar

datadas devido ao desenvolvimento constante do programa.



Figura 1.2 — Modelo estrutural de pértico espacial

1.1 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho é dividido em seis capitulos e seis apéndices.

O capitulo 1 trata da introducdo, onde se descreve 0s motivos que levaram

a execucao do trabalho.

O capitulo 2 (Modelos de Estruturas Reticuladas) é composto de detalhes
das simplificacbes adotadas pelo LESM, conceitos do método da rigidez direta e

detalhes dos modelos de analise implementados pelo programa.

O capitulo 3 (Formulagdes Matematicas de Elementos Lineares) é
composto por um detalhamento do processo de obtengdo de uma Submatriz de rotagédo
que foi utilizada em todo o programa, teorias de vigas implementadas, além dos
conceitos de matrizes de rigidez, fungdes de forma, reacGes de engastamento perfeito e

deslocamentos nodais prescritos.



O capitulo 4 descreve os estados de implementacdo, a importancia do
MATLAB na consecucéo do trabalho, o paradigma de programacao orientada a objetos

e o0 paradigma de programacdo dirigida a eventos.

O capitulo 5 é composto de explicacBes acerca do funcionamento do
programa. Nele é descrito as caracteristicas de cada uma das classes implementadas no
LESM, bem como a interface grafica do programa e um detalhamento dos diferentes

estagios de implementagdo do programa.

O capitulo 6 apresenta as conclusdes obtidas com a consecucdo deste

trabalho e propostas para futuras versdes do LESM.



2 Modelos de Estruturas Reticuladas

2.1 Visao Geral

Estruturas reticuladas ou retilineas sdo modelos estruturais compostos de
elementos unidimensionais, ou seja, sdo estruturas em que o comprimento prevalece
sobre as outras duas dimensdes. Estes elementos unidimensionais s&o chamados de barra
e podem ser representados através de seus eixos. A mecanica dos solidos idealiza o
comportamento das barras através de um conjunto de hipGteses sobre seu
comportamento cineméatico e mecanico, tendo se convencionado que as sec¢Oes

transversais de uma barra que se deformam permanecem planas.

Estruturas reticuladas podem ser classificadas de acordo com o modelo
geomeétrico, o tipo de conectividade entre os elementos e a direcdo das cargas aplicadas.
Os tipos mais comuns de estruturas reticuladas sdo trelicas planas, porticos planos,
grelhas, trelicas espaciais e porticos espaciais. Podemos chamar estes diferentes tipos de
modelos estruturas de modelos de analises porque cada um deles recebe um tratamento
distinto no processo de andlise estrutural. Nas secGes seguintes descreveremos as
caracteristicas dos modelos de andlises existentes no LESM 3D (trelicas planas, porticos

planos, grelhas, treligcas espaciais e porticos espaciais).
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Figura 2.1 — Tipos diferentes de modelos de analises existentes no LESM 3D (trelica plana, trelica espacial, portico plano, poértico

espacial e grelha)

2.2 Consideracdes Gerais

Em modelos de estruturas reticuladas, os elementos (ou barras) sao
definidos por um nd inicial e um no final. Tais barras podem possuir €ixo reto ou curvo
e secdo transversal ou variavel. Os n6s podem permitir a rotacdo relativa de elementos a
eles conectados (n6s articulados ou rotulados) ou podem impedir a rotagdo relativa aos
elementos a eles conectados (nos rigidos). Em elementos conectados por nés rigidos o
angulo entre as barras na configuracdo deformada e indeformada é mantido, exigindo a
acdo de um momento fletor para preservar o angulo original. Ja em elementos conectados
por nos articulados a ocorréncia de rotacdo relativa faz que o angulo na configuracédo
deformada seja diferente do angulo original da configuracdo indeformada, fazendo com

que o momento fletor seja nulo.

No LESM 3D todos os modelos sdo compostos por elementos de eixo reto
com secdo transversal constante e possuem conex0es rigidas ou rotuladas em suas
extremidades. Os modelos planos sdo dispostos apenas no plano XY, ja os modelos

espaciais estdo dispostos no espago XYZ.

No referido programa ha dois tipos de sistemas de coordenadas para
referencia-los, o sistema de coordenada global, cuja representacdo se d& nos eixos

globais, e o sistema de coordenada local, cuja representacéo se dé nos eixos locais. Os



eixos globais especificam um ponto ou direcéo relativos a uma referéncia fixa, no caso
0s eixos X, Y e Z globais. Os eixos locais de um elemento, sdo definidos para todos 0s

tipos de elemento da seguinte maneira:

O eixo local x é determinado por um segmento de reta com extremidade inicial no no
inicial e extremidade final no no final.

O eixo local y é determinado de maneira que seja perpendicular aos eixos locais X € z.
Sendo, assim, necessario calcular o produto vetorial do vetor local z com o vetor local x
para obter y.

O eixo local z de um elemento pode ser fornecido pelo usuario ou calculado pelo
programa de modo que seja perpendicular ao eixo local x do elemento semelhante a do

eixo global z.

o
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]

Figura 2.2 — Convencéo dos eixos locais adotados no LESM 3D

Os graus de liberdade, ou seja, as possiveis dire¢des de deslocamentos ou
rotacOes nodais, na extremidade de uma barra isolada de um elemento sdo a combinagéo
dos graus de liberdade dos nds iniciais e finais. Tais dire¢cGes sdo identificadas por

nimeros que podem ser expressos no sistema de eixos globais ou locais. A ordem de



enumeracdo dos graus de liberdade para um elemento no sistema local sera apresentada

na proxima secédo para cada tipo de modelo de analise.

Em modelos discretizados por deslocamentos nodais (componente de
movimento na direcdo do grau de liberdade), como no caso do método da rigidez direta,
a configuracdo deformada de um elemento é representada pelos deslocamentos dos nos

iniciais e finais. Esses deslocamentos sio montados em vetores:

{d}: vetor de deslocamentos nodais de um elemento no sistema global.

{d’}: vetor de deslocamentos nodais de um elemento no sistema local.

Os esforcos internos de um elemento s&o representados por forgas
generalizadas, que sdo deslocamentos e momentos atuantes nas dire¢Ges do grau de
liberdade um elemento para equilibra-lo na configuracdo deformada. Essas forcas sdo

montadas em vetores:

{f}: vetor de forcas generalizadas de um elemento no sistema global.

{f’}: vetor de forcas generalizadas de um elemento no sistema local.

E frequentemente necessario a conversdo desses vetores de forgas e
deslocamentos do sistema local para o global e vice-versa, assim uma matriz de

transformac&o por rotacdo é extremamente necessaria no LESM 3D.

Assim, o LESM 3D, utiliza uma matriz auxiliar [T] para compor a matriz de
transformacé&o por rotagéo [R]. Essa matriz [T] pode ser facilmente calculada através dos
vetores locais unitarios do elemento descritos nas coordenadas globais, tal procedimento

serd descrito no item 3.2 deste trabalho.



Cada modelo de andlise existente no LESM 3D possui uma matriz de
transformacé&o por rotacdo particular, composta das submatrizes [Taxz] € [T2x2] da matriz

[T], que serdo apresentadas nas proximas secoes.

As equac0es 2.1 e 2.2 demonstram como se da a conversao do vetor nodal
de deslocamentos de um sistema de coordenadas para o outro. A conversdo dos vetores

de forcas generalizadas pode ser realizada de forma analoga.

{a'} = [R]{d} 2.1)
{a} = [R]{d} 2.2)

Quanto ao carregamento existem quatro tipos de carregamento existentes no

LESM 3D sao eles:

Carregamento nodal concentrado nas dire¢fes dos eixos globais X, Y e Z.
Carregamento uniformemente distribuido no elemento, abrangendo toda a sua extensao,

nas direcBes dos eixos locais X, y e z ou globais X, Y e Z.

Carregamento linearmente distribuido no elemento, abrangendo toda a sua extensao, nas
direcOes dos eixos locais X, y e z ou globais X, Y e Z.

Efeitos de variacdo transversal em y e z de temperatura.

Em adicéo a isso, deslocamentos nodais prescritos podem ser especificados

apenas no sistema global.

2.3 Trelica Plana

A trelica plana é o mais simples dos modelos estruturais reticulados.
Modelos deste tipo apresentam todos o0s seus elementos interconectados por nos

perfeitamente articulados e carregamentos pertencentes a um mesmo plano.



Para as trelicas planas tem-se:

Deslocamentos: Dx e Dy
Forgas: Fx e Fy

Esforcos Internos: N

Os sinais do esfor¢o interno N tem seus sentidos positivos representados na

convencdo de sinais da figura abaixo:

Figura 2.3 — Orientag&o positiva dos esforgos internos em modelos de trelica plana

H& uma regra que deve ser seguida ao conceber este tipo de modelo
estrutural, chamada de lei de formacao bésica das trelicas planas. Esta lei estabelece que
uma trelica isostatica simples continuara sendo isostatica ao se acrescentar um novo né
(duas equacdes), se houver a interligacdo deste né a dois nos indeslocaveis (nds de apoio
ou nos nas extremidades do elemento ja existentes) entre si por meio de duas novas barras
(duas incognitas). Simplificando, a soma do nimero de rea¢6es advindas dos apoios com
0 nimero de barras deve ser igual ou maior que duas vezes o0 niumero de nds para que a

estrutura seja estavel.

As seguintes simplificagdes foram realizadas para a implementacdo de

trelicas planas no LESM 3D:
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e Os elementos do modelo se encontram no plano XY, podendo ter carregamentos
concentrados apenas nas dire¢bes globais e carregamentos distribuidos nas direcdes
locais e globais.

e A conexdo entre os elementos é sempre rotulada, eliminando as continuidades do
momento fletor.

e Os tipos considerados de apoio sdo: restricdo horizontal em X e restricdo vertical em Y.

e Modelos deste tipo aceitam deslocamentos prescritos de translacdo e rotacdo na direcéo
dos graus de liberdade fixos.

e Modelos deste tipo aceitam cargas concentradas nodais de for¢as nas direcdes X e Y, e
carregamentos distribuidos nos elementos de forgas nas direcGes X, Y, X e y. Assume-se
que apenas o gradiente de temperatura em y influenciaré este tipo de modelo.

e A resolucdo do problema para modelos deste tipo exige como pardmetro geométricos
apenas a area da secao transversal.

e (Cada né de um modelo deste tipo possui dois graus de liberdade: translacdo em X e
translacdo em Y. A enumeracédo destes graus de liberdade pode ser vista na figura 2.4

abaixo.

Figura 2.4 — Enumeracéo dos graus de liberdade de um elemento de treliga plana

e O modelo apresenta a seguinte matriz de transformacéo por rotacao:

11



[[TM] 0 ]
rot = (2.3)

2.4 Portico Plano

Um pértico plano é um tipo de modelo estrutural reticulado cujos elementos

e carregamentos pertencem a um mesmo plano.
Para os porticos planos tem-se:

Deslocamentos: Dx, Dy ¢ Oz
Forgas: Fx, Fy e Mz

Esforcos Internos: N, Qy e Mz

Os sinais dos esforcos internos N, Q e M tem seus sentidos positivos

representados na convencao de sinais da figura abaixo:

M M T .
N N
«l—

|
— J'F
l/ NN
Q’I

Figura 2.5 — Orientacéo positiva dos esforcos internos em modelos de portico plano

As seguintes simplificagdes foram realizadas para a implementacdo de

porticos planos no LESM 3D:

12



Os elementos do modelo se encontram no plano XY, podendo ter carregamentos
concentrados apenas nas dire¢bes globais e carregamentos distribuidos nas direcdes
locais e globais.

A conexdo entre os elementos pode ser rigida ou rotulada. Uma conexao rotulada elimina
as continuidades do momento fletor. Uma conexdo rigida transmite o momento fletor
entre as barras e, consequentemente, mantém os angulos da configuracdo indeformada
na configuragdo deformada.

Os tipos considerados de apoio sdo: restricdo horizontal em X, restricdo verticalem Y e
restricdo de rotacdo em Z.

Modelos deste tipo aceitam deslocamentos prescritos de translacédo e rotacao na direcédo
dos graus de liberdade fixos.

Modelos deste tipo aceitam cargas concentradas nodais de forcas nas direcfes X e Y e
momentos em Z, e carregamentos distribuidos nos elementos de forgas nas direcdes X,
Y, X e y e momentos nas dire¢fes Z. Assume-se que apenas o gradiente de temperatura
em y influenciara este tipo de modelo.

A resolucdo do problema para modelos deste tipo exige 0s seguintes parametros
geométricos: area da secao transversal, area da secdo transversal efetiva ao cisalhamento
em y e momento de inércia em z.

Cada n6 de um modelo deste tipo possui trés graus de liberdade: translacdo em X,
translacdo em Y e rotagdo em Z. A enumeracao destes graus de liberdade pode ser vista

na figura 2.6 abaixo.
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Figura 2.6 — Enumeragéo dos graus de liberdade de um elemento de pértico plano

e O modelo apresenta a seguinte matriz de transformagao por rotagéo:

[[Taxﬂ 0 ]
rot = (2.4)

2.5 Grelhas

Uma grelha é um tipo de modelo estrutural reticulado cujos elementos
pertencem a um plano e 0s carregamentos atuam perpendicularmente ao plano da

estrutura.
Para as grelhas tem-se:

e Deslocamentos: Dz, Ox e Oy
e Forgas: Fz, Mx e My

e Esforgos Internos: Qz, T e My

Os sinais dos esforgos internos N, Q e M tém seus sentidos positivos

representados na convencao de sinais da figura abaixo:



Figura 2.7 — Orientacéo positiva dos esfor¢os internos em modelos de grelha

As seguintes simplificagdes foram realizadas para a implementagéo de

grelhas no LESM 3D:

Os elementos do modelo se encontram no plano XY, enguanto os carregamentos atuam
na dire¢do Z.

A conexdo entre os elementos pode ser rigida ou rotulada. Assumimos que uma conexao
rotulada elimina a continuidades do momento fletor e, também, do momento torsor.

Os tipos considerados de apoio sao: restricdo vertical de translacdo em Z e restricdes de
rotacdo em X e Y. Assumimos que a restricdo de rotagdo em apenas uma dire¢cdo nédo
pode ser realizada.

Modelos deste tipo aceitam deslocamentos prescritos de translacéo e rotacdo na direcao
dos graus de liberdade fixos. Assume-se que apenas o0 gradiente de temperatura em z
influenciara este tipo de modelo.

Modelos deste tipo aceitam cargas concentradas de forcas em Z e momentos em X e Y
nos nos, e carregamentos distribuidos em Z nos elementos.

A resolucdo do problema para modelos deste tipo exige 0s seguintes pardmetros
geométricos: area da secao transversal, area da secéo transversal efetiva ao cisalhamento

em z, modulo de elasticidade ao cisalhamento e momento de inércia em y.
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e Cadano de um modelo deste tipo possui trés graus de liberdade: translagdo em Z, rotacéo
em X e rotacdo em Y. A enumeracdo destes graus de liberdade pode ser vista na figura

2.8 abaixo.

- LH—

3
Figura 2.8 — Enumeragéo dos graus de liberdade de um elemento de grelha

e O modelo apresenta a seguinte matriz de transformagao por rotagéo:

[[Tgxﬂ 0]
rot = (2,5)

2.6 Treligas Espaciais

Uma trelica espacial € um tipo de modelo estrutural reticulado que possui
todos os seus elementos interconectados por nos perfeitamente articulados e
carregamentos pertencentes ao espaco. Em trelicas espaciais ideais todos os elementos

estdo submetidos somente a esforgos axiais N.
Para as trelicas espaciais tem-se:

e Deslocamentos: Dx, Dy e Dz
e Forgas: Fx,FyeFz

e Esforcos Internos: N

16



Os sinais dos esforcos internos N tem seus sentidos positivos representados

na convengao de sinais da figura abaixo:

y . /?{

/N

Figura 2.9 — Orientacéo positiva dos esforgos internos em modelos de trelica espacial

Ha uma regra que deve ser seguida ao conceber este tipo de modelo
estrutural, chamada de lei de formacéo béasica das trelicas espaciais. Esta lei estabelece
que uma trelica espacial isostatica simples continuara sendo isostatica ao se acrescentar
um novo no (trés equacdes), se houver a interligacdo deste no a trés nos indeslocaveis
(n6s de apoio ou nos nas extremidades do elemento ja existentes) entre si através de trés
novas barras (trés incognitas). Simplificando, a soma do numero de rea¢des advindas dos
apoios com o numero de barras deve ser igual ou maior que trés vezes o nimero de nos

para que a estrutura seja estavel.

As seguintes simplificagdes foram realizadas para a implementacdo de

trelicas espaciais no LESM 3D:

Os elementos do modelo se encontram no espaco XYZ, podendo ter carregamentos
concentrados apenas nas direcdes globais e carregamentos distribuidos nas dire¢des
locais e globais.

A conexdo entre os elementos é sempre rotulada, eliminando as continuidades dos

momentos fletores e, também, do momento torsor.
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e Ostipos considerados de apoio séo: restricao de translagcdo em X, restricdo de translacéo
em Y e restricdo de translacdo em Z.

e Modelos deste tipo aceitam deslocamentos prescritos de translacdo e rotacdo na direcéo
dos graus de liberdade fixos.

e Modelos deste tipo aceitam cargas concentradas de forcas nas diregdes globais, e
carregamentos de forcas nas dire¢fes globais e locais. Assume-se que 0s gradientes de
temperatura em y e z influenciardo este tipo de modelo.

e A resolucdo do problema para modelos deste tipo exige como parametro geométricos
apenas a area da secao transversal.

e Cada n6 de um modelo deste tipo possui trés graus de liberdade: translacdo em X,
translacdo em Y e translacdo em Z. A enumeracdo destes graus de liberdade pode ser

vista na figura 2.10 abaixo.

Figura 2.10 — Enumeracéao dos graus de liberdade de um elemento de trelica espacial

e O modelo apresenta a seguinte matriz de transformacéo por rotacao:

rot = [[TMJ 0 ]] (2.6)
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2.7 Porticos Espaciais

O portico espacial representa o tipo mais comum de estruturas reticulares,
assim, todos os modelos estruturais descritos anteriormente séo casos particulares de

portico espacial.

Para os pdrticos espaciais tem-se:

e Deslocamentos: Dx, Dy, Dz, ©x, Oy e Oz
e Forgas: Fx, Fy, Fz, Mx, My e Mz

e Esforcos Internos: N, Qy, Qz, T, My e Mz

Os sinais dos esforcos internos N, Qy, Qz, T, My e Mz tém seus sentidos

positivos representados na convencao de sinais da figura abaixo:

Figura 2.11 — Orientacéo positiva dos esforgos internos em modelos de portico espacial
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As seguintes simplificagdes foram realizadas para a implementacdo de

porticos espaciais no LESM 3D:

Os elementos do modelo se encontram no espaco XYZ, podendo ter carregamentos
concentrados apenas nas direcdes globais e carregamentos distribuidos nas direcdes
locais e globais.

A conexdo entre os elementos pode ser rigida ou rotulada. Assumimos que uma conexao
rotulada elimina as continuidades dos momentos fletores e, também, do momento torsor.
Os tipos considerados de apoio séo: restri¢do de translacdo em X, restricdo de translacdo
em Y, restricdo de translacdo em Z e restri¢des de rotacdo em X, Y e Z. Assumimos que
a restricdo de rotacdo em apenas uma direcdo nao pode ser realizada.

Modelos deste tipo aceitam deslocamentos prescritos de translacdo e rotacdo na direcao
dos graus de liberdade fixos.

Modelos deste tipo aceitam cargas concentradas de forcas em X, Y e Z e momentos em
X, Y e Z nos nos, e carregamentos distribuidos de forca nos elementos nas direcoes
globais e locais. Assume-se que os gradientes de temperatura em y e z influenciardo este
tipo de modelo.

A resolucdo do problema para modelos deste tipo exige 0s seguintes parametros
geométricos: area da secdo transversal, areas da secdo transversal efetivas ao
cisalhamento em y e z, mddulo de elasticidade ao cisalhamento e momentos de inércia
emyez.

Cada né de um modelo deste tipo possui seis graus de liberdade: translagdo em X,
translacdo em Y, translacdo em Z, rotacdo em X, rotacdo em Y e rotacdo em Z. A

enumeracdo destes graus de liberdade pode ser vista na figura 2.12 abaixo.
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e O modelo apresenta a seguinte matriz de transformacéo por rotacao:
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Figura 2.12 — Enumeragdo dos graus de liberdade de um elemento de portico espacial

rot =

[Tiys)
0

0
0

0

[Tl
0

0
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3 Formulagcbes Matematicas para Elementos Lineares

3.1 Visao Geral

No capitulo anterior foram apresentados 0s conceitos basicos de alguns
modelos de estruturas lineares e muitas das consideracdes feitas ao implementar estes
modelos de analise no LESM 3D. Ja este capitulo ¢ dedicado a explicar os topicos

abaixo:

e Matrizes de Transformacao por Rotacéo

e Teorias de Vigas Utilizadas para Descrever o Comportamento a Flexdo dos
Elementos Lineares: Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli (ou Navier) e Teoria
de Vigas de Timoshenko

e Matrizes de Rigidez

e Reagdes de Engastamento Perfeito

e Funcdes de Forma

e Deslocamentos Internos em Elementos Carregados

As deducBes completas das formulas apresentadas neste capitulo podem ser
encontradas no livro intitulado “Anéalise Matricial de Estruturas: Aplicada a Modelos
Lineares" — Luiz Fernando Martha, 2017.

3.2 Matriz de Transformacéo por Rotacdo Genérica

Para implementar os modelos tridimensionais foi preciso mudar a maneira
que o programa LESM efetua as transformacgdes necessarias durante os processos de
pré-processamento, processamento e pds-processamento, buscando padronizar tais

procedimentos para diminuir o esforgo computacional.
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Esta padronizacdo foi obtida através de uma matriz de transformacéo,
denominada [T]. Esta matriz € usada por todos os modelos de analise implementados
no programa LESM e em diferentes etapas do processo de analise, sendo implementada

como uma propriedade do elemento de barra. Descreveremos abaixo o procedimento
para obté-la:

1) Calcular o vetor representativo da direcdo do elemento de barra:

V= ldx,dx,dx] = [(x2-x1), (y2-v1), (z2-71)]  (3.0)

2) Calcular o produto vetorial de v, (fornecido pelo usuario ou pré-definido pelo
programa) com v,

v, = [dzy, dzy, dz,] (3.2)
V—)y =V, XVy = [dYX' de' dYZ] (3.3)

3) Assim, obteremos os seguintes vetores na base candnica:

_;X=dxx*§+dxy*f+dxz*§ (3.4)
- A ~ "~

v, =dy xx+dy,x y+dy,*z (3.5)
—

v,=dz *X+dz = y+dz, =2 (3.6)
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4) Calcular o médulo de cada um destes vetores para normaliza-los futuramente:

Lx = /dx,?+dx  + dx,? (3.7)
Ly =\/dy +dy*+dy? (3.8)
Lz=/dz+dz+dz?* (3.9)

5) Normalizar os vetores, obtendo, assim, 0s vetores unitarios que representam os

eixos locais da barra:

Ge=g= M Yy Va] (3.10)
{7; = Z_;, = [VYX VYy VYZ] (311)
==V Vi Val (312)
6) Montar a matriz [T] abaixo:
VY‘C VXU VYZ
[T] = [V %y % (3.13)
VZ‘C VZU VZZ

A matriz [T] é uma matriz de transformacdo por rotacdo, levando as

coordenadas do sistema local para o global. Sua inversa é equivalente a sua transposta

e pode ser usada para fazer a transformacao do sistema global para o local. Esta matriz
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é utilizada para montar a matriz de rotacdo [R] e, também, na classe draw e na classe

lelem (que serdo posteriormente explicadas).

As submatrizes de [T] abaixo sdo usadas para compor a matriz de

transformacéo por rotacdo [R] da trelica e dos demais tipos de modelo, respectivamente:

Ve Ve,
Tl = |
[Tya] . %, (3.14)
Ve Ve Vi
Xe Xy YX
[T3X3} = vyx Vyy V»VZ (315)
VZY Vzl, VZZ

Vale mencionar que a matriz T € equivalente a matriz de transformacao por
rotacdo para casos bidimensionais (onde z1 = z2 = 0), utilizadas no pértico plano e

grelhas, apresentada abaixo:

(3.16)

cos(6) sin((-?)}

rots Lsin(é)) cos(6)

3.3 Teoria de Vigas

Ao realizar andlises de primeira ordem, assumindo a hip6tese de pequenos
deslocamentos, a formulacdo matemaética para elementos sujeitos a efeitos por flexao
pode ser baseada em duas teorias distintas: teoria de vigas de Euler-Bernoulli (também

chamada de Navier) e teoria de vigas de Timoshenko.
Ambas as teorias adotam uma série de premissas como (vide figura 3.1):

e Hipdtese da manutencgdo das secOes transversais planas
e Angulo de rotacio da se¢do transversal possui valores muito pequenos
e Despreza-se as deformacdes e tensdes totais na direcdo transversal y da barra

e Considera-se um estado plano de tensGes em cada lamina vertical da barra
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Figura 3.3 — Campo de deslocamentos no interior de uma barra para deslocamentos planos (Martha, 2017)

Porém, estas duas teorias se diferem quanto a consideracdo da deformacéo

por cisalhamento de uma barra.

Na teoria de vigas de Euler-Bernoulli assume-se que ndo ha deformacéo
por cisalhamento quando o elemento sofre flexao, de maneira que sua se¢éo transversal

permanece plana e normal ao eixo longitudinal da barra.

Ja na teoria de vigas de Timoshenko a deformacdo por cisalhamento é
considerada de forma aproximada, de modo que elementos submetidos a flexéao
apresentam secdo transversais planas, embora esta ndo seja normal ao eixo longitudinal

da barra.

A influéncia da deformacdo cisalhante € menor quanto maior for o
elemento. Por conta disto os resultados de analise obtidos pelas duas teorias de vigas
sdo praticamente 0s mesmos quando o comprimento é muito maior que as dimensdes
da secdo transversal. Para representar isto, um fator utilizado como medida da
deformacéo cisalhante relevante de um modelo é usado nas formulagdes da teoria de
vigas de Timoshenko. Este fator é obtido através da equacdo 3.17 abaixo, onde E é o
modulo de elasticidade, G é modulo de tor¢cdo a cisalhamento, | € momento de inércia
da secéo transversal ao longo do eixo fletor, As é a area da secao transversal obtida pelo
produto da area completa com fator de forma de cisalhamento e L € o comprimento do
elemento. Este fator € inversamente proporcional ao quadrado do comprimento do

tamanho.

Assim sendo, para elementos delgados o valor é aproximadamente zero, ou
seja, a teoria de viga de Euler-Bernoulli fornece resultados proximos aos fornecidos
pela teoria de Timoshenko quando o comprimento do eixo da barra é muito maior que

as dimens0es correspondentes a secao transversal da barra.
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Assumindo uma secdo transversal retangular com o fator de forma de
cisalhamento de 5/6 e um coeficiente de Poisson de 0.3, a equagdo anterior recai na
equacdo 3.18, e a variagdo do fator Q para relagdes diferentes de comprimento de

elemento e da altura de sua transversal, h, conforme mostrado na figura 3.2.

Q=0 26(}2)2 (3.18)

Lh

Figura 3.2 — Influéncia da deformac&o cisalhante de acordo com o comprimento dos elementos

Pode-se observar que 0 comportamento ao cisalhamento de um elemento é
significante quando o comprimento € menor que duas vezes a altura da secao
transversal, de maneira que os resultados dessas duas teorias comecam a se divergir

nesse ponto.

Para uma razdo L/h baixa a teoria de vigas de Timoshenko € mais precisa.
Além disso, o esfor¢o computacional realizado para calcular os resultados atraves desta
teoria é praticamente 0 mesmo da teoria de vigas de Navier e os resultados obtidos se
aproximam mais da realidade, o que faz com que muitos programas estruturais adotem

a viga de Timoshenko como o tipo de elemento padréo.

27



No LESM 3D ambas as teorias podem ser selecionadas para uso no
processo de analise de porticos planos, grelhas e poérticos espaciais, que possuem
momento fletor. Em modelos de trelica estas duas teorias podem ser usadas sem
distingdo, j& que é admitido que estes comportamentos ndo sofrem flex&o e as vigas de

Navier e Timoshenko sdo equivalentes no comportamento axial.

3.4 Matrizes de Rigidez

A matriz de rigidez é imprescindivel para a analise pelo método da rigidez
direta, ja que é a responsavel pela discretizagdo do comportamento continuo da

estrutura atraves de uma superposicao de soluc@es cinematicamente determinadas.

O sistema de equaces de equilibrio de um elemento pode ser expresso de
forma matricial pela equacdo 3.19 abaixo, onde {f} é um vetor de forcas generalizadas,

{d} é um vetor de deslocamentos nodais e [K] é a matriz de rigidez de um elemento.

{r}=[k]{a} (3.19)

O sistema acima é formulado primeiramente no sistema local.
Posteriormente deve-se rotacionar as componentes desse sistema para o sistema global.
A rotacdo do vetor de forcas generalizadas {f} e do vetor de deslocamentos nodais {d}
é dada pelas equacgdes 2.1 e 2.2. Ja a rotacdo da matriz de rigidez no sistema local para
o sistema global é realizada de acordo com a equacdo 3.20 abaixo, onde [kel] é a matriz
de rigidez do elemento no sistema global, [R] é a matriz de transformac&o por rotacao

correspondente ao elemento e [keg] é matriz de rigidez do elemento no sistema global.

[keg] = [R] " [kel] [R] (3.20)

As matrizes de rigidez dos elementos lineares sdo matrizes quadradas
simétricas com dimensdo equivalente ao niumero de graus de liberdade do elemento:
quatro para elementos de trelica plana; seis para elementos de portico plano, grelha e
trelica espacial e doze para elementos de poértico espacial.
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A matriz de rigidez é composta pelos coeficientes de rigidez. Estes podem
ser entendidos como for¢a ou momentos que devem atuar em uma extremidade de uma
barra isolada na direcdo de certa deslocabilidades para equilibra-la, quando uma

deslocabilidade unitaria é imposta, isoladamente, em uma das extremidades.

Os valores dos coeficientes de rigidez no sistema local podem ser
encontrados no apéndice A (Coeficientes de Rigidez Locais de Elementos Lineares),
na forma de matrizes desacopladas para cada efeito: coeficientes de rigidez axiais,
[kea], coeficientes de rigidez torsionais, [ket], e coeficientes de rigidez por flex&o, [kef].
Os coeficientes de rigidez devem seguir as convences positivas dos graus de liberdade
correspondentes ao tipo de modelo, apresentadas no capitulo 2.

kea(1,1) 0 kea(1,2) 0
ell = | 3.20)
kea(2,1) 0 kea(2,2) 0 '
0 0 0 0
[kea(1,1) 0 0 kea(1, 2) 0 1
0 kef(1,1) kef(1,2) 0 kef(1,3) kef(1,4)
0 kef(2,1) kef(2,2) 0 kef(2,3) kef(2,4)
kel| =
el kea(2,1) 0 0 kea(2,2) (3.21)
0 kef(3,1) kef(3,2) 0 kef(3,3) kef(3,4)
0 kef(4,1) kef(4,2) 0 kef(4,3) kef(4,4)
ket(1,1) 0 0  ket(1,2) 0 0 |
kef(2,2) kef(2,1) 0 kef(2,4) kef(2,3)
kef(1,2) kef(1,1) 0 kef(1,4) kef(1,3)
[kel| =

ket(2, 1) 0 0 ket(2,2) 0 0 (3.22)
kef(4,1) kef(4,1) 0 kef(4,4) kef(4,3)
kef(3,2) kef(3,1) 0 kef(2,4) kef(3,3)]

29



kel| = (3.23)

o O © O C© O
o o © O o O
S O © O < O
o O O O O O

A composicdo da matriz de rigidez no sistema local do portico espacial é
realizada através de uma interpolacéo dos efeitos obtidos nos casos de porticos planos
e grelhas. As figuras 3.3 e 3.4 abaixo apresentam os coeficientes de rigidez locais

quando uma deslocabilidade i € imposta ao elemento de barra.

Figura 3.3 — Configuragdes deformadas elementares impostas por deslocabilidades atuantes no né inicial
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Figura 3.4 — Configurac@es deformadas elementares impostas por deslocabilidades atuantes no no final

Atraveés dos coeficientes de rigidez locais obtidos nas figuras 3.3 e 3.4, a
matriz de rigidez, de elementos de portico espacial, no sistema local para o portico

espacial foi montada abaixo (vide figura 3.5).

lea(1,1) 0 0 0 0 0 kea(12) 0 0 0 0 0
0 leflLl) 0 0 0 kefy(12) 0 kefy(13) 0 0 0 kefy(L4)

0 0 kefg(Ll) 0 kefg(L2) 0 0 0 kefglL3) 0 kefg(L4 0

0 0 0 ket(t1) 0 0 0 0 0 Ret(12) 0 0

0 0 kefg21) 0 kefg22) 0 0 0 lefg23) 0 kefy(24) 0
0 lef21) 0 0 0 kefy(22) 0 kefy(23) 0 0 0 kefy(24)

el kea(21) 0 0 0 0 0 ka2 0 0 0 0 0
0 lefy31) 0 0 0 kefs(32) 0 kefy(33) 0 0 0 kefy(34)

0 0 k31 0 kefg32) 0 0 0 lefgB33) 0 kefy(34) 0

0 0 0 et(21) 0 0 0 0 0 Retl22) 0 0

0 0 kefgl41) 0 kefg42) 0 0 0 lefglt3) 0 kefgl44) 0
0 lefgl41) 0 0 0 kefy(42) 0 kefy(43) 0 0 0 kef(44)]

Figura 3.5 — Matriz de rigidez local para elementos de portico espacial
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3.5 Reacdes de Engastamento Perfeito

As reacdes de engastamento perfeito de uma barra podem ser entendidas
como reacdes de forga ou momento que atuam na direcdo de uma deslocabilidade local
de uma barra, sujeita a uma solicitacdo externa genérica, com as extremidades fixas
para equilibra-la. Tais reacdes correspondem as cargas equivalentes nodais, provocadas
pelos carregamentos internos ou variagdes de temperatura no elemento na direcao

oposta.

As formulac@es das reacdes de engastamento implementadas no programa
LESM 3D consideram um carregamento distribuido linearmente com as respectivas
componentes axiais e transversais. Também consideram uma variacdo de temperatura

uniforme ao longo das faces, superior e inferior, dos elementos.

Os valores das reacdes de engastamento para cada uma das situacdes
implementadas no programa estéo presentes no apéndice B (Reagdes de Engastamento
para Carregamentos Distribuidos Linearmente) e C (ReacGes de Engastamento para

Variacdo de Temperatura).

Assim como os valores dos coeficientes de rigidez, as reagdes de
engastamento perfeito sdo fornecidas na forma de vetores desacoplados para cada efeito
individual: reacdes de engastamento perfeito axiais, [fea], e transversais, [fef], de barras
isoladas. Estas reacfes obedecem a convencéo dos graus de liberdade adotada pelo tipo
de modelo correspondente.

As equacdes abaixo fornecem os vetores com os valores das reacdes de
engastamento para cada tipo de modelo (trelica plana, pértico plano, grelha, trelica
espacial e pértico espacial, respectivamente).

fea(1)
fef., (1)
fea(Z)
fef,, (2)

[fel] = (3.24)
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[fel] = (3.25)

[fel] = (3.26)

[fel] = (3.27)

[fel] = ) (3.28)
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Por vezes é necessario que estes vetores sejam convertidos para o sistema
global. Isto € realizado usando matriz de transformacdo por rotacdo do elemento
conforme mostrado na equac&o abaixo, onde [fel] é o vetor das rea¢fes de engastamento
no sistema local e [feg] é o vetor das reagcdes de engastamento no sistema global.

[feg] = [R]" [fel] (3.29)

3.6 Funcdes de Forma

As funcgdes de forma descrevem a configuracdo deformada de um elemento
sujeito a um deslocamento nodal simples e unitario conferindo deslocamentos
transversais ao longo do eixo longitudinal. Essas fungdes nao sdo usadas no método da
rigidez direta, mas elas sdo necessarias para representar graficamente a configuracéo
deformada de pdrticos planos, grelhas e porticos espaciais. Modelos de trelica ndo
fazem uso das fungdes de forma porque permanecem retas, logo a configuracdo

deformada pode ser obtida somente pelas coordenadas dos deslocamentos nodais.

e Ni(x): Funcdo de Forma do Elemento: Funcdo que descreve a configuragdo
deformada de um elemento isolada quando um deslocamento nodal simples e

unitério d; é imposto na direcdo do grau de liberdade i.

Com as funcBes de forma, a configuracdo deformada de um elemento
isolado pode ser descrita pela interpolacdo dos deslocamentos nodais inicial e final. As
equacdes 3.30 e 3.31 fornecem o deslocamento axial, u(x), e transversal, v(x), de um

elemento em termos de suas funcdes de forma.

u(x) = Na,(x) = d1 + Na,(x) = d7 (3.30)
v, (x) = NFf, l(x) *d2 +Nf +d5+ Nf, (x) « d8 + N, *d11 (3.31)

)sy?’

&S
—

<
—

1]

Nf,. (x) +d3+ Nf, +d6+Nf_ (x) = do + Nf,, +d12 (3.32)
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Essas equacOes podem ser expressas na forma matricial, conforme
demonstrado nas equacdes 3.33, 3.34 e 3.35, onde [N] é a matriz de funcGes de forma.
Vale mencionar que a matriz da equacdo 3.34 corresponde a matriz utilizada em
porticos planos e grelhas, enquanto a matriz da equagdo 3.35 corresponde a matriz

utilizada em pdrticos espaciais.

d,
d,
u(x)] [Na,(x) 0 0 NayJx) 0 0 d;
{ }— * (3.33)
v(x) 0 N NG 0 N NG|
ds
_dé_
d,
d.
d,
- ) d.
ulx) Nafl) 0 0 0 0 0 Nal2) 0 0 0 0 0 )
ylef=1 0 N{1) 0 0 N(2) 0 0 N3 0 0 N4 0 x| (3.34)
vlx) |0 0 M1 o 0 NE(2) 0 0 NEJ3) 0 0 NEl4) d, '
d
dy
d,
{uf = [V]{a} (3.35)

As expressdes de fungdes de forma estdo presentes no apéndice D (Funcbes

de Forma) para cada extremidade continua de elemento.
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3.7 Deslocamentos Internos em Elementos Carregados

Em modelos de pdrticos planos, grelhas e porticos espaciais a configuracao
deformada de um elemento € influenciada por deslocamentos internos provocados por

carregamentos e variacdo de temperatura, além dos deslocamentos nas extremidades.

As expressdes que descrevem as componentes de deslocamentos axiais e
transversais para estes dois efeitos estdo presentes no apéndice E (Deslocamentos
Internos para Cargas Linearmente Distribuidas) e apéndice F (Deslocamentos Internos
para Variacdo de Temperatura). Para determinar o deslocamento total em qualquer
secdo transversal, tais expressdes devem ser adicionadas aos deslocamentos internos

em termos das funcdes de forma e deslocamentos nodais.
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4 Implementagcdo Computacional

4.1 Visao Geral

Os métodos de Analise de Estruturas podem ser divididos em dois
diferentes grupos, o grupo dos métodos classicos e o grupo dos métodos matriciais,
dentre os dois 0 matricial € o mais adequado para implementacdo computacionais, ja
que o0 uso de matrizes em linguagens de programacdo de alto nivel permite a

automatizacao de processos.

Este capitulo apresentara alguns conceitos de Ciéncia da Computacao que
foram usados no LESM e que podem ser usadas para o desenvolvimento de qualquer

outro programa de analise estrutural.

4.2 Estagios de Implementacdo de um Programa para Analise de Estruturas

Um programa de analise estrutural possui trés estagios tipicos: pré-

processamento, processamento e pés-processamento.

O estagio de pré-processamento consiste na construcdo do modelo a partir
dos dados de entrada captados, sendo nesta etapa que os objetos que representam o0s
materiais, secdes, no, elementos e cargas sao criados ou construidos. Esta captacdo de
dados pode ser realizada através de arquivos de texto ou numa interface grafica que

permita 0 modelamento gradual da estrutura.

O estagio de processamento de dados consiste nos calculos realizados
através de procedimentos do método da rigidez direta. Além da solugdo numerica do
problema estrutura, ha também o armazenamento de resultados. A figura 4.1 apresenta
o diagrama de atividades simplificado correspondente a este estagio. Este procedimento
sera melhor detalhado no item 5.5 (Processamento de Dados).
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Implementation Steps of the Direct Stiffness Method

!

Initialize global stiffness matrix,
global forcing vector and global
L displacement vector

|

Set up global d.o.f. numbering
matrix and count total number of
free and fixed d.o.f.'s equations

L

{ N\
Assemble global d.o.f numbering
matrix

\ 7

f \|/ 3\
Assemble elements gather
vector

. J

{ \’/ N\

Store prescribed displacements
in global displacement vector
. >

A

e 2

Assemble global stiffness matrix

\ J

!

s “

Assemble global forcing vector

\ 7

{ \|/ N\
Partition and solve the system of
equations

| 7

[Unstable structure]

[Stable structure]

[ Compute internal forces ]

.

Figura 4.1 — Diagrama de atividades simplificado (procedimentos existentes no estagio de processamento)

O estagio de pos-processamento consiste na exibigdo dos dados de saida
através de resultados textuais e graficos. Os resultados graficos a serem exibidos sdo a
configuracdo deformada e o diagrama de esforcos internos, assim, nesta etapa, é

necessario a realizagdo dos célculos dos esforgos internos da estrutura (vide figura 4.2).
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Figura 4.2 — Fluxograma dos estagios operacionais do LESM

4.3 O Uso do MATLAB no Desenvolvimento do Programa

O MATLAB (abreviacdo para MATrix LABoratory)) é, essencialmente,
um programa otimizado para a execucdo de calculos cientificos e de engenharia. Um
de seus grandes diferenciais € a linguagem MATLAB e 0 acesso a uma ampla biblioteca
de func@es predefinidas para que a programacao técnica se torne mais fécil e eficiente.
Tais diferenciais possibilitam resolver problemas técnicos com muito mais facilidade

do que as linguagens tradicionais como C e Fortran.
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A principal vantagem do MATLAB perante as demais linguagens é a facil
utilizacdo de matrizes que o programa oferece, ja que todo nimero no programa é uma
matriz. Um namero escalar no MATLAB € uma matriz 1x1. Apenas isso ja seria o
suficiente para optar-se por este programa, j& que o método da rigidez direta € um
método iminentemente matricial. Além disso, é possivel citar ainda algumas outras

vantagens para a escolha desse programa na confec¢cdo do LESM como:

e Linguagem de alto nivel: A linguagem MATLAB é uma linguagem de nivel
altissimo, ou seja, sua linguagem se aproxima da linguagem humana e se
distancia da linguagem da maquina. Tal caracteristica facilita o viés educacional
que este programa propde;

e Interface grafica do usuario: O MATLAB possui ferramentas que possibilitam
construir interativamente uma interface grafica de usuario para seus programas;

e Funcdes pré-definidas: O MATLAB possui uma grande biblioteca de fungdes
pré-definidas, tais funcdes representam solucdes testadas e empacotadas para
diversas tarefas técnicas;

e Desenhos Independentes de Dispositivos: O MATLAB possui muitos
comandos para desenhos e imagens, estes podem ser exibidos em qualquer
dispositivo de saida grafica suportado pelo computador do usuario;

e O Compilador MATLAB: A existéncia de um compilador MATLAB separado
permite a compilacdo de um cbédigo MATLAB como um programa
efetivamente executavel, assim pode-se converter em um programa executavel

facilmente distribuivel.

Podemos citar como principais desvantagens no uso do MATLAB o fato de
sua linguagem prépria ser mais lenta do que as linguagens compiladas e o alto custo do

programa.

4.4 Paradigma de Programacao Orientada a Objetos

Diferentemente do paradigma de computacéo estruturada, onde o cédigo é

estruturado como uma sequéncia de procedimentos a serem realizados, o paradigma da
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programacéo orientada a objetos é baseado, obviamente, nos objetos, instancias diretas

da classe.

A classe é responsavel pela criacdo da funcionalidade de um programa.
Cada classe é composta por todas as informacdes pertinentes ao estado de um objeto
(propriedades) e, também, por suas respectivas funcdes pertinentes ao comportamento
de um objeto (métodos). Quando um atributo precisa de certa configuracdo padréo, ela
deve ser especificada ainda no comeco da definicdo da classe, ou dentro dos blocos das
propriedades ou métodos. Toda classe pode ser entendida como um protdtipo para um

determinado objeto.

Vale mencionar que ha dois métodos que devem sempre ser implementados
em uma definicdo de classe, 0 método construtor e 0 método destrutor. O primeiro deve
ter o mesmo nome da classe e é necessario para criar objetos de uma classe através da
prescricao de valores de suas propriedades. O segundo, método destrutor, é usado para

limpar os objetos, deletando os seus valores.

O objeto, instdncia direta da classe, & responsavel pelo controle do
funcionamento do programa. Cada objeto tem seu estado e comportamento controlados

pelos métodos definidos pela classe correspondente.

A classe consiste numa ideia, enquanto o objeto representa uma entidade
existente no mundo real. Resumidamente, a classe apresenta um conceito abstrato,
possui atributos e acdes, enquanto 0 objeto apresenta um conceito concreto, possui

valores e executa agoes.

Uma das principais vantagens do paradigma de programacao orientada a
objetos é a sua enorme flexibilidade, possibilitando programas com cddigos mais
simples e maior facilidade na manutencdo e futuras expansdes do programa. Estas

particularidades permitiram a extensdo do LESM para o LESM 3D.

Outras caracteristicas também foram fundamentais para escolha do
paradigma de Programacéao Orientada ao Objeto (OOP), na implementacdo do LESM
3D, como:

e Abstragdo: E o principio no qual certas classes ndo podem ser instanciadas,

gerando objetos. Estas classes, classes abstratas, consistem em um modelo para
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as classes derivadas dela, subclasses. Assim, todas as definicbes da classe
abstrata devem ser implementadas na classe derivada;

Heranca: E o principio que permite as classes herdar o estado e o
comportamento de outra classe. Este principio é altamente importante devido a
reducdo e organizagdo que confere ao codigo, facilitando, inclusive,
implementacdes futuras. Exemplo disso se da na implementacdo dos modelos
de analise para trelica espacial e pdrtico espacial que foram criadas a partir da
classe base Anm. Vale mencionar que configuracGes da superclasse afetam as
classes existentes;

Polimorfismo: é o principio pelo qual duas ou mais classes derivadas de uma
mesma superclasse podem invocar métodos que tem a mesma identificacdo
(assinatura), mas comportamentos distintos, especializados para cada classe
derivada, usando para tanto uma referéncia a um objeto do tipo da superclasse.
Esse mecanismo é fundamental na programacao orientada a objetos, permitindo
definir funcionalidades que operem genericamente com objetos, abstraindo-se
de seus detalhes particulares quando esses ndo forem necessarios;
Encapsulacdo: € o principio de projeto pelo qual cada componente de um
programa deve agregar toda a informacéo relevante para sua manipulacédo como
uma unidade (uma capsula). Aliado ao conceito de ocultamento de informacéo

é um poderoso mecanismo de programacao orientada a objeto.

O acesso as propriedades e aos métodos da classe podem ser controlados

via propriedades de acessibilidade, permitindo trés configuracdes diferentes: publico

(acessivel a todos), privado (acesso restrito) e protegido (acesso s6 é permitido para

certas excecOes). A acessibilidade de todas as propriedades e métodos no LESM é

publica.

H& também uma diferenciacdo nos tipos de métodos, método abstrato e

método estatico, implementados no LESM. O primeiro é usado para declarar métodos

da classe abstrata, enquanto o segundo € usado para especificar métodos que nao

dependem do objeto.

Vale mencionar ainda que, diferentemente das linguagens de programacao

usuais, 0 MATLAB apresenta dois tipos de classe diferentes, as classes do tipo Value

42



(padréo), quando objetos deste tipo sdo atribuidos ou passados para uma funcao criando
uma cépia dos dados, e classes do tipo Handle, quando objetos deste tipo sdo atribuidos

ou passados para uma fungéo criando uma referéncia.

No LESM, por sua vez, todas as classes sdo handle e, portanto, sdo
derivadas de wuma classe abstrata embutida do MATLAB chamada de
matlab.mixinSetGet. Classes derivadas desta classe embutida herdam os métodos set e
get, responsaveis por receber ou retornar valores de uma propriedade especifica. Tais
métodos sdo chamados quando uma propriedade é referenciada usando o operador

ponto e elas devem ser implementadas para cada propriedade da classe.

4.5 Paradigma de Programagéo Dirigida a Eventos

O paradigma de programacdo orientada a evento segue um fluxo de
controle onde a execucdo dos algoritmos é condicionada a algo ocorrido anteriormente
(evento). Esses eventos podem ocorrer através de clique de mouse, uso de checkbox,
etc. Tais eventos determinam o fluxo do programa ao chamar funcdes especificas,
chamadas funcgdes callback, com a implementacéo do cddigo sendo responsavel por um

evento especifico.

Este tipo de paradigma é amplamente utilizado no desenvolvimento de
interfaces graficas, embora possa ser usado em ambientes como banco de dados.

A interface do LESM foi criada usando o Graphical User Interface
Development (GUIDE), uma ferramenta que permite criar objetos de controle de
interface com usuério, UlControl, em janelas gréaficas, para implementar caixas de
didlogo no estilo “Visual Basic”. O MATLAB gera automaticamente um arquivo
estruturado com as respectivas funcGes de callback relacionadas as a¢Ges que podem

ser executadas em cada um dos componentes adicionados a interface.
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5 O Desenvolvimento do LESM 3D

5.1 Visao Geral

Nos capitulos anteriores apresentou-se alguns conceitos fundamentais das
areas de Andlise de Estruturas e Ciéncia da Computagdo necessarios para entender a
implementacdo de um programa de analise estrutural, incluido comentarios de como
esses conceitos séo considerados e implementados no LESM 3D. Este capitulo combina
estas duas areas e descreve o desenvolvimento dos estagios operacionais e a interface
do programa. Também apresenta uma descricdo completa de todas as classes criadas

com o paradigma OOP.

5.2 Classes do LESM 3D

O programa é dividido em 9 classes, sendo 7 delas relacionadas ao estagio
de processamento, para criar um modelo estrutural e calcular os resultados da analise.
As outras duas sdo associadas ao estagio de poOs-processamento, para desenhar ou

imprimir os resultados na tela do computador.

Como mencionado no capitulo 4 (implementacdo computacional), a
acessibilidade aos atributos de todas as propriedades e métodos no LESM 3D ¢€ publica,
iSSo permite que as propriedades de todos 0s objetos sejam acessadas e modificadas por
métodos de qualquer objeto ou fungdes de qualquer arquivo, como consequéncia disso
0s objetos podem interagir facilmente entre si e o cddigo torna-se mais limpo e simples

de entender.

A chamada de uma propriedade ou método pode ser feita com o operador
ponto, que implicitamente chama os métodos set ou get, herdados da classe propria do

MATLAB responsaveis pela classe Handle. Fazendo as chamadas do programa como
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classes handle, é possivel referenciar objetos ao invés de criar copias para serem

passadas para métodos e funcdes.

O fluxograma da figura 5.1 ilustra a interacdo entre todas as classes
implementadas através de um diagrama de classes simplificado do LESM 3D. Cada
caixa representa um objeto de uma classe sem a distingdo se este é uma superclasse ou
subclasse. As classes Draw e Print pertencem ao estagio de pds-processamento do
programa, engquanto as demais classes estdo relacionadas ao estagio de processamento

do programa.

Draw -

<8N

____________________________________________________

<CuseR>

1
.

I

e
Element with distributed load Distributed load propertes
ks peneei

Figura 5.1 - Diagrama de classes do LESM 3D

Nas secdes subsequentes serdo descritas as caracteristicas de cada classe,
através de tabelas contendo o nome destas, seguido de uma breve explicacdo de suas
propriedades e métodos. Optou-se por ndo incluir os métodos set, get e clean, ja que
estes possuem as mesmas funcionalidades em todas as classes e foram previamente

explicados.

5.2.1 Classe Drv (Driver)

Esta classe comanda o processo de analise do modelo estrutural no LESM
3D. Suas propriedades guardam informag0es gerais acerca do modelo estrutural e seus

métodos correspondem a procedimentos do método da rigidez direta. Um Gnico objeto
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é criado durante o estagio de processamento, ja que todos os dados do modelo podem

ser acessados usando as propriedades de um objeto dessa classe.

Classe Drv

Propriedades

Descricdo

anm Ponteiro para objeto da classe Anm

materials Vetor de ponteiros para objetos da classe Material
sections Vetor de ponteiros para objetos da classe Section
nodes Vetor de ponteiros para objetos da classe Node
elems Vetor de ponteiros para objetos da classe Elem
K Matriz de rigidez global

F Vetor de forgas globais

D Vetor de deslocamentos globais

ID Matriz com graus de liberdade enumerados

nmat NUmero dos materiais

nsec NUmero das se¢des transversais

nnp Namero dos pontos nodais

nel Numero dos elementos

neq NUmero das equagdes

neqfree NUmero de equagdes de graus de liberdade livres
neqfixed NUmero de equagdes de graus de liberdade fixos

Métodos Estaticos

Descricdo

openFile

Abre um arquivo de entrada

Meétodos Publicos

Descri¢do

fictRotConstraint

Insere ou remove uma limitag&o de rotacao ficticia nos nés

dimKFD

Dimensiona a matriz global de rigidez, o vetor de forcas e o vetor de deslocamentos

assembleDOFNum

Monta a matriz com graus de liberdade enumerados

assembleGle

Monta o vetor de espalhamento de um elemento

gbIMtx

Monta a matriz de rigidez global

assembleElemMtx

Insere a matriz de rigidez de um elemento a matriz de rigidez global

elemLoads

Adiciona os carregamentos nodais equivalentes de um elemento ao sistema global de

forcas

assembleENL

Insere o vetor de cargas nodais equivalentes ao vetor de forgas globais

solveEqgnSystem

Particiona e resolve o sistema de equaces

elemintForce

Calcula as forcas internas de cada elemento

process

Processa 0 modelo atual de acordo com o método da rigidez direta

Tabela 5.1 - Propriedades e métodos da classe Drv
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5.2.2 Classe Anm (Modelo de Analise)

Esta é uma superclasse abstrata que declara métodos abstratos dependentes

do modelo de analise. A implementacdo de tais métodos abstratos € realizada nas

subclasses, de acordo com o comportamento especifico do modelo de anélise

correspondente. O comportamento dos cinco modelos de analises foi descrito no

capitulo 2 (Modelos de Elementos Lineares). As subclasses derivadas dessa superclasse

sdo: Anm_Truss2D, Anm_Frame2D, Anm_Grillage, Anm_Truss3D e Anm_Frame3D.

Como o valor das propriedades de um objeto de uma subclasse Anm é

sempre 0 mesmo, 0 uso de cada subclasse é baseado nos métodos. Por essa razao,

somente um objeto € criado no estagio de processamento e esse é usado para chamar 0s

respectivos métodos.

Classe Anm

Propriedades

Descricdo

analysis_type

Tipo de modelo de andlise

ndof Nuamero de graus de liberdade por n6

Métodos Abstratos Descricdo

gblToLocElemRotMtx Monta a matriz de transformacéo por rotacéo
setupDOFNum Configura a matriz com os graus de liberdade enumerados

setupPrescDispl

Armazena os deslocamentos prescritos no vetor de deslocamentos globais

elemLocStiffMtx

Monta a matriz de rigidez local de um elemento

nodalLoads

Adiciona componentes de cargas nodais ao vetor de forcas globais

elemLocUniformLoadFEF

Monta o vetor de reagbes de engastamento de um elemento para

carregamentos uniformes

elemLocLinearLoadFEF

Monta o vetor de reagdes de engastamento de um elemento para

carregamentos lineares

elemLocThermallLoadFEF

Monta o vetor de reacdes de engastamento de um elemento para varia¢do

de temperatura

initIntForce

Inicializa o vetor de forgas internas de um elemento com valores nulos

assemblelntForce

Monta o vetor de forc¢as internas de um elemento

Tabela 5.2 - Propriedades e métodos da classe Anm
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5.2.3 Classe Elem (Elemento)

Esta é uma superclasse abstrata que define genericamente um objeto de
elemento linear, implementando os atributos e os métodos correspondentes ao

comportamento dos elementos lineares de acordo com o tipo de elemento.

As propriedades desta superclasse representam o elemento através de um
comportamento tridimensional nos eixos locais. Um objeto da subclasse Anm
correspondente é responsavel pela transformacao deste comportamento tridimensional

em um comportamento especifico de acordo com o0 modelo.

Conforme explicado na secdo 3.2 (Teorias de Vigas), elementos lineares
podem ser divididos em dois tipos de acordo com a teoria considerada para 0

comportamento a flexao. Estes tipos compdem as duas subclasses abaixo:

e Elem_Navier: Esta subclasse adota 0 comportamento a flexao de Navier (Euler-
Bernoulli) para elementos lineares. Assume-se que ndo ha deformacdo por
cisalhamento e, portanto, a secéo transversal permanece plana e normal ao eixo
longitudinal da barra.

e Elem_Timoshenko: Esta subclasse adota o comportamento a flexdo de
Timoshenko para elementos lineares. A deformacéo por cisalhamento € tratada
de maneira aproximada e, portanto, um momento fletor faz com que a se¢do ndo

seja normal ao eixo longitudinal da barra, embora esta se mantenha plana.

Cada método abstrato correspondente ao comportamento a flexdo possui
duas implementacGes, que se diferem de acordo com o plano que os elementos estéo
inseridos, aos distintos graus de liberdade de cada um dos modelos de anélise e,

também, das propriedades das se¢Bes transversais.

Vale mencionar que esta superclasse ndo possui propriedades ou métodos
relacionados com carregamentos nos elementos. Assim, algumas de suas propriedades
sdo ponteiros para objetos da classe Lelem, tal classe contém todas as informagoes

necessarias dos carregamentos atuantes nos elementos.
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Classe Elem

Propriedades

Descrigdo

nen Numero de n6s um elemento (sempre igual a 2)

type Tipo de elemento

anm Ponteiro para um objeto da classe Anm

load Ponteiro para um objeto da classe Lelem

material Ponteiro para um objeto da classe Material

section Ponteiro para um objeto da classe Section

nodei Ponteiro para objeto da classe né correspondente
ao né inicial
Ponteiro para objeto da classe nd correspondente

nodef -
ao no final

hingei Flag para rétula no no6 inicial

hingef Flag para rétula no n6 final

length Tamanho do elemento

cosine_X Cosseno diretor com o eixo global X

cosine_Y Cosseno diretor com o eixo global X

cosine_Z Cosseno diretor com o eixo global X

vz_X Componente X do vetor local z

vz_Y Componente Y do vetor local z

vz Z Componente Z do vetor local z

gle Vetor de espalhamento

rot Matriz de rotacdo do sistema global para o
sistema local

tMitx Submatriz de transformacéo de base por rotagéo do
sistema local para o global

kel Matriz de rigidez no sistema local

fel_distribLoad

Reacdes de engastamento no sistema local para
carregamento distribuido

fel_thermallLoad

Reacdes de engastamento no sistema local
para variagdes térmicas

axial_force

Vetor de forgas axiais das extremidades dos elementos

shear_force_Y

Vetor de forgas cortantes das extremidades do elemento
relacionado ao eixo local y

shear_force_Z

Vetor de forgas cortantes das extremidades do elemento
relacionado ao eixo local z

bending_moment_Y

Vetor de for¢as cortantes das extremidades do elemento
relacionado ao eixo local y

bending_moment_Z

Vetor de forgas cortantes das extremidades do elemento
relacionado ao eixo local z

torsion_moment

Vetor de momentos torsores das extremidades do elemento

Métodos Abstratos

Descrigdo

flexuralStiffCoeff XY

Gera uma matriz de coeficientes de rigidez a flexao
relacionadas ao plano XY

flexuralStiffCoeff_XZ

Gera uma matriz de coeficientes de rigidez a flexdo
relacionadas ao plano XZ

flexuralDisplShape
FunctionVector XY

Gera uma matriz de funcbes de forma relacionadas
ao plano XY

flexuralDisplShape
FunctionVector XZ

Gera uma matriz de funcbes de forma relacionadas
ao plano XY

Métodos Publicos

Descrigdo
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gblStiffMtx Gera a matriz de rigidez no sistema global

axialStiffCoeff Gera a matriz de rigidez dos coeficientes de rigidez axiais

torsionStiffCoeff Gera a matriz de rigidez dos coeficientes de rigidez a torgdo

bIStiffCocff Gera um vetor de forgas internas provocadas pelos
9 deslocamentos nas extremidades

axialDisplShapeFunctionVector Gera um vetor das funcGes de forma axiais

Tabela 5.3 - Propriedades e métodos da classe Elem

5.2.4 Classe Lelem (Carregamento no Elemento)

A classe Lelem é uma superclasse abstrata que especifica as componentes
de carregamento de um objeto de elemento linear, implementado métodos relacionados
ao comportamento genérico dos elementos lineares e declarando métodos que
dependem do tipo de elemento. O comportamento genérico dos elementos lineares € 0s
tipos de elementos foram brevemente explicados na secdo anterior. Essa classe

considera carregamentos que atuam nas trés dimensoes.

Diferentemente da classe Elem, onde os métodos sdo funcgdes que
dependem das propriedades fisicas e geométricas dos elementos, os métodos desta
classe séo aqueles que fazem uso apenas das informacgdes de carregamento, como 0
calculo das reacdes de engastamento de barras isoladas (FEF), cargas equivalentes
nodais (ENL) e deslocamentos internos. O acesso as informacdes sobre os elementos
onde estes carregamentos se encontram, é conferido por meio de propriedades cujas
informacdes séo ponteiros para a classe Elem.

Assim como na classe Elem, as subclasses do Lelem séo responsaveis pela
implementacdo de métodos abstratos que lidam com o comportamento a flexdo. Essas
subclasses sdo: Lelem Navier e Lelem Timoshenko. Cada método abstrato é
implementado considerando o momento fletor no plano XY (trelica plana, portico
plano, trelica espacial e portico espacial) e 0 momento fletor no plano local XZ (grelhas,
trelica espacial e portico espacial), porque componentes de carregamento distintos e as

propriedades das sec¢des transversais sao usadas em cada um dos casos.
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Classe Lelem

Propriedades

Descricdo

elem Ponteiro para um objeto da classe Elem
uniformDir Fl_ag para direcdo do carregamento distribuido
(sistema global ou local)
. Vetor de carregamentos uniformemente distribuidos
uniformGbl !
no sistema global
. Vetor de carregamentos uniformemente distribuidos no
uniformLcl .
sistema local
linearDir Fl_ag para direcdo do carregamento linear
(sistema global ou local)
. Vetor de carregamentos linearmente distribuidos
linearGbl .
no sistema global
. Vetor de carregamentos linearmente distribuidos
linearLcl :
no sistema local
tempVar_X Variacao de temperatura no centro de gravidade
tempVar_Y Gradiente de temperatura em relacéo ao eixo local y
tempVar_Z Gradiente de temperatura em relagdo ao eixo local z
Métodos Abstratos Descricao

flexuralDistribLoadFEF_XY

Gera o vetor FEF de flexdo para um carregamento
distribuido no plano local xy

flexuralDistribLoadFEF_XZ

Gera o vetor FEF de flexdo para um carregamento
distribuido no plano local xz

flexural ThermalLoadFEF_XY

Gera o vetor FEF de flexdo para uma variacdo de
temperatura no plano local xy

flexuralThermalLoadFEF_XZ

Gera o vetor FEF de flexo para uma variacdo de
temperatura no plano local xz

locDisplIDistribLoad_XY

Gera 0 vetor de deslocamentos internos para um
carregamento distribuido no plano local xy

locDisplIDistribLoad_XZ

Gera o vetor de deslocamentos internos para um
carregamento distribuido no plano local xz

locDisplThermalLoad XY

Gera 0 vetor de deslocamentos internos para uma
variacio de temperatura no plano local xy

locDisplThermalLoad_XZ

Gera o vetor de deslocamentos internos para uma
variacdo de temperatura no plano local xz

Métodos Publicos

Descricao

axialDistribLoadFEF

Gera o vetor FEF axial para um carregamento distribuido

axialThermalLoadFEF

Gera o vetor FEF axial para uma varia¢do de temperatura

gbIDistribLoadENL

Gera o vetor de carregamento nodal equivalente para um
carregamento distribuido

gblThermalLoadENL

Gera o vetor de carregamento nodal equivalente para
uma variagao de temperatura

Tabela 5.4 - Propriedades e métodos da classe Lelem

5.2.5 Classe Node (NO)

Esta classe especifica as propriedades dos pontos nodais localizados em um

espaco tridimensional. Um objeto desta classe possui trés coordenadas e seis graus de
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liberdade, logo os vetores das condicdes essenciais de contorno, deslocamentos
prescritos e carregamentos nodais possuem seis posicdes, cada uma associada com um
grau de liberdade de mesmo ndmero. Embora os valores estejam configurados para
todas as posicOes, apenas os valores dos graus de liberdade associados ao respectivo

modelo de analise sdo usados.

Classe Node
Propriedades Descricéo
id NUmero de identificacdo do no
coord_X Coordenada no eixo global X
coord_Y Coordenada no eixo global Y
coord_Z Coordenada no eixo global Z
ebc Vetor de flags das condigdes de contorno essenciais
prescDispl Vetor dos valores dos deslocamentos prescritos
nodallLoad Vetor das componentes de deslocamentos nodais
Métodos Publicos Descricéo
axialDistribLoadFEF | Conta o nimero de elementos conectados a um né

Tabela 5.5 - Propriedades e métodos da classe Node

5.2.6 A classe Material

A classe Material especifica as propriedades de um material homogéneo e

isotropico. A classe ndo possui metodos proprios.

Classe Material
Propriedades Descricéo
id Numero de identificacdo do material
elasticity Médulo de elasticidade
poisson Coeficiente de Poisson
shear Médulo de elasticidade ao cisalhamento
thermExp Coeficiente de expansao térmica

Tabela 5.6 - Propriedades e métodos da classe Material
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5.2.7 A classe Section

Esta classe define uma secé@o genérica tridimensional especificando todas
as suas propriedades, mesmo que algumas delas ndo sejam usadas pelo modelo de
analise correspondente. Essa classe também ndo tem nenhum método implementado

além daqueles requeridos em outros métodos.

Classe Section
Propriedades | Descrigéo
id Numero de identificacdo da se¢éo
area_X Area relacionada ao eixo local x (area cheia)
area_Y Area relacionada ao eixo local y (area cisalhante efetiva)
area_Z Area relacionada ao eixo local z (area cisalhante efetiva)
inertia_X Momento de inércia em relacdo ao eixo local x (inércia a torgdo)
inertia_Y Momento de inércia em relacéo ao eixo local y (inércia a flexdo)
inertia Z Momento de inércia em relacéo ao eixo local z (inércia a flexao)
height_Y Altura relacionada ao eixo local y
height_Z Altura relacionada ao eixo local z

Tabela 5.7 - Propriedades e métodos da classe Section

5.2.8 A classe Draw

Esta classe é uma superclasse abstrata que define um objeto para desenhar
as entidades graficas implementando métodos estaticos para plotar figuras geométricas
e declarando métodos abstratos cuja implementacédo depende do modelo de anélise. As
classes derivadas que podem implementar tais métodos abstratos séo: Draw_Truss2D,

Draw_Frame2D, Draw_Grillage, Draw_Truss3D e Draw_Frame3D.

Somente um objeto desta classe é criado para o estdgio de pOs-
processamento e seus métodos sdo usados para demonstrar 0 modelo estrutural e 0s
resultados de analise na tela, assim como alguns parametros de visualiza¢do. Por essa
razdo esse objeto precisa de alguma propriedade que seja um ponteiro para a classe Drv

que contenha todas as informac0es acerca do modelo e seus resultados.
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Os métodos estaticos foram implementados para generalizar o codigo
plotando figuras geométricas que sdo usadas comumente para desenhar o0 modelo e 0s
resultados. Ao usar tais métodos, ao invés de escrever o codigo para plotar os mesmos
formatos mdaltiplas vezes, basta chamar a funcdo correspondente para que ela plote a

figura correspondente, simplificando, assim, a implementacdo de métodos abstratos.

Classe Draw

Propriedades

Descrigdo

drv Ponteiro para um objeto da classe Drv
size Paramento de tamanho do desenho

az Aximute da tela

elev Elevacéo da tela

Métodos Estaticos

Descrigdo

Transforma as componentes de coordenadas locais x e y

coordTransform2D :

para as globais X e Y
coordTransform3D Transforma as componentes de coordenadas locais X,y e z

para as globais X,Y e Z
circle Plota um circulo com posicéo, tamanho e cor definidos
sphere Plota uma esfera com posicdo, tamanho e cor definidos
square Plota um quadrado com posi¢éo, tamanho e cor definidos
cube Plota um cubo com posi¢do, tamanho e cor definidos
triangle Plota um triangulo com posicao, tamanho, orientagdo e cor definidos
pyramid Plota uma pirdmide com posicdo, tamanho, orientacdo e cor definidos
arrow2D Plota uma seta plana com posi¢do, tamanho, orientacdo e cor definidos
arrow3D Plota uma seta espacial com posic¢éo, tamanho, orientagdo e cor definidos

Plota uma seta espacial com posic¢éo, tamanho, orientagdo e cor definidos
spear3D S . .

na direcdo dos eixos locais

Plota um simbolo de momento plano com posi¢do, tamanho, orientagdo
moment2D e

e cor definidos

Plota um simbolo de momento espacial com posicao, tamanho, orientacao
moment3D

e cor definidos

Métodos Publicos

Descrigdo

setLimits Estabelece os limites dos eixos

model Desenha 0 modelo estrutural (somente com nés, suporte e elementos)
elements Desenha elementos com rétulas ou continuos

nodes Desenha pontos nodais com condicdes de suporte

elemLoadsScaleFactor

Calcula o fator de escala para os carregamentos distribuidos

elemLoads

Desenha carregamentos distribuidos (uniforme e linear)

nodalLoads

Desenha cargas nodais e momentos aplicados

nodalPrescDispl

Desenha indicag¢6es de deslocamentos nodais prescritos

thermalLoads

Desenha representacdo de variagao térmica

nodelD

Plota identificacbes com os nimeros dos nos

elementID

Plota identificacbes com os nimeros dos elementos

elementOrientation

Desenha as orientacfes dos elementos
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deformScaleFactor

Calcula o fator de escala para a configuracdo deformada da estrutura

deformConfig

Desenha a configuracdo deformada da estrutura

axialScaleFactor

Calcula o fator de escala para os diagramas de forc¢a axial

axialForce

Desenha o diagrama de forca axial

shearScaleFactor

Calcula o fator de escala para os diagramas de for¢a cortante

shearForce_ XY

Desenha o diagrama de forca cortante resultante (plano xy local)

shearForce_XZ

Desenha o diagrama de forca cortante resultante (plano xz local))

bendingMoment
ScaleFactor

Calcula o fator de escala para os diagramas de momento fletor

bendingMoment

Desenha o diagrama de momento fletor resultante (plano xy local)

bendingMoment_XZ

Desenha o diagrama de momento fletor resultante (plano xz local))

torsionMoment

Desenha o diagrama de momento torsor resultante

reactions

Desenha as reacdes de apoio com seus respectivos valores

Tabela 5.8 - Propriedades e métodos da classe Draw

5.2.9 A Classe Print

Esta superclasse abstrata é similar & classe Draw em termos do uso e
aplicabilidade, porém ao invés de definir um objeto para desenhar as entidades ela
define um objeto para imprimir a informagéo sobre o0 modelo e os resultados em um
arquivo de saida textual durante o estagio de poOs-processamento. Essa classe
implementa métodos publicos e declara métodos abstratos para imprimir informacéo
textual que depende do modelo de analise. As subclasses derivadas desta superclasse
sdo: Print_Truss2D, Print_Frame3D, Print_Grillage, Print_Truss3D e Print_Frame3D.

Um simples objeto dessa classe é criado para permitir o uso de métodos.
Uma das propriedades desse objeto é um ponteiro para um objeto da classe Drv que

contém todas as informacGes necessarias sobre o modelo e seus resultados.

Classe Print
Propriedades Descricdo
Drv Ponteiro para um objeto da classe Drv
Txt Identificador para um arquivo de saida
Métodos Abstratos Descricdo
results Imprime os resultados da analise
analysisLabel Imprime os tipos de modelo de analise
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section

Imprime informacdes sobre as se¢bes transversais

nodalSupport

Imprime informacdes sobre as condi¢des de suporte

nodalPrescDispl

Imprime informacdes sobre os deslocamentos prescritos

nodalLoads

Imprime informacdes sobre os carregamentos nodais

elements

Imprime informacdes sobre os elementos

unifElementLoads

Imprime informacdes sobre os carregamentos uniformes

linearElementLoads

Imprime informagdes sobre os carregamentos lineares

temperatureVariation

Imprime informagdes sobre as variagbes de temperatura

nodalDisplRot

Imprime os resultados dos deslocamentos e rota¢des nodais

reactions

Imprime os resultados das reacdes de apoio

intForces

Imprime os resultados das forgas internas nos nés do elemento

Meétodos Publicos

Descricdo

header

Imprime o cabegalho da andlise dos resultados

modelDescrip

Imprime a descrigéo global do modelo

material

Imprime as informages sobre as propriedades do material

nodalCoords

Imprime informagdes sobre as coordenadas nodais

Tabela 5.9 - Propriedades e métodos da classe Print

5.3 Interface Grafica do Usuario

Algumas mudancas foram feitas para adaptar a interface grafica do
programa para 0os modelos tridimensionais. Assim, esse item resumira o que foi descrito
no trabalho de conclusdo de curso de Rafael Lopez Rangel (2016), intitulado
“Development of a Graphic Program for Structural Analysis of Linear Element
Models”, com as alteracdes feitas na interface grafica para a consecucdo dos modelos

tridimensionais.

A interface de usuario do LESM é composta de uma janela principal, onde
é possivel criar, visualizar e analisar um modelo e uma série de funcbes auxiliares
(Janelas auxiliares) responsaveis por captar os dados de entrada necessarios para
adicionar ou remover componentes do modelo. Cada uma dessas janelas é uma figura
independente, criada usando a ferramenta GUIDE do MATLAB.

A janela principal da interface grafica do LESM é composta por cinco
paineis, uma barra de ferramentas e um botdo para rodar o processo de anéalise (vide
figura 5.2).
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Descreveremos como se da o comportamento do programa, através destas

partes, nos paragrafos subsequentes.

4. LESM - Linear Elements Structure Medel - [m]

File FEdit View Inset Tools Desktop Window Help
DEES | K ARNUDEL- 20RO

1—

08—

Options 08—

New Open
0.7 —
Save Websie

Model Type
P 0s
Analysis Model Truss 20 ~
Element Type Euler-Bernouli
05—

Madeiing

Waterials. Sections 0a b
Hodes. Elements.

Nodal Loads. Element Loads | | 0.3 —
Supports Wodel Information

02

Results
01
Wode! Deformation

Axial Force Shear Force 1 | | | | | | 1 1

1}
a 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Visualization

Bending Moment Torsion Moment

scale

[ Grid [ Ruler [Junits [INoded []ElementD [ ] Element Orientation | [ | DecimalPrecision|0 | ElementResuls |AI

Tetual [ Reactions Showing:

Figura 5.2 — Tela principal de interface grafica do usuario do LESM 3D

A tela é um componente da interface que define a area, situada em um
sistema de eixos com trés dimensBes, onde o programa desenhara certas figuras
geomeétricas para representar o modelo estrutrural e os resultados obtidos no pos-

processamento.

Ha trés barras de ferramentes pré-definidas que podem ser adicionadas a
janela principal do programa:

e Figure Toolbar: Adiciona opc¢des basicas de visualizacdo (disponivel no inicio
do programa).

e Camera Toolbar: Adiciona opgOes avancadas de visualizagao.

e Plot Edit Toolbar: Adiciona ferramentas que possibilitam criar textos, linhas

formatos a janela.
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O painel “Options” permite ao usuario criar um novo modelo, abrir um
modelo pré-existente, salvar o modelo atual e abrir o website do programa que contém

0 manual do programa.

O painel “Model Type” ¢ usado para escolher o tipo de modelo de analise
(trelica plana, portico plano, grelha, trelica espacial e pértico espacial) e, também, o
tipo de elemento (Navier ou Timoshenko) a serem utilizados.

O tipo de andlise e o tipo de elemento devem ser definidos logo no inicio
da criagdo de um modelo estrutural e ndo podem ser alterados durante a elaboracéo do
modelo ou na fase de p6s-processamento. Vale mencionar que cada modelo de analise

possui configuracdes de visualizacdo proprias.

O painel “Modelling” ¢ usado para criar, alterar e deletar componentes
(materiais, secOes, nos, elementos, cargas nodais, carregamentos distribuidos e
restricdes) do modelo estrutural, sendo acessivel permanentemente ao usuario. O clique
em um botdo deste painel abre uma GUI auxiliar para gerenciar a criacao de objetos do
componente selecionado permitindo ao usuario preencher apenas os campos de dados
usados pelo modelo selecionado (as unidades dos dados de entrada sdo imutaveis).
Neste painel foi criado apenas uma caixa de dialogo modal presente para os modelos
tridimensionais, que permite ao usudrio criar um vetor local v; diferente do vetor pré-

definido pelo programa.

4| Materials — x
E= 100000 |MPFa V= 0.3 a=| 0.00001 F~°C

Add Finigh Delete Noitens
Mat E v G a

Figura 5.3 — GUI auxiliar para gerenciamento dos materiais
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‘4 Cross-Sections — *

~Area ~Inertia Height

Soc=| 100 |ecmr2 Ix=cmﬂ:1 Hy=cm
Ayr=crrr“2 ly=| 1000 |cmt4 Hz=cm

Az=| 100 |cm'2 lz=| 1000 | cm'4

. Add | Finsh Delete | Noitens

Figura 5.4 — GUI auxiliar para gerenciamento das propriedades das se¢des transversais

4 Modes - X
Coordinates
X [m] Y [m] Z [m]
T e A I e
— Delete
| Add || Finish |
Nede| X | v | z

Figura 5.5 — GUI auxiliar para gerenciamento dos pontos nodais
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[4] Elements — >

Phy=ical Properties Extremities Informations
Material |1 “ Mode 1 |1 - Hinge 1 Mo -~
Section |1 w Mode 2 |1 v Hinge 2 Mo ~
Add Finizh Delete No itens

Element | Material | Section | Model | Mode2 | Hingel | Hinge2

Figura 5.6 — GUI auxiliar para gerenciamento dos elementos de barra

Load Components

Fx= 0 kN
Fy= 0 kN
Fz= 0 kI
Mx=| 0 kMNm
My=| 0 kMNm

Mz = 0 kMNm

et Close

Figura 5.7 — GUI auxiliar para gerenciamento das cargas nodais
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Element 1

Uniform Load

Direction

Qx = 0
Qy= 0
Qz = 0

4. Element Loads - *

Linear Load Temperature Variation
Global ~ Direction |Global ~ Ty+ = 0 |°C Tz+=| 0 [°C
KNm || ax1=[ 0 |kWm @@= 0 |kwm|| Y7L 0 € Tz==| 0 JC
KN/m ayl=| 0 |kwm @2= 0 | kN/m
kN/m Qz1=| 0 |Kkm Qzz= 0 |Kum B £z

Figura 5.8 — GUI auxiliar para gerenciamento dos carregamentos nos elementos

4. Supports — x

Mode |1 w Set Close

Constraints Prescribed Displacements

[]1Dx Dx = 0 mm
1Dy Dy= 0 |mm
[]D=z Dz=| o mm
] Rx = 0 rad
LI Ry Ry= 0 |rad
[ IRz Rz=| 0 rad

Figura 5.9 — GUI auxiliar para gerenciamento das restricbes de apoio e deslocamentos prescritos

O bot&o para o processamento dos dados é responsavel por rodar o codigo

que calcula os resultados de analise através do método da rigidez direta. Esses

resultados sdo entdo colocados como propriedades dos objetos usados no estagio de

poOs-processamento para desenhar resultados graficos ou criar aquivos de texto com 0s

resultados nimericos. Este botdo é habilitado somente quando é identificado que um

modelo esta sendo construido (criagdo de um ponto nodal). Quando este botéo é clicado

e os dados séo processados com sucesso, 0s botdes no painel “Results” sdo habilitados

e este botdo é desabilitado até que sejam feitas novas mudancas no modelo. Toda vez

que um modelo é carregado ou modificado, seus dados devem ser processados

novamente antes de checar os resultados.
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Resultados graficos e textuais podem ser checados atraves do clique de
botdes no painel “Results”. As funcdes auxiliares responsaveis pelos diagramas de
esforcos internos e reacdes chamadas pelos botdes e caixa de selecédo, respectivamente,
serdo discutidas na se¢éo 5.6.

5.4 Pré-Processamendo de Dados

Este estagio consiste no fornecimento de dados de entrada com todas as
informacdes necessarias correspondentes ao modelo da estrutura real desejada. Essas
informac6es podem ser fornecidas através de um processo de modelamento ou através
do carregamento de um arquivo ja existente que contém a descricdo do modelo em um

formato que o LESM 3D possa ler e interpretar.

Ao carregar um arquivo executa-se uma funcédo auxiliar chamada readFile,
que lera as informacgdes do modelo e criara os objetos que armazenardo as informacdes
nas propriedades correspondentes. O modelo é plotado na tela, mas ndo ha
encaminhamento algum para a etapa de processamento de dados. Esta funcdo pode ler
0s tipos de arquivos abaixo:

e Arquivos Ism: Arquivo padrdo do programa. Quando um modelo é salvo, seus
dados sdo gravados em um arquivo deste tipo.

e Arquivos Neutros: Arquivo cujo formato fora desenvolvido com o objeto de
conter todas as informacGes necessarias para programas de analises de
elementos finitos. Esses formatos s&o bem similares com o arquivo Ism. Mais
informacdes sobre o arquivos neutros podem ser encontradas no endereco:

http://www.tecgraf.puc-rio.br/neutralfile.

Vale mencionar que estes dois tipos de arquivos guardam dados
correspondentes a um modelo tridimensional, sendo necessario que a fungéo readFile
adquira informagfes sobre o modelo de andlise para que a subclasse Anm

correspondente adeque as informacdes ao modelo desejado.
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O processo de modelamento permite ao usuario construir um modelo novo

ou modificar um modelo pré-existente. Deve-se inserir através das GUIs auxiliares 0s

dados de entrada correspondentes as informacGes sobre os materiais, secoes

transversais,nds, elementos, condi¢des de suporte e carregamentos.

Para evitar erros durante o processo de modelamento optou-se por controlar

a experiéncia do usudrio através de duas medidas:

e Desabilitando determinados campos: H& o blogueio de campos correspondentes

aos dados de entrada que nédo séo usados no modelo de anélise selecionado.

e Desenvolvimento de um método chamado fictRotConstraint: Este método

insere ou remove uma restricdo de rotacdo ficticia em nés com mais de um

elemento rotulado conectado nesta extremidade para, assim, impedir que o

modelo torne-se instavel.

A figura 5.X indica as propriedades que poderdo ser definidas nessa etapa

para a anélise do modelo, preparando para a etapa seguinte:

Propriedades Trelica 2D Pértico 2D | Grelha Trelica 3D Pértico 3D
Area da Secdo
AX Ax Ay Ax Az AX Ax Ay Az
Transversal
Inercia da Secéo
- 4 Ix ly - IX ly Iz
Transversal
Altura da Secdo
Hy Hy Hz Hy Hz Hy Hz
Transversal
. Dx Dy Dz Rx Ry
Restricdes Dx Dy Dx Dy Rz |Dz Rx Ry |Dx Dy Dz R
z
Deslocamentos Dx Dy Dz Rx Ry
] Dx Dy Dx Dy Rz |Dz Rx Ry |Dx Dy Dz
Prescritos Rz
) Fx Fy Fz Mx My
Cargas Nodais Fx Fy Fx Fy Mz |Fz Mx My |Fx Fy Fz M
z
Carregamento
. Qx Qy Qx Qy Qx Qy Qx Qy Qz Qx Qy Qz
Uniforme
Carregamento Qx1 Qyl|OQx1 Qy1l 071 Qz2 Qx1 Qyl Qz1|Qx1 Qyl Qzl Qx2
z1 Qz
Linear Qx2 Qy2 Qx2 Qy2 Qx2 Qy2 Qz2 Qy2 Qz2
Variagao de
Ty+ Ty- Ty+ Ty- Tz+ Tz- Ty+ Tz+ Ty-Tz- | Ty+ Tz+ Ty- Tz-
Temperatura

Tabela 5.10 — Propriedades de cada modelo de anélise
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5.5 Processamento de dados

Esta etapa é a responsavel pelo célculo dos resultados da andlise estrutural
do modelo desejado. O botdo “Process Data” ¢ habilitado assim que um modelo
estrutural é criado e um clique neste botdo criard um objeto da classe Drv, classe

responsavel por “comandar” o processo de analise do programa.

Este estagio engloba um grupo de fungdes implementadas cujos dados de
entrada foram fornecidos no estagio de pré-processamento. Os resultados obtidos na
analise sdo guardados nas propriedades desses objetos que precisam ser acessados pelos

objetos das classes de pds-processamento.

O algoritmo usado para calcular os resultados da analise é regido pelo
método da rigidez direta. Como mencionando anteriormente, este € um método
matricial que usa as relacdes de rigidez dos elementos para calcular os deslocamentos
desconhecidos dos nos, reacfes de apoio e os esforgos internos nas extremidades dos

elementos.

O problema gira em torno da resolugdo de um sistema de equacfes de
equilibrio correspondente ao modelo estrutural analisado. Esse sistema tem a forma
dada pela equacdo 5.1, onde {F} é o vetor global de forcas, [K] é a matriz de rigidez
global e {D} € o vetor global de deslocamentos nodais. As variaveis desse sistema sdo
os valores de deslocamentos nodais na dire¢do dos graus de liberdade livres e os valores
das reacdes de apoio correspondentes as forcas nas dire¢fes dos graus de liberdade
fixos. Vale mencionar que o nimero de equacBes no sistema é equivalente ao nimero

total de graus de liberdade do modelo.

{F} = [KK{D} (5.1)

Apos a resolucdo do sistema dado pela equagédo 5.1, é necessario que 0
programa forneca os resultados dos esforcos internos nas direcdes das coordenadas

generalizadas no sistema local de cada barra, situada nas extremidades dessas barras.

Assim, os esforgos internos nas extremidades de barras descarregadas sao

obtidos através da resolucéo, consecutiva, de dois sistemas, dados pelas equagdes 5.2 e
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5.3, onde {f} € o vetor de forcas no sistema global, [k] € a matriz de rigidez no sistema
global, {d} ¢ o vetor de deslocamentos nodais no sistema global, {f’} ¢ o vetor de forgas
no sistema local e [R] é matriz de transformacao por rotacdo do sistema global para o
local.

Adicionalmente para elementos de barra carregados deve-se sobrepor os
resultados encontrados na equacdo 5.3 (solugédo global), aos resultados das reagdes de

engastamento perfeito no sistema local da barra (solucgéo local).
{f} = [KHd} (5.2)
{f'} =[R]{f} (5.3)

A explicacdo desse método sera dividida em trés partes a serem explicadas
nas sec¢des subsequentes: Montagem do Sistema de Equacdes, Resolucdo do Sistema
de Equacbes e Calculo das forgas Internas nas Extremidades.

5.5.1 Montagem do Sistema de Equagdes

Na primeira parte do método os termos do sistema de equacdes de equilibrio
da equacdo 5.1 devem ser montados de maneira que sua resolucdo possa ser
particionada. Sem esse particionamento a matriz composta pelos coeficientes de rigidez
do problema seria singular e, portanto, o sistema nao admitiria solucdo. O diagrama de
sequéncia apresentado na figura 5.20 indica a ordem dos métodos chamados para
montar a matriz de rigidez global, o vetor global de deslocamentos e vetor global de
forcas. As caixas desse diagrama possuem o nome e o método das classes, nao

especificando as subclasses.
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Figura 5.10 — Diagrama de sequéncia simplificado
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5.5.1.1 Inicializacéo das Variaveis Auxiliares

O primeiro passo do processo de analise consiste na inicializacdo e
dimensionamento da matriz de rigidez global, do vetor global de deslocamentos e do
vetor global de forgas. Este procedimento é realizado através do método “dimKfD”.
Este método cria uma matriz quadrada e dois vetores colunas com tamanhos

correspondentes ao numero de equagdes do sistema, todos preenchidos com zeros.

Para o correto particionamento do sistema, as equacOes relacionadas aos
graus de liberdade livres devem ser enumeradas primeiro antes das equagdes dos graus
de liberdade fixos. Este procecimento ¢ realizado pelo método “setupDOFNum”.
Posteriormente devem ser criadas duas novas varidveis auxiliares para guardar o
numero de graus de liberdade de cada no e elemento (matriz ID e o vetor de
espalhamento). A matriz ID tem o nimero das colunas igual ao nimero de noés do
modelo e o nimero de linhas igual ao nimero de graus de liberdade por né. O termo
IDgj) fornece o nimero de graus de liberdade “i” do “j”. Esta matriz ¢ montada pelo

método “assembleDOFNum”.

O vetor de espalhamento é um vetor coluna com o tamanho corresponente
ao numero de graus de liberdade de um elemento, ou seja, € igual a soma dos graus de
liberdade dos nos inicial e final. Esse vetor é posto como uma propriedade dos objetos
da classe Elem e fornece o nimero de equacBes de graus de liberdade de cada. Este

vetor de espalhamento de elementos ¢ montado no método “assembleGle”.

5.5.1.2 Montagem do Vetor de Deslocamentos Globais

Este vetor armazena os valores dos deslocamentos nodais no sistema
global. Sua ordem de montagem segue a ordem de eunumeracao das equagdes, fazendo

com que os deslocamentos dos graus de liberdade fixos fiqguem situados no fim do vetor.

A primeira parte deste vetor corresponde as variaveis desconhecidas do
sistema de equacgédo, enquanto a segunda parte guarda os valores conhecidos dos

deslocamentos. Os deslocamentos na direcao dos graus de liberdade s&o nulos caso néo
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haja deslocamentos prescritos. O método “setupPrescDispl” guarda os valores dos

deslocamentos prescritos no vetor de deslocamentos globais.

5.5.1.3 Montagem da Matriz de Rigidez Global

Esta matriz é a responsavel por correlacionar o vetor de deslocamentos
globais e o vetor de forcas globais. E montada através de uma soma direta das matrizes

de rigidez de cada elemento, implementada pelo método “gblMtx”.

Na secdo 3.4 (Matrizes de Rigidez), foi apresentado as matrizes de rigidez
dos elementos lineares no sistema local usando os termos de coeficientes de rigidez,
dados no apéndice A (Coeficientes de Rigidez do Elemento Local). Os coeficientes de
rigidez  dessas matrizes sd0 gerados nos métodos  axialStiffCoeff,
flexuralStiffCoeff_XY, flexuralStiffCoeff XZ e torsionStiffCoeff. A montagem da
matriz de rigidez no sistema local de cada elemento é feita pelo método
“elemLocStiffMtx”, através da alocacdo dos termos de acordo com o tipo de modelo

da matriz de coeficientes de rigidez nas posic¢oes certas da matriz de rigidez desejada.

A matriz de rigidez no sistema local deve ser transformada na matriz de

rigidez global, conforme preconiza a equacéo 5.1.

Para isso devemos primeiramente rotacionar a matriz de rigidez no sistema
local para o sistema global através do método “gblStiffMtx”, usando a matriz de

transformacéo por rotacdo do elemento, como mostrado na equacéo 3.4.

Posteriormente, devemos aplicar o método “gbIMtx” as matrizes de rigidez
no sistema global de cada elemento para obtermos a matriz de rigidez global. Vale
mencionar que o método “gbIMtx” usa um outro método chamado de
“assembleElemMtx”, para inserir os termos das matrizes de rigidez no sistema global

de cada elemento na posigéo correta da matriz de rigidez global.

A adicéo das contribui¢des das matrizes de rigidez de cada elemento, pelo
método ‘“assembleElemMtx”, s6 ¢é possivel gracas ao vetor de espalhamento,
responsavel por associar cada coordenada generalizada local com a coordenada global

correspondente.
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5.5.1.4 Montagem do Vetor de Forcas Globais

Este vetor armazena os valores das forcas que atuam nos nds na direcdo dos
graus de liberdade no sistema global. A ordem de montagem desse vetor segue a ordem
enumerada das equacfes. Assim, as forcas desconhecidas associadas aos graus de
liberdade fixos (reacGes de apoio) se localizam no fim do vetor, enquanto os valores de

forcas conhecidas se localizam no inicio.

O valor dessas forcas pode ser obtido através da combinacdo das
contribuigdes vindas das cargas nodais aplicadas e das cargas equivalentes nodais de
elementos carregados. Inicialmente, assume-se que as for¢as desconhecidas deste vetor

armazenam cargas aplicadas diretamente aos graus de liberdade fixos.

O método “nodalloads” ¢é responsavel por adicionar a contribuicdo das
cargas nodais aplicadas a qualquer termo do vetor de forcas globais. Lembrando que a
matriz ID é usada para associar os graus de liberdade dos nos a equacdo de nimero

correspondente no vetor de forcas globais.

O método “elemLoads” ¢é responsavel por adicionar a contribui¢ao das
cargas nodais equivalentes a cada elemento carregado, incluindo carregamentos
distribuidos e cargas termais, ao vetor de forcas globais. As cargas nodais equivalentes
correspondem as reacdes de engastamento perfeito em elementos carregados na dire¢ao

oposta.

Os vetores de reacOes de engastamento perfeito de elementos lineares sdo
dados no sistema local, usando termos dos vetores das reacdes de engastamento perfeito
desaclopados para cada efeito individual. Esses vetores desaclopados sdo dados nos
apéndice A (reacdes de engastamento perfeito para elementos com carregamento
linearmente distribuidos) e B (Reagdes de Engastamento Perfeito para Variacdo de
Temperatura) e gerados nos metodos axialDistribLoadFEF, axialThermallLoadFef,
flexuralDistribLoadFEF_XY, flexuralDistribLoadFEF_XZ, flexuralThermalLoad XY
e flexuralThermalLoad_XZ. A montagem do vetor de rea¢des de engastamento perfeito
para cada elemento ¢é feito nos métodos elemLocUniformLoadFEF,
elemLocLinearLoadFEF e elemLocThermalLoadFEF através da alocacdo de termos
dos vetores desaclopados nas posic¢Oes corretas do vetor de reacfes de engastamento

perfeito.
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Para calcular o vetor de cargas equivalentes nodais de um elemento, deve-
se rotacionar o vetor de reacGes de engastamento perfeito para o sistema global e
multiplica-lo por -1 para inverter as dire¢des das forgas. Este procedimento é realizado
nos métodos gbldistribLoadENL e gblThermalLoadENL. O método “elemLoads”
obtém esses vetores rotacionados e chama o método “assembleENL” para inseri-los nas
posicdes corretas do vetor de forcas globais. Os vetores de espalhamento sdo usados
para associar os graus de liberdade dos elementos a equacao de nUmero correspondente
no vetor de forgas globais.

5.5.2 Resolucéo do Sistema de Equacdes

Apds a montagem do sistema de equac6es de equilibrio da equacdo 5.1, este
deve ser resolvido para a obtencdo das incognitas de nosso problema (deslocamentos
nodais desconhecidos e reagdes de apoio). Esta resolucdo s6 é possivel com o devido
particionamento dos componentes da equacdo 5.1. Lembrando que a ordem de
enumeracdo dos graus de liberdade é que faz ser possivel a divisdo do sistema de

equacdes nas equacdes 5.4 e 5.5.

O particionamento da matriz de rigidez global, do vetor de deslocamentos
globais, e do vetor de forgas globais ¢ descrito abaixo. O subscrito “I”” se refere a livre

e o “f” se refere a restringido.

e {Di} : vetor de deslocamentos nodais nas dire¢Oes dos graus de liberdade livres
(desconhecidos)

e {F} : vetor de cargas nodais nas direcdes dos graus de liberdade livres
(conhecidos)

o {Ds} : vetor de deslocamentos nodais nas diregdes dos graus de liberdade fixos
(conhecidos)

e {Fs} : Vetor de cargas nodais nas direcdes dos graus de liberdade fixos

(desconhecidos)

[Kll] {Dr} + [Klf] {Df} = {P}} (5.4)
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(K] {D,} + [K] {Df} = {Ff} (5.5)

A manipulacdo da equacdo 5.4 resulta na equacéo 5.6 abaixo:

[Kll] {Dr} = {FJ} - [KIJ {Df} (5.6)

E fécil perceber que o lado direito da equagio 5.6 ¢ composto apenas de
valores conhecidos, assim, a solugdo desse sistema nos forneceré as deslocabilidades
globais libres do problema {DI}. A resolucdo da equacéo 5.6 permite que encontremos

as reacdes de apoio a partir da equacédo 5.5 da seguinte maneira:

F] = [KJ{D} + [Kel {Df} (5.7)

O particionamento do sistema de equacOes e a resolucdo deste é feita no
método “solveEqnSystem” da classe Drv. Este método ¢ responsavel por auferir a
estabilidade do sistema, conferindo se a submatriz KIl é singular ou ndo, antes do inicio
da resolugdo do sistema. O modelo é instvel caso esta matriz seja singular e o

processamento de dados € interrompido com a exibi¢do de uma mensagem de erro.

5.5.3 Calculo dos Esforcos Internos nas Extremidades

Os esforcos internos de um elemento sdo inicialmente calculados em suas
extremidades, levando em consideracgdo os efeitos da analise global e local do modelo
estrutural. E necessario calcular os esforcos internos ao longo do comprimento dos
elementos, de acordo com os valores das extremidades para a geragdo dos resultados
graficos. Lembrando que a geragdo dos diagramas de esforgos internos é realizada no

estagio de pos-processamento.

A andlise global fornece apenas os esforcos internos resultantes dos
elementos dos efeitos de deslocamentos nodais. O valor desses deslocamentos € obtido
quando o sistema de equacdo de equilibrio representado pelas equacfes 5.6 e 5.7 €

resolvido.
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A analise local dos elementos fornece os efeitos dos esforcos internos ao

longo da barra e devem ser sobrepostos aos efeitos de deslocamentos nodais.

Todo o processo de célculo de esforgos internos € realizado no método
“elemIntForce” como indicado na figura abaixo. Esta figura corresponde a uma parte
do diagrama de sequéncia do programa. Esse diagrama ndo especifica o plano onde a

flexdo ocorre para métodos relacionados ao comportamento de flexao.

1.9 solveEgnSystem() : :

| |

J status | |

| |

1.10: elemIntForce() | |

- | |

| |

loop [for each element] J . . l l

1.10.1: initintForce() Ll |

|

; . 1.10.2: ghlAnlintForce() | n |

Computation of the |

internal forcas e d——_——— felgol

| |

1.10.3: assemblelntForce() | |

|

I I

Figura 5.11 — Diagrama de sequéncia de calculo das for¢as internas

Inicialmente, os vetores de esfor¢os internos de cada elemento sdo
inicializados com valores nulos no método “initIntForce”, devendo-se adicionar a
contribuicdo da andlise global a esses vetores vazios. O método “gblAnlIntForce”
utiliza o vetor de espalhamento do elemento para obter o vetor de deslocamentos
globais correspondente {d}, converte-o para o sistema local usando a matriz de
transformacéo por rotagcdo {R} e multiplica o vetor obtido {d’} pela matriz de rigidez
local do elemento, {k’}, que deve ser montada mais de uma vez (vide equagdes 5.7 €
5.8). O resultado desse produto € o vetor de forcas generalizadas no sistema local,
correspondente as forcas aplicadas nas extremidades do elemento para manter o
elemento na configuracdo deformada. Esse vetor é entdo adicionado aos vetores de

forgas internas no método “assembleIntForce”.

{d'} = [R]{a} (5.7)
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{f} = [k{d} (5.8)

O método “elemIntForce” é o responsavel por adicionar as contribui¢cdes
da anélise local ao vetor de forgas internas. Este método adiciona as contribuigdes de
cada tipo de carregamento no elemento através da obtencdo de um vetor composto pelas
reacOes de engastamento perfeito, ao vetor de esforgos internos, através do método
“assembleIntForce”. Os vetores das reagdes de engastamento perfeito devem ser
montados mais uma vez, como fora realizado na montagem do vetor de forgas globais
(5.5.1.4).

A convencdo de sinais dos esforgos internos calculados se difere da
convencao apresentada no capitulo 2 (Modelos de Estruturas Reticuladas). Esta
convencdo adota que as os esforcos internos sdo positivos quando atuam nas direcdes
positivas do grau de liberdade correspondente. Esta convencdo de sinais é mantida
quando se imprime os resultados textuais, porém é necessario a devida conversdo para
a convencdo usual (apresentada no capitulo 2) no estagio de pos-processamento para a

exibicao dos resultados graficos.

Visto que um dos principais objetivos do programa é ser utilizado no ensino
do método da rigidez direta, optou-se por um codigo mais limpo e de facil entendimento
em razdo da eficiéncia. Assim, propositadamente, a matriz de rigidez de todos os
elementos e o vetor de reacGes de engastamento perfeito nas extremidades de todos 0s
elementos carregados sdo calculados e montados duas vezes ao longo do processamento
de dados.

5.6 P6s-Processamento de Dados

Uma vez obtidos os resultados da etapa de processamento esses tornam-se
avalidveis para os usuarios graficamente ou por meio de impressdo na etapa de pos-
processamento. Esta secdo € dedicada a explicacdo das consideracbes e 0
desenvolvenvimento do codigo para expor tais resultados de analise presentes no painel

“Results” da interface grafica do programa.
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As componentes de grafico deste painel séo habilitadas somente quandos
os dados do modelo, computados na fase de processamento, sdo processados
adequadamente. Habilitando, assim, os bot6es que fornecem os diagramas de esforgos
internos existentes no modelo de analise correspondente. Quando um botdo ou o
checkbox presente neste painel € clicado, um método da classe de pos-processamento

é chamada atraves de uma funcéo de callback.

A interpretacdo dos diagramas de reacgdes internas depende da convencao
adotada para determinar a parte inferior e a superior de um elemento. A convencao

adotada pelo LESM adota as particularidades abaixo:

e A parte inferior de colunas (coordenadas do elemento x; = xs) se encontra na
porcao a direita dos elementos de barra, tanto para os planos XY como para 0s
planos XZ.

e A parte inferior de vigas (coordenadas do elemento x; # x;) se encontra na
porcéo inferior dos elementos de barra, tanto para os planos XY como para 0s
planos XZ.

A convencdo acima é que determinard o médulo dos valores nos diagramas
de esforcos internos no LESM e sera adotada por todos os modelos de analise presentes

no programa.

Vale mencionar que cada funcdo de plotagem de diagrama e, também, da
configuracdo deformada apresentam uma funcéo de fator de escala correspondente. Tal
funcdo calcula um fator de escala que multiplicaréa as coordenadas utilizadas no desenho
do diagrama para, assim, desenhar um diagrama adequado as caracteristicas do
elemento. Ha ainda um slider, situado no painel “Visualization”, que também podera

alterar a escala do diagrama.

As Unicas adaptacOes necessarias para readequar a interface para os
modelos de andlise tridimensionais foram a implementacdo de janelas adicionais
presentes nos modelos de porticos tridimensionais. Tais janelas sdo abertas ao clicar
nos botdes “Shear Force” e “Bending Moment” e apresentam as caixas de selecdo
“All”, “Qy” (ou “My”) e “Qz” (ou “Mz”), correspondentes aos resultados adicionais

gue podem ser obtidos nesse tipo de modelo.
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5.6.1 Configuracao Deformada

A representacdo gréfica da configuracdo deformada de um modelo
estrutural exige a discretizacdo do elemento de barra em um determinado ndmero de
nos e a interpolacdo dos deslocamentos e rotacdes desses nds atraves das funcdes de
forma e do conhecimento dos graus de liberdade do modelo para, assim, obter os
deslocamentos e rotagdes em qualquer ponto ao longo do eixo da barra.

As funcdes de forma podem ser entendidas como funcdes de interpolacao
de deslocamentos e rotagdes, definindo as elasticas elementares de uma barra isolada,
podendo ser usadas para calcular os deslocamentos de cada né criado dentro do

elemento como resultado dos deslocamentos das extremidades.

Isso é feito através da montagem da matriz de funcbes de forma com os
respectivos valores das expressoes das fungdes de forma, dados no apéndice D (funcdes
de forma). Assim, as equacOes apresentadas no item 3.6, podem ser usadas para
obtermos um vetor com componentes de deslocamentos axiais e transversais de um no

interno.

As expressdes de deslocamentos internos em elementos carregados sao
usadas para calcular os deslocamentos de cada nd dentro de um elemento como
resultado na analise local. As expressGes que descrevem as componentes de
deslocamentos axiais e transversais sdo dadas no apéndice E (deslocamentos internos
para carregamentos linearmente distribuidos) e apéndice F (deslocamentos internos
para variacdo de temperatura). Para determinar os deslocamentos totais de um né
interno as componentes de deslocamento resultam dos deslocamentos nodais (anélise

global) e deslocamentos internos (andlise local) sdo combinadas.

Adiciona-se as componentes de deslocamentos totais de cada no interno as
coordenadas originais para representar graficamente a configuracdo deformada do

elemento ao conectar os pontos obtidos.

A composicdo das matrizes de funcdes de forma de trelicas espaciais e
porticos espaciais, implementadas nesta atualizacdo, diferem-se dos seus
correspondentes planos, ja que tais modelos possuem elementos um ndmero maior de
deslocabilidades. Assim, a matriz de funcdo de forma da trelica espacial tornou-se uma

matriz 2x6 (a rotacdo foi considerada desnecessaria na implementacao) e a matriz de
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portico espacial tornou-se uma matriz 2x12 (a rotagéo foi considerada desnecessaria na
implementacao). Vale mencionar que a matriz representativa dos porticos espaciais fora

montada como uma superposicao dos modelos de portico plano e grelha.
5.6.2 Diagrama de Forgas Normais

A funcdo que fornece o valor da forca axial em qualquer posicdo de

elementos carregados, N(x), pode ser obtida a partir da equacéo diferencial 5.9.

NG _ (5.9)

A funcéo que descreve a distribuicdo de carregamentos axiais no elemento,
p(x), é computada combinando carregamentos uniformes e lineares. Assumindo um
carregamento genérico distribuido para essa combinacéo, na forma da equacéo 5.10, as

forcas axiais internas sdo expressas na equacéo 5.10.

p(x) = Ax+B (5.10)

N@):—%§—3x+c (5.12)

A constante C é calculada usando as condicdes de contorno para as forgas
axiais nas extremidades do elemento. O diagrama de forgas axiais é disposto com 0s

valores positivos na parte de cima do elemento.
5.6.3 Diagrama de Forga Cortante

As fungbes que fornecem os valores das forgas cortantes em quaisquer
posices de elementos carregados, Vy(x) e Vz(x), podem ser obtidas das equagOes
diferenciais 5.12 € 5.13.

76



== —q,(x)
dv;ix) = -q,(x)

(5.12)

(5.13)

As fungbes que descrevem os carregamentos transversais distribuidos de

um elemento, qy(x) e gz(x), e as forca cortantes sao:

q, = Ax+B
q,=Dx+FE
v,(x) :—ATXz—Bw
Vz(x):—DTXZ—E+F

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

O diagrama de cortante é desenhado de modo semelhante ao diagrama de

forca axial para elementos descarregados, ja em elementos carregados transversalmente

a forca cortante ¢ calculada para cada no interno do elemento.

As constantes C e E sdo calculadas usando as condig¢des de contorno de

forca cortante nas extremidades do elemento. O diagrama de forca cortante €

representado com os valores positivos plotados na parte superior do elemento de barra.

Foi necessario implementar trechos no cddigo correspondentes as equagoes

5.13, 5.15 e 5.17 devido a adicdo do modelo de portico tridimensional. Tais equacdes

ndo sdo utilizadas em modelos de porticos planos e grelhas.
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5.6.4 Diagrama de Momento Fletor

As funcdes que fornecem os valores dos momentos fletores em quaisquer
posicOes de elementos carregados, Mz(X) e My(x), podem ser obtidas das equacGes
diferenciais 5.19 e 5.21, deduzidas a partir das equagdes 5.18 e 5.20.

d*M, (x
dXz( - (5.18)
M, (x) _ _AX® Bx®
(%) = -= 7+CX+D (5.19)
d*M  (x
d;';z( )= 9 (5.20)
M,(x) = —E?Xg—%xa Gx + H (5.21)

As constante C e E séo calculadas conforme explicado na se¢édo 5.6.3 e a
constante D usando as condigdes de contorno de momento fletor nas extremidades nas
equacdes 5.14 e 5.15. Os diagramas sdo desenhados com os valores positivos situados

no lado tensionado do elemento.

O diagrama de momento fletor nos pdrticos planos, grelhas e porticos
espaciais € desenhado através da discretizacdo dos elementos carregados em varios

pontos nodais internos.

Foi necessario implementar trechos no codigo correspondentes as equacdes
5.20 e 5.21, devido & adigdo do modelo de pértico tridimensional. Tais equac¢des ndo

sdo utilizadas em modelos de porticos planos e grelhas.
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5.6.5 Diagrama de Momento Torsor

Presente em modelos de grelha e de portico espacial, o valor do momento
torsor seré constante devido a configuragéo de carregamentos suportada pelo LESM.
Tais valores séo calculados para as extremidades do modelo e possuem sinais definidos
pelas convencdes de sinais presentes no capitulo 2. Assim, optou-se por apenas indicar
os valores de momento torsor, sendo estes imprimidos préximos ao ponto medio de

cada elemento.
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6. Conclusédo

O resultado final obtido com a extensdo do LESM para modelos de analises
tridimensionais (LESM 3D) foi alcancado de forma satisfatoria. As implementacGes
feitas no programa original tornaram o seu codigo ainda mais limpo e facil de entender.
Assim, o principal objetivo pretendido na consecucdo deste trabalho, estender um
programa de andlises de estruturas de cunho educacional para o recebimento de

modelos de analise tridimensionais, foi atendido.

Durante a consecucdo do trabalho comprovou-se que implementar o
método da rigidez direta computacionalmente torna o seu entendimento muito mais
simples, ainda que em modelos tridimensionais, o que reforca o vies educacional

buscado originariamente pelos criadores do LESM.

Além disso, o uso eficaz da programacdo orientada a objetos permitiu o

cumprimento do segundo objetivo, um codigo que permita facilmente futuras insercdes.

As mudancas implementadas exigiram a criacdo de diversas subclasses e a
correspondente alteracdo de classes ja existentes para se adequar as novas necessidades
do programa. Tais mudancas ndo exigiram alteragdes na alma do programa, a classe
Drv, responsavel por comandar o estagio de processamento de dados. Isso demonstra
que a arquitetura do LESM fora feita de maneira que, realmente, possibilite
implementacdes adicionais em seu codigo, o que comprova de forma plena o alcance

de seu objetivo inicial.
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Apéndice A Coeficientes de Rigidez Locais para Elementos Lineares

A.1 Coeficientes de Rigidez Axiais:

EA _EA
[kea] = - 5 (A1)
L L
A.2 Coeficientes de Rigidez Torsionais:
Elemento com extremidades livres:
G _GJ
r L L
ket| = A.2
ket] a q (A.2)
L L
Elemento com extremidades rotuladas:
- 00
_ket] = L} 0} (A.3)

A.3 Coeficientes de Rigidez "Flex&o:

Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-
Bernoulli, Q = 0):

Q:Gi‘LZ (A.4)
A=1+30 (A.5)
pu=1+120Q (A.6)
A=1+3Q (A7)
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Elemento com extremidades livres:

[kef] =

Ixz

12E1  6EI
ul®  pl?
6E1  A4EI
ul* L
_12El _6EI
uL?  pl?
GEl  y2EI
ul* L
12E1  _ GEl
ul? ul?
_6El  A4EI
ul*  pL
ul®  pl?
_6El 28l
ul*  pL

Elemento com extremidade inicial rotulada:

kef] =

" 3EI
AL®
0

3EI
AL®

[ 3EI
AL®

_3El
AL®
_3El
| AL*
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_3EI
AL®

_12E1 6EI ]
ul?  pl?
LGBl p2EI
ul*  pL
12El _6El
ul?  pl?
_GEL 2Bl
[OA 1
_-12E _6EI
ul? ul?
ulL? ul
ul? ul?
6Bl jaEl
ul? uL |
_3El 3El]
AL AL®
0 0
3EI_3EI
AL® AL®
_3El 3EI
AL AL |
AL AL?
0 0
3EL 3EI
AL® AL®
3El  3EI
ALz AL |

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)



Elemento com extremidade final rotulada:

[kef] =

[kef] =

r 4

[ 3EI

AL®
3EI

AL?

_3El
AL?
0

" 3EI

AL?

_3El
ALZ
AL?

| 0

Elemento com extremidades rotuladas:

kef] =

= o o O
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3EI
AL
AL
3El
AL?
0

3El

AL?
AL
AL

0

o o o o

_3El
AL®
_3El
AL®
AL?

_3El

AL?
AL
AL?

= o o O

(A.11)

(A.12)

(A.13)



Apéndice B Reacbes de Engastamento Perfeito para Cargas Distribuidas
Linearmente

B.1 Reacles de Engastamento para Carga Distribuida Axialmente

T
fea(n) ,{ ;
¢

¢ fea(2)
2

—p

—_— = ——= —
qi (.]f
Ii;

Figura B.1 — Reagdes de Engastamento Perfeito para Cargas Distribuidas Axialmente no Plano XY

—=N

fea(1)
—

AN L

ﬁfea(z)
—_— = = = ——> —= —> —>| —>

qi qf
| = |

Figura B.2 — ReagOes de Engastamento Perfeito para Cargas Distribuidas Axialmente no Plano XZ

_(aL, zf_L>
[feal o= 3L ° (B.1)
- _ <qz' G ﬂ)
6 3
[fea}xz = {8} (B.2)
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B.2 ReacGes de Engastamento Perfeito para Cargas Transversalmente Distribuidas

Tf
1
1
1

L |
VA _ VB MB
qf

Figura B.3 — Reag0es de Engastamento Perfeito para Cargas Distribuidas Axialmente no Plano XY

!
] ’

@j=zaeznazyy|Piee

Figura B.4 — Reag0es de Engastamento Perfeito para Cargas Distribuidas Axialmente no Plano XZ

MA VA

Qo = q; (B-3)

41 = qr— G (B.4)

Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-Bernoulli,
Q=0):

) G/iILZ (85
y=1-60 (B.6)
A=1+30Q (B.7)

p=1+120 (B.8)
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=1+4OQ
3
s=1+150
t—1+—8OQ
u=1+10Q

Valores das reacdes de engastamento perfeito para elementos com extremidades

continuas:

ql 3qiLr
VA=-(—+—
< 2 20u )

oL’ qlej
MR, = =] ek S
"y < 12 30u

%Lz ‘hLz
MA, = |—+—
% ( 12 30u

Gl 7q.Lt
VB = 2
(2 ' 20u>

Qpl® qL*u
MB,, = (——=+
» ( 12 20u

2 2
MB, = - (BL° , Gl
12 20

Coeficientes de transmissdao de momentos:
tAB = tBA = L
2A
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)



Elemento com extremidades continuas:

VA
(fef] = MA
~ | VB
MB
Elemento com nd inicial rotulado:
Vi, MA(1 + tAB)
L
0
o, = MA(1 + tAB)
VB+—— 7
| MB - MA x tAB |
i . MA(1 + tAB)
L
0
[fef],, = MA(1 + tAB)
VB-——
L
| MB - MA x tAB |
Elemento com né final rotulado:
va - MB(1 +tBA)
E
MA - MB x tBA
] MB(1 + tBA)
VB+ —— 7/
7
L 0 |
i MB(1 + tBA)
MA - MB x tBA
L MB(1 + tBA)
VB - —t
L
L 0 ]
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(B.20)

(B.21)

(B.22

(B.23)

(B.24)



Elemento com extremidades rotuladas:

fef| =
[e] _(qLL+@> (B.25)
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Apéndice C Reagdes de Engastamento Perfeito para Variacdo de Temperatura

C.1 Reac0es de Engastamento Perfeito Axiais para Variagdo de Temperatura

fea(1) 2 fea()
ATyi ¢ &
w ATys 2 - .
L |

|
[ |

Figura C.1 — Reagbes de engastamento perfeito axiais para variagdo de temperatura no plano XY

NAMAA L SNy

fea(1) ATz 2& fea(2)
ATzt £ -
i3

Figura C.2 — ReacGes de engastamento perfeito axiais para variagdo de temperatura no plano XZ

ATy; + ATy,
ATx,, = ——
ATx, = ATz, ; ATz,

[fea} _ EA x @ x ATx
~ |-EA x a x ATx
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(C.1)

(C.2)

(C.3)



C.2 Reac0es de Engastamento Perfeito para Gradiente de Temperatura

y
VA T , VB -
Z| ATyi 2 -
C T Z) ATyt Z T -
MA | L |

Figura C.3 - Reagdes de engastamento perfeito para gradiente de temperatura no plano XY

Z
MA T
1
]
¢

VA ) VB
ATz ﬁ x
ATzt 12
L M

Figura C.4 - ReagOes de engastamento perfeito para gradiente de temperatura no plano XZ

ATy = ATy - ATy, (C4)

ATz = ATz, - ATz, (C.5)

Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-Bernoulli,
Q = 0):

El
Q= AL (C.6)
y=1-6Q (C.7)
A=1+30Q (C.8)
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Reacdes de engastamento perfeito para um elemento com extremidades continuas:

MA

MA

MB

MB,,

_ El xa x ATy

Xy —

h

Yy

_ _Elxa x ATz

=z

h,

_ _El xa x ATy
xy - 5.

hy

_Elxa x ATz

h,

Coeficiente de transmissao de momentos:

tAB = tBA = L
22

Elemento com extremidades continuas:

Elemento com nd inicial rotulado:

[fef] .

[ MA(1 +tAB) |
L
0

MA(1 + tAB)
L

| MB - MA x tAB]
92

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(B.14)

(C.15)



Elemento com no final rotulado:

[fef]

Xy

[fef]

[ MA(1 +tAB) |

L
0
MA(1 + tAB)
L

| MB - MA x tAB|

[ MB(1 +tBA) ]|
z

MA - MB x tBA

_ MB(1 +tBA)
L

0

[ MB(1 +tBA) ]
) L
MA - MB x tBA
MB(1 + tBA)
L

0

Elemento com extremidades rotuladas:

o O O O
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(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)



Apéndice D Funcbes de Forma

Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-Bernoulli,
Q= 0):

e G,E:LZ Y
y=1-6Q (D.2)
A=1+30Q (D.3)
pu=1+120 (D.4)

Funcdes de forma para comportamento axial:

Nﬂl =1 7% (D5)

(D.6)

Funcdes de forma para comportamento a flexdo em xy (I = 1z e As = Ay):

Elemento com extremidades livres:

_ 4 _120x _ 3x*, 2x°
Nflxy =1 i L + Ln (D.7)

_60x _2ax* | x°

N, =x x
120x | 3x2 _ 2x°
N = 4 2= =2
v Ly Lu L (D.9)
_ 2 3
N = O X, X0 (D.10)

¥ooopu Ly Lu
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Elemento com extremidade inicial rotulada:

3
Ny =1- 3x _30x X3
Xy 2LA LA 2L°A

N = 3x . 30x X
By 204 LA 213

3
N, __yx_30x . X

Xy 20 A 2L

Elemento com extremidade final rotulada:

2 3
Ny =1- 30x _ 3){2 + x3
Xy LA 2L°A 2L°A

A 2LA 2122

2 3
Niy :X_Sﬂx_3x + X

3

30x, 3x° X
N, = + -
By " LA 2L2A 2L°A

qu'xv =0

Elemento com extremidades rotuladas:

95

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.20)

(D.22)



Fungdes de forma para comportamento a flexdo em xz (I = Iz e As = Az):

Elemento com extremidades livres

_q1_120x_3x* , 2x°
Ny =1- Li - ﬁ+ Lu (D.23)

6Qx | 2Ax* _ x°
Np =-x+22+ - D.24
X7 IJ LJU_ LZJL[ ( )
3
N = 120x  3x2 _ 2x° (D.25)

xz= Ly L*w Lu

_60x  yx*_x°
Ny =2=24E2 -2 D.26
e Lp Ip (D.26)

Elemento com extremidade inicial rotulada:

_1_3x _30x, x°
Nflxz - 1 m H 2L3]L (D27)
Ny, =0 (D.28)

3

- 3x  30x_ x
B 2IA LA 2L3A (D.29)
Ny =YX 30 X0 (D.30)



Elemento com extremidade final rotulada

Nfl =1

XZ

_30x_ 3x° | x°
LA 2L2A 2L°A

2
4 30x, 3x° X

3

Mo = X 2 21
Ny, = % * 231?1 ) %
Ny, =0
Elemento com extremidades rotuladas:
Ny =1 —%
Nfzxz =0
Ng, = i_‘
Ny =0
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(D.31)

(D.32)

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)



Apéndice E Deslocamentos Internos para Cargas Linearmente Distribuidas

E.1 Deslocamento Axial

]

pf
| L
|

Figura E.1 — Elementos sujeitos a carregamento distribuidos axialmente

Po = Di (E.1)
p1 = Dr - p; (E.2)
u(x) = po <‘ ¥ ﬁ) +D (‘ g, ﬂ) (E.3)
2EA 2EA 6EAL 6EA
E.2 Deslocamentos Transversais
| = |
1 2
(%LLU\MH\H
qf
Figura E.2 — Elementos sujeitos a carregamento distribuidos transversalmente
do = 4 (E.4)
Q= 95— G; (E.5)
V(X) = VqO(X) + vql(x) (E6)
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Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-Bernoulli,
Q = 0):

El

O AL E7)
£=1+48Q (E.8)
=1+ % (E.9)
n=1+15Q (E.10)
A=1+30Q (E.11)
f=1+120 (E.12)
v=1+24Q (E.13)
9=1+80Q (E.14)
¢ =1+50 (E.15)
p=1+22 (E.16)
w=1+ % (E.17)
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Elemento com extremidades continuas:

-+ 3 2.2 2 2 3
qu(x) _ q0< x> _Lvx [ L°x°§ _L°Qx"_ L va) (E.18)
24E1 12Elu 24Elu 2El  2Elu
5 3 3 2 2 3
Vql(x):(h( X _Lx{ _Lax  Lnpx" 3L Qx(>
120EIL 40Elx GEI 60Elg 20Elp (E.19)
Elemento com nd inicial rotulado:
X LI9X _IPQx® | I3xE 3L3919x>
Voo lx) = - = + + )
0 (%) q°<24151 16EIA 2El  48EIA  8EIA (E.20)
5 3 3 3 3
Vql(X) =q1< X _Lex’ LOXx*, L°nx L ng)
120EIL 60EIA 6El 120EIA 10EIA (E.21)
Elemento com na final rotulado:
: x* 5Lyx®, L*ux* L*Qx° SLBQI/)X)
= - + - +
Vo (%) q°<24 El 48EIA 16EIA 2EI 8EIA (E.22)

Va

_ X’  _3Llwx’ Lax*, 7L*x* ,9L%Qwx
() = q + *
120EIL 80EIA 6El 240EIA  40EIA (E.23)

Elemento com extremidades rotuladas:

Va

x* Lx* L*Qx*, LPux Lsﬂx)
X = - - + +
o(%) q°<24 El 12El 2El 24El 2EI (E.24)

5 3 3 3 3
Vl()=q1< X Lx _LQx+7Lx+LQx>

X .
8 120EIL 36EI 6EI 360EI 6EI (E.25)
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Apéndice F Deslocamentos Internos para Variacdo de Temperatura

(S9]

1 ATi
ATF

Figura F.1 — Elemento com variagdo de temperatura

AT = AT, - AT,

F.1 Deslocamentos Axiais

u(x) =0

F.2 Deslocamentos Transversais

(F.2)

(F.2)

Parametros usados na teoria de viga de Timoshenko (para teoria de viga de Euler-Bernoulli,

Q = 0):
_ _El
GA,L?
y=1-60Q
A=1+30
u=1+120
Elemento com extremidades continuas:
v(x) =0
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(F.3)

(F.4)

(F.5)

(F.6)

(F.7)



Elemento com né inicial rotulado:

il = ﬁT(— x? +£ _Lpx, .“H,ﬂx) (F.8)
' 4LA 2 44 2A

Elemento com no final rotulado:

3 2
- AT (X _&_3Lﬂx>
Vi) <4LA 41 227 (F.9)
Elemento com extremidades rotuladas:
2
v(x) = AT (X? - %) (F.10)
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