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Resumo

Pereira, Anderson; Martha, Luiz Fernando; Vaz, Luiz Eloy. Oti-
mização baseada em confiabilidade: aplicação a treliças es-
paciais. Rio de Janeiro, 2007. 145p. Tese de Doutorado — Depar-
tamento de Engenharia Civil, Pontif́ıcia Universidade Católica do
Rio de Janeiro.
No projeto de estruturas de engenharia há, freqüentemente, incertezas

associadas às propriedades dos materiais, às propriedades geométricas e aos

carregamentos. A maneira mais comum e tradicional para se levar em conta

estas incertezas é através da definição dos valores de projeto como o resultado

do produto do valor caracteŕıstico das variáveis aleatórias por um fator parcial

de segurança. Esta solução, no entanto, falha ao não permitir a quantificação

da confiabilidade do projeto ótimo uma vez que um fator grande de segurança

pode não significar uma confiabilidade mais alta. Para se considerar a natu-

reza probabiĺıstica de quantidades como propriedades dos materiais, carrega-

mentos, etc., tem-se que identificar e definir estas quantidades como variáveis

aleatórias no modelo de análise. Desta maneira, a probabilidade de falha (ou

a confiabilidade) de uma estrutura sujeita a uma restrição de desempenho na

forma de uma função de estado limite pode, então, ser calculada e formulada

como uma restrição num problema de otimização. Neste trabalho, restrições

probabiĺısticas são incorporadas ao esquema tradicional de otimização estru-

tural. A formulação e os métodos numéricos para este processo, comumente

chamado de otimização baseada em confiabilidade, são descritos. O objetivo

principal é apresentar um sistema computacional capaz de resolver problemas

de otimização de forma e de dimensões de treliças espaciais baseado em confia-

bilidade. Podem ser consideradas como variáveis, determińısticas ou aleatórias,

as seções transversais, as coordenadas nodais, as propriedades dos materiais

(módulo de elasticidade e tensão de escoamento) e os carregamentos. De ma-

neira a tratar os problemas de instabilidade global são considerados os efeitos

da não-linearidade geométrica no comportamento da estrutura e uma restrição

formulada para uma função de estado limite associada à carga de colapso é

inclúıda. Funções de estado limite referentes aos deslocamentos e às tensões

também são consideradas. A flambagem global das barras é considerada por

meio da carga cŕıtica de Euler.

Palavras–chave
Otimização. Análise Não Linear. Análise de Sensibilidade. Análise

de Confiabilidade. Programação Matemática. Otimização Baseada em

Confiabilidade.
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Abstract

Pereira, Anderson; Martha, Luiz Fernando; Vaz, Luiz Eloy. Relia-
bility based optimization: application to space trusses. Rio
de Janeiro, 2007. 145p. PhD Thesis — Department of Engenharia
Civil, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Uncertainties associated with random variables, such as, the material

proprieties and loads, are inherent to the design of structures. These uncer-

tainties are traditionally taken into account in the project before the design

by defining design values for the random variables. The design values of the

random variables are obtained from statistical properties of the random varia-

bles and from partial safety factors. Once these values are defined the variables

are treated as deterministic variables in the design process. This approach has

been followed in the conventional design optimization and in many design co-

des such as the Brazilian code for the design of steel and concrete structures.

This simple approach, however, does not allow an estimate of the structural

reliability of the resulting project which may have a low (unsafe structure)

or a very high (expensive structure) reliability. To overcome this problem a

reliability analysis must be incorporated into the traditional design optimiza-

tion. Design optimization, incorporating reliability analyses, has been denoted

Reliability-Based Design Optimization (RBDO). In RBDO, the constraints are

defined in terms of the probabilities of failure associated with some prescribed

failure functions and therefore, it requires, as in the reliability analysis, the

definition of the random variables and information about their statistical pro-

perties. In this work, RBDO is applied to the shape and sizing optimization of

spatial trusses considering geometric nonlinearities. The constraints considered

in the RBDO problem are related to the following failure mechanisms: to the

global collapse (limit load), to local buckling and yield stress and to servicea-

bility conditions (displacement bounds). The algorithms used for solving the

optimization problem and for performing the reliability analysis are described.

Keywords
Optimization. Nonlinear Analysis. Sensitivity Analysis. Reliability

Analysis. Mathematical Programming. Reliability Based Design Optimiza-

tion.
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2.7 Exemplos de Análise Estrutural 45

2.7.1 Treliça Assimétrica em Forma de Arco 45
2.7.2 Treliça Espacial de 24 Elementos 46

3 Análise de Sensibilidade 50
3.1 Considerações Gerais 50
3.2 Método Anaĺıtico 51
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B.3 Forma Geral dos Algoritmos de Otimização 134
B.4 Método de Newton para Problemas de Otimização sem Restrição 135
B.5 Busca Linear 136
B.6 Programação Quadrática 136
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da estrutura [42]. 91

6.1 Situações encontradas na análise estrutural [58]. 96
6.2 RBDO-Fluxograma [41]. 100
6.3 Treliça de 10 barras. 102
6.4 Cantoneira de abas iguais - Relação entre a área da seção trans-
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6.5 Treliça de 10 barras - Projeto ótimo: (a) presente trabalho; (b)
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5.13 Coluna de aço - resultados. 90
5.14 Coluna de aço - Comparação dos resultados. 91

6.1 Treliça com 10 barras - variáveis randômicas e de projeto. 104
6.2 Treliça espacial de 24 elementos - variáveis randômicas e de projeto.109
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b Vetor de variáveis: aleatórias ou de projeto, vetor dos coefici-

entes das forças de massa
b0 Vetor inicial das variáveis de projeto
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ka, ke, kf Parâmetros do algoritmo de pontos interiores
K0 Matriz de rigidez elástica linear padrão
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ncc Número de casos de carregamento
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passo de carga anterior
N Matriz das funções de forma
p(t) Função unidimensional utilizada na busca linear
P Carga concentrada
P (·) Função de probabilidade
Pf Probabilidade de falha
q̃ Campo de deslocamentos
q Vetor de deslocamentos nodais
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[z1, z2, . . . , zn]T

W∗ Hessiana da função Lagrangeana; W∗ = ∇2L(b∗)
Y Variável aleatória auxiliar; Y = X−µ

σ

Caracteres gregos

α Seqüencia de valores utilizados na busca linear
αi Cosseno diretor com relação a variável ui do vetor normal

a superf́ıcie de falha no ponto de projeto e no espaço das
variáveis reduzidas

β Índice de confiabilidade; β = −Φ−1(Pf )

βt Índice de confiabilidade alvo
δ(·) Correção iterativa, indicador variacional
∆(·) Perturbação finita, incremento
δX Coeficiente de variação de X; δX = c.o.v. = σx

µx

ε Vetor das deformações
εij Deformações de Green-Lagrange
η Parâmetros determińısticos
γ Parâmetro de controle na busca linear
Γ(x) Função Gamma
Γt Superf́ıcie
λ Fator de carga, parâmetro da distribuição Lognormal
Λ Matriz diagonal para a qual Λii = κi

µ Média dos parâmetros randômicos x; µ = [µ1, µ2, . . . , µn]T

κ Multiplicadores de Lagrange
µX Média da variável aleatória X
∇(·) Operador gradiente
Φ(·) Função de distribuição cumulativa normal padrão
ρ Coeficiente de deflexão da direção de busca, massa espećıfica,

coeficiente de correlação
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Caracteres gregos (continuação)

σ Vetor das tensões
θ Parâmetros das variáveis randômicas (média e desvio padrão)
ϕ Função densidade de probabilidade normal padrão
ϕ2 Função densidade de probabilidade bidimensional normal

padrão
ξ Parâmetro da distribuição Lognormal
ζ1 Fator de convergência baseado em relações de força
ζ2 Fator de convergência baseado em relações de deslocamentos
ζ Tolerância ao reśıduo requerida no processo de convergência

σX Desvio padrão de X; σX =
√

Var(X)
ρo Coeficiente de correlação aproximado

Sobrescritos e Subscritos

t(·) Função avaliada no instante t
t+∆t(·) Função avaliada no instante t + ∆t
(·)(ω) Função avaliada no iteração ω
(·)∗ Função avaliada no ponto cŕıtico ou no ponto ótimo
(·)T Transposta do vetor ou matriz
(·)ij Notação indicial
(·)l Limite inferior da variável de projeto
(·)u Limite superior da variável de projeto
(·)−1, [·]−1 Inversa de uma matriz

Siglas e Abreviaturas

AMV Método Valor Médio Avançado (do inglês Advanced Mean
Value methods)

ASM Método Adjunto de Sensibilidade (do inglês Adjoint System
Method)

CDF Função Cumulativa de Distribuição (do inglês Cumulative
Distribution Function)

DDM Método da Diferenciação Direta (do inglês Direct Differenti-
ation Method)

DDO Otimização Determińıstica (do inglês Deterministic Design
Optimization)

DEC Departamento de Engenharia Civil
DEM Departamento de Engenharia Mecânica
DLM Método de Duplo Laço (do inglês Double-loop RBDO meth-

ods)
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Siglas e Abreviaturas (continuação)

DSA Análise de Sensibilidade (do inglês Design Sensitivity Analy-
sis)

FEA Análise de Elementos Finitos (do inglês Finite element Analy-
sis)

FORM Método de Confiabilidade de Primeira Ordem (do inglês First
Order Reliability Method)

GDCM Método do Controle de Deslocamento Generalizado (do inglês
Generalized Displacement Control Method)

GL Deformações de Green-Lagrange
GSP Parâmetro de Rigidez Geral (do inglês General Stiffness Pa-

rameter)
HLRF Algoritmo de Hasofer–Lind–Rackwitz–Fiessler
IP Algoritmo de Pontos Interiores (do inglês Interior Point)
IRA Problema de Confiabilidade Inverso (do inglês Inverse Relia-

bility Analysis)
IS Amostragem por Pontos de Importância (do inglês Importance

Sampling)
KKT Karush–Kuhn–Tucker
LCP Problema Linear Complementar
MCS Simulação de Monte Carlo (do inglês Monte Carlo Simula-

tion)
MDF Método das Diferenças Finitas
MPP Ponto Mais Provável de Falha (do inglês Most Probable Point)
MVFOSM Método Valor Médio Primeira Ordem Segundo Momento (do

inglês Mean-Value-First-Order Second-Moment)
MV Método Valor Médio (do inglês Mean Value method, ou MV-

FOSM )
NLPQLP Algoritmo de Programação Quadrática Seqüencial
OOP Programação Orientada a Objetos (do inglês Object Oriented

Programming)
OPT Módulo de Otimização
PBDO Otimização Baseada em Possibilidade (do inglês Possibility-

Based Design Optimization)
PDF Função Densidade de Probabilidade (do inglês Probability

Density Function)
PK2 Tensões de Piola-Kirchhoff II
PMA Formulação de Medida de Performance (do inglês Perfor-

mance Measure Approach)
PM Programação Matemática
PQ Programação Quadrática
PSF Fator de Suficiência Probabiĺıstica (do inglês Probability Suf-

ficiency Factor)
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Siglas e Abreviaturas (continuação)

RBDO Otimização Baseada em Confiabilidade (do inglês Reliability
Based Design Optimization)

RIA Formulação do Índice de Confiabilidade (do inglês Reliability
Index Approach)

RLA Referencial Lagrangeano Atualizado
RLT Referencial Lagrangeano Total
RSA Aproximação por Superf́ıcie de Resposta (do inglês Response

Surface Approximation)
SORM Método de Confiabilidade de Segunda Ordem (do inglês Se-

cond Order Reliability Method)
SQP Programação Quadrática Seqüencial (do inglês Sequencial

Quadratic Programming)
c.o.v Coeficiente de Variação
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1
Introdução

1.1
Considerações Iniciais e Objetivos

O desejo de se obter o projeto ideal, considerando aspectos relacionados

com o consumo, desempenho ou eficiência, tais como quantidades mı́nimas de

peso, volume ou massa, sempre foi um dos principais objetivos da engenha-

ria estrutural. Ao longo das últimas décadas, a otimização estrutural vem se

destacando dentro da engenharia. O crescente desenvolvimento dos microcom-

putadores aliado à automação dos procedimentos de análise viabilizaram a

sua aplicação. Desta forma, as técnicas de otimização numérica se tornaram

valiosas na busca pelo projeto ótimo.

Nos projetos de engenharia há, freqüentemente, incertezas associadas às

propriedades dos materiais, às propriedades geométricas e aos carregamentos.

A maneira mais comum e tradicional para se levar em conta estas incertezas

é através da definição dos valores de projeto como o resultado do produto do

valor caracteŕıstico das variáveis aleatórias por um fator parcial de segurança.

Esta solução, no entanto, falha ao não permitir a quantificação da confiabili-

dade do projeto ótimo uma vez que um fator grande de segurança pode não

significar uma confiabilidade mais alta.

Para se considerar a natureza probabiĺıstica de quantidades como pro-

priedades dos materiais, carregamentos, etc., tem-se que identificar e definir

estas quantidades como variáveis aleatórias no modelo de análise. Diversas

técnicas de quantificação das incertezas e análise de confiabilidade estão hoje

dispońıveis, deste modo, é uma extensão natural a incorporação destas técnicas

no processo de otimização.

A consideração das incertezas nos processos de otimização levou a diver-

sas áreas de conhecimento, entre elas: o projeto robusto, onde se otimiza de

maneira a reduzir-se a variabilidade da resposta do sistema; e a otimização

baseada em confiabilidade (RBDO, do inglês Reliability Based Design Optimi-

zation), onde o foco é se otimizar uma função custo garantindo a confiabilidade.

No presente trabalho somente problemas de RBDO serão abordados, onde se
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referindo exclusivamente ao projeto ótimo onde a função custo (ou função

objetivo) é minimizada e restrições de confiabilidade ao invés de restrições

determińısticas são utilizadas.

RBDO deve ser considerada como um importante ingrediente no projeto

de estruturas, entretanto quando envolve a análise da resposta de estrutu-

ras de grande porte, particularmente com comportamento não-linear, sérias

limitações, geralmente relacionadas com a baixa eficiência computacional, po-

dem aparecer. O processo RBDO envolve análise estrutural via elementos fini-

tos (FEA, do inglês Finite Element Analysis), análise de sensibilidade (DSA,

do inglês Design Sensitivity Analysis), confiabilidade estrutural e ainda oti-

mização. A metodologia de solução comumente empregada é através de dois

ńıveis, chamada de método de duplo laço (DLM, do inglês Double-Loop RBDO

Method), onde no primeiro ńıvel tem-se o problema de otimização propria-

mente dito e, no segundo, a avaliação das restrições de confiabilidade. Em

ambos os ńıveis FEA e DSA são empregadas de maneira intensa, desta forma

formulações eficientes e precisas para a avaliação da resposta estrutural e de

suas sensibilidades são necessárias.

Em RBDO existem duas maneiras de se modelar o problema, na pri-

meira e mais tradicional usam-se medidas diretas da confiabilidade, chamada

de formulação do ı́ndice de confiabilidade (RIA, do inglês Reliability Index Ap-

proach). Na segunda, desenvolvida mais recentemente, modela-se através do

problema inverso de confiabilidade (IRA, inglês Inverse Reliability Analysis),

onde o nome vem do uso da inversa da função cumulativa de distribuição.

Neste último a confiabilidade não é determinada diretamente, mas sim uma

medida de performance da estrutura para um dado ńıvel de probabilidade

desejada [43, 76, 63].

Na avaliação da confiabilidade podem-se usar os métodos de simulação

(ou técnicas de Monte Carlo), os métodos anaĺıticos de primeira e segunda

ordem (FORM/SORM), além de métodos mistos ou h́ıbridos. Nos métodos de

simulação são gerados eventos aleatórios para simular um experimento. Onde,

para se ter uma precisão adequada, necessita-se de um grande número de simu-

lações. Em RBDO, em particular neste trabalho, este método é impraticável

devido ao tempo despendido em FEA para a avaliação das simulações. Em

função disto os métodos de simulação são utilizados neste trabalho somente

para validar os resultados obtidos pelos métodos (FORM/SORM).

Nos métodos anaĺıticos FORM/SORM um dos passos fundamentais é a

determinação do ponto de projeto, ou ponto mais provável de falha (MPP,

do inglês Most Probable Point). Em alguns casos a determinação deste ponto

não tem sucesso, o algoritmo falha ao tentar achar a solução, especialmente no
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caso de probabilidades de falha muito pequenas. Desta forma, diversos autores

modelaram o problema de RBDO através de uma medida de performance.

Neste caso, ao invés de se determinar diretamente a confiabilidade verifica-se

a função de medida de performance para um valor de confiabilidade desejado.

No processo de otimização, os algoritmos de programação quadrática

seqüencial (SQP) bem como os de pontos interiores (IP) são comumente

empregados. Na análise de confiabilidade, os métodos de primeira e segunda

ordem (FORM/SORM) são usados quando as sensibilidades estão dispońıveis.

Tanto a otimização estrutural quanto os algoritmos FORM/SORM necessitam

dos gradientes da resposta estrutural (sensibilidade). A convergência destes

processos é, portanto, fortemente influenciada pela qualidade das sensibilidades

calculadas. A análise de sensibilidade de estruturas tem apresentado grandes

progressos nos últimos anos e as equações básicas já são bem conhecidas [40,

29, 68].

A implementação de um sistema computacional, envolvendo as áreas de

programação matemática, análise estrutural, análise de sensibilidade e análise

de confiabilidade é um grande desafio, pois cada um destes temas isoladamente

se constitui em uma área de conhecimento bastante vasta, tanto no aspecto

teórico como computacional. Deste modo, o presente trabalho tem como

objetivo principal desenvolver um sistema computacional para otimização

de treliças espaciais baseada em confiabilidade. Para isto será adotado o

paradigma de análise, projeto e programação orientada a objetos de maneira

a criar um programa extenśıvel e robusto.

Por fim, destaca-se que o presente trabalho é parte integrante de algumas

linhas de pesquisa do DEC/PUC-Rio, em particular das linhas: ‘Aplicação

de Técnicas de Otimização’, ‘Instabilidade e Dinâmica das Estruturas’ e

‘Computação Gráfica Aplicada’.

1.2
Escopo do Trabalho

Para facilitar o entendimento, este trabalho foi dividido em diversos

caṕıtulos, cujo conteúdo é apresentado a seguir.

Ainda neste caṕıtulo, na seção 1.3, é feita uma pequena revisão bibliográ-

fica onde uma atenção especial é dada aos trabalhos recentes sobre otimização

baseada em confiabilidade.

No caṕıtulo 2 estuda-se a análise não-linear geométrica estática de es-

truturas através do Método dos Elementos Finitos. A formulação utilizando

o referencial Lagrangeano Total (RLT) para elementos de treliça espacial é

discutida em detalhes. Os métodos de determinação do caminho de equiĺıbrio
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de estruturas não-lineares são apresentados, assim como os métodos de deter-

minação de pontos cŕıticos. São apresentados exemplos numéricos que validam

os procedimentos numéricos implementados.

No caṕıtulo 3 é feita uma explanação sobre a análise de sensibilidade da

resposta de um modelo de elementos finitos com comportamento geometrica-

mente não-linear. São apresentados os conceitos básicos de análise de sensibili-

dade, dentre eles o método anaĺıtico, o método semi–anaĺıtico e o método das

diferenças finitas. As avaliações dos gradientes dos deslocamentos, tensões e da

carga cŕıtica são apresentadas de maneira global e de maneira local (a ńıvel

do elemento). Alguns exemplos numéricos são apresentados com o objetivo de

validar as implementações.

No caṕıtulo 4 os conceitos gerais de análise de confiabilidade são apresen-

tados. São revistos rapidamente os métodos de simulação de Monte Carlo e o

de amostragem por pontos de importância. Porém, uma atenção maior é dada

aos métodos anaĺıticos de primeira e segunda ordem. A análise de sensibilidade

da confiabilidade também é apresentada neste caṕıtulo. Alguns exemplos de

estruturas são avaliados e os resultados obtidos são comentados.

No caṕıtulo 5 a formulação para problemas de otimização baseada em

confiabilidade é apresentada. Uma discussão sobre os métodos de avaliação

das restrições probabiĺısticas é apresentada de maneira a facilitar a escolha

entre um e outro. Alguns procedimentos para acelerar o processo de RBDO são

discutidos, dentre eles as linearizações da função de estado limite e a escolha de

pontos iniciais para a avaliação das restrições probabiĺısticas. Alguns exemplos

dispońıveis na literatura são avaliados e comentados.

No caṕıtulo 6 é apresentada a formulação do modelo de otimização a

ser empregado. O modelo proposto inclui funções de estado limite associadas

aos deslocamentos, às tensões e à carga cŕıtica, podendo ser utilizado tanto

para estruturas lineares quanto não-lineares. Também são apresentados os

programas que fazem parte do sistema computacional para a otimização de

forma e de dimensões e exemplos de estruturas treliçadas planas e espaciais

otimizadas por este sistema.

No caṕıtulo 7 são apresentadas as conclusões relativas ao emprego e

implementações das diversas formulações e metodologias utilizadas nas análises

numéricas envolvidas neste trabalho. Em seguida são apresentadas algumas

sugestões para o desenvolvimento de pesquisas futuras.

No anexo A os principais conceitos sobre variáveis aleatórias são apre-

sentados. Algumas funções de distribuição de probabilidades existentes na li-

teratura também são apresentadas.

Finalmente, no anexo B são apresentados os conceitos gerais de pro-
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gramação matemática e os algoritmos utilizados neste trabalho.

1.3
Revisão Bibliográfica

As áreas de estudo que compõem este trabalho podem ser divididas em

análise estrutural, análise de sensibilidade, confiabilidade e otimização estru-

tural. Quanto às duas primeiras áreas, será apresentado nos caṕıtulos corres-

pondentes uma breve compilação da literatura sem grande aprofundamento,

uma vez que são técnicas bastante conhecidas. Já em relação à confiabilidade

e otimização estrutural, aqui incluindo a otimização baseada em confiabili-

dade, procurou-se abordar os principais trabalhos realizados a fim de situar o

presente trabalho.

As técnicas de otimização vêm sendo largamente aplicadas a problemas

de engenharia estrutural no DEC/PUC-Rio e diversos trabalhos vêm sendo

publicados nesta área. O trabalho de Eboli [13] foi o precursor desta linha

e traz uma descrição detalhada do algoritmo de Han-Powell de programação

não-linear. Parente [58] estudou a otimização de forma de estruturas geometri-

camente não-lineares. Mais recentemente, o autor deste trabalho [59] estudou

a otimização de dimensões de estruturas reticuladas planas considerando a

não-linearidade geométrica e restrições na carga cŕıtica.

A Análise de Confiabilidade Estrutural é um tema novo na PUC-Rio

e poucos trabalhos foram publicados nesta área. No DEC, Müller [52] fez a

otimização de estruturas reticuladas planas considerando incertezas. Nesse

trabalho foi empregada uma análise estat́ıstica linear para a determinação

da resposta estat́ıstica da estrutura e foi considerado um comportamento li-

near elástico com restrições em tensão e deslocamento. Ainda no DEC, Al-

meida [3], Figueiredo [23] e Sampaio [71] empregam a confiabilidade depen-

dente do tempo para avaliar espectros de respostas com probabilidade uniforme

em estruturas civis e mecânicas de usinas nucleares. No Departamento de En-

genharia Mecânica (DEM), Carvajalino [8] fez a análise de confiabilidade de

dutos corróıdos empregando métodos de primeira ordem (FORM) e também

simulação de Monte Carlo.

Em Imai & Frangopol [37] e Frangopol & Imai [24], é apresentada a

análise de confiabilidade de estruturas geometricamente não lineares. Nesse

trabalho são considerados elementos de treliça e pórtico planos. Os gradientes

são calculados analiticamente.

Sagrilo [69] aplica a análise de confiabilidade a estruturas offshore,

mais especificamente plataformas fixas (jaquetas) modeladas com elementos

de treliça e pórtico espaciais. Neste trabalho dois critérios de falha são
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adotados, um em relação ao deslocamento horizontal máximo no topo da

estrutura e outro com relação a resistências em algumas juntas selecionadas.

Em Hernández [35] a análise de confiabilidade é usada para calibração de

fatores parciais de segurança.

Diversos trabalhos sobre RBDO, nas aplicações mais diversas, são en-

contrados na literatura. Nakib [54] compara a otimização determińıstica com

a RBDO de pontes modeladas com elementos de treliça. São consideradas como

variáveis aleatórias a tensão de escoamento e os carregamentos aplicados. Em

Kleiber et. al. [41], é apresentada a otimização baseada em confiabilidade de

treliças de maneira bastante similar ao proposto neste trabalho.

Em Yang & Gu [80] são discutidas técnicas de RBDO aproximadas e

comparadas com o método usual de duplo loop. Em Allen & K. Maute [2]

RBDO é aplicada em problemas aeroelásticos.

Diversos autores desenvolveram problemas usando medidas inversas de

confiabilidade (ou performance), em especial Lee & Kwak [43], Tu et al. [76] e

Qu & Haftka [63] descritos a seguir.

Lee & Kwak [43] usaram a formulação inversa em RBDO e mostraram que

ela é prefeŕıvel quando a probabilidade de falha é muito pequena em algumas

regiões do espaço de projeto, fazendo com que o ı́ndice de confiabilidade tenda

ao infinito. Mais recentemente, Tu et al. [76] denominaram esta formulação de

medida de performance (PMA, do inglês Performance Measure Approach).

Qu & Haftka [63] modelaram o problema de RBDO através de uma me-

dida de performance, neste caso chamado de fator de suficiência probabiĺıstica

(PSF, do inglês Probability Sufficiency Factor). O PSF é uma medida de per-

formance que permite se conhecer qual é a situação da estrutura em termos

de segurança em relação ao ńıvel de confiabilidade alvo. São explorados pro-

blemas de RBDO com múltiplos modos de falha através do método de Monte

Carlo (MCS, do inglês Monte Carlo Simulation) e aproximação por superf́ıcie

de resposta (RSA, do inglês Response Surface Approximation).

Choi & Youn [9] e Youn et al. [81] apresentam diferentes algoritmos para

a avaliação das restrições probabiĺısticas formuladas via PMA. Os autores

destacam os problemas de instabilidade na solução formulada via RIA e

enfatizam que a formulação PMA é robusta e eficiente. Entretanto, alguns

problemas formulados via PMA resolvidos com o algoritmo AMV1 apresentam

problemas, principalmente para funções de falha côncavas. Desta maneira os

algoritmos CVM (do inglês Conjugate Mean Value) e o HMV (do inglês Hybrid

Mean Value) são propostos a fim de garantir robustez e eficiência na avaliação

1a nomenclatura adotada neste trabalho se confunde com utilizada no presente trabalho,
onde, AMV significa uma linearização da função de estado limite.
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das restrições probabiĺısticas formuladas via PMA.

Youn & Choi [82] investigaram as não-linearidades envolvidas em RBDO

para as restrições probabiĺısticas formuladas como RIA e PMA. Diversos tipos

de distribuição são estudados a fim de apresentar as não-linearidades envol-

vidas nas transformações probabiĺısticas. Como conclusão, os autores indicam

que a formulação RIA depende muito mais da transformação probabiĺıstica que

a formulação PMA. Desta forma, PMA trabalha com uma variedade maior de

distribuições sem um acréscimo expressivo no número de avaliações da função

de estado limite. Ainda, é apresentado que RIA falha na convergência para

distribuições com limites (p. ex. Uniforme) e distribuições de extremos (p. ex.

Gumbel).

Geralmente, a RBDO é cara computacionalmente, requerendo muito mais

avaliações do que um problema DDO correspondente. Diante disto, várias

técnicas numéricas tem sido propostas de maneira a se reduzir o esforço com-

putacional [28]. No trabalho de Riha & et al. [65, 66] é proposto que quando

a função de estado limite for cara computacionalmente, uma aproximação de

Taylor de primeira ordem pode ser feita e o ponto mais provável de falha

é obtido usando esta aproximação. Da mesma forma, Grandhi & Wang [28]

usam uma aproximação não-linear adaptativa para a função de estado limite,

chamada de TANA (Two-point Adaptive Nonlinearity Approximation). Em

Eldred et al. [14, 15] e Eldred & Bichon [16] uma variedade de aproximações

para a função de estado limite são apresentadas, complementando as supraci-

tadas. Neste trabalho diversos exemplos simples são apresentados de maneira

a comparar a eficiência de cada linearização.

Além das aproximações para a função de estado limite, outras técnicas

podem ser usadas para se reduzir o custo computacional. Kleiber et al. [41]

apresentam um sistema de RBDO interativo para treliças geometricamente

não-lineares, que tem como objetivo superar as dificuldades de um sistema

totalmente automático para estruturas de grande porte. Os autores controlam

interativamente os parâmetros da análise estrutural e da análise de confiabili-

dade, adicionando ou removendo restrições ou alterando os status das variáveis.
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2
Análise Não-Linear Geométrica

2.1
Comentários Iniciais

Este caṕıtulo começa com uma breve discussão sobre o comportamento

não linear, o objetivo da análise não linear, e o seu lugar na engenharia

estrutural. As fontes de não linearidade mais importantes no projeto de

estruturas reticuladas são listadas e a formulação do problema será definida,

onde são apresentados os referenciais Lagrangeanos. Estratégias para a solução

numérica de equações não lineares são mostradas, bem como as estratégias de

incremento de carga, as estratégias de iteração e os critérios de convergência. O

caṕıtulo termina mostrando soluções clássicas existentes de alguns problemas

encontrados na literatura.

2.2
Comportamento Não-Linear, Análise e Projeto

O objetivo da análise estrutural é determinar o comportamento da estru-

tura quando submetida a ações externas, ou seja, obter tensões, deformações e

deslocamentos. Baseado nos resultados dessa análise, engenheiros estão aptos

a verificar se o projeto proposto possui os requisitos de resistência e bom com-

portamento em serviço necessários para garantir o funcionamento e segurança

da estrutura segundo critérios de projeto predefinidos. Nos caṕıtulos seguintes

será visto também que estas análises são empregadas para se verificar as res-

trições de projeto, no caso de problemas de otimização, e as funções de falha no

caso de problemas de confiabilidade. Conseqüentemente, o processo de análise

desempenha papel chave e deve ser o mais eficiente e preciso posśıvel.

A maioria das estruturas de engenharia exibem um comportamento

próximo ao linear elástico sob cargas de serviço. Existem exceções como arcos

e edif́ıcios altos, e estruturas sujeitas a um escoamento localizado prematuro

ou fissuração, por exemplo, que, geralmente, apresentam um comportamento

não-linear. Antes de alcançar o seu limite de resistência, quase todas essas

estruturas vão apresentar uma resposta não-linear significante. Por esta razão,
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a maioria das normas modernas baseadas no modelo de resistência última têm

incorporado certas medidas para a consideração da não-linearidade.

Outro fator que deve ser observado é a constante evolução no desenvol-

vimento de materiais de alta resistência, principalmente em áreas como en-

genharia aeroespacial, mecânica e também obras civis de grande porte, onde,

se obtém estruturas muito esbeltas e conseqüentemente com um acentuado

comportamento não linear.

Na análise não-linear tenta-se melhorar a simulação do comportamento

de uma estrutura em alguns aspectos. O objetivo fundamental é se obter para

fins de projeto uma previsão segura do comportamento do sistema. Como

conseqüência, tem-se um aumento da complexidade do problema e conseqüente

aumento do custo computacional.

Nas últimas décadas, vêm ganhando cada vez mais destaque os métodos

e procedimentos de análise não-linear, em especial de sistemas estruturais re-

ticulados, devido ao fato de oferecerem uma análise rápida e eficaz de mui-

tas estruturas reais, sejam estas de edif́ıcios, aeroespaciais ou offshore. Vários

pesquisadores têm desenvolvido formulações ou proposições geometricamente

não-lineares para elementos finitos com a finalidade de se examinar o com-

portamento não-linear de estruturas, entre elas as treliças planas e espaciais

(Crisfield [11]; Yang & Kuo [79]).

Desde a década de 60 várias formulações geometricamente não-lineares

foram introduzidas com soluções diretas e/ou incrementais (Galvão [25, 26]).

Um amplo histórico da evolução das metodologias e estratégias de análise não-

linear pode ser encontrado no trabalho de Rocha [67], que teve como objetivo

principal o estudo e a implementação computacional de algumas estratégias

de incremento de carga e de iteração encontradas na literatura para análise do

equiĺıbrio e da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos.

Além das referências supracitadas, merecem destaque, e serviram como

base para o desenvolvimento deste trabalho, os trabalhos de Bathe [6], Cook

et. al [10], Zienkiewicz [85], entre outros referenciados ao longo do texto.

2.2.1
Fontes de Não-Linearidade

O comportamento não-linear de uma estrutura, sob ação de um carre-

gamento qualquer, pode ser classificado de acordo com seus efeitos. Dentre as

várias fontes de não linearidade, destacam-se:

Não-linearidade F́ısica. Decorre do fato do material não apresentar

uma relação tensão-deformação linear (não segue a lei de Hooke), isto é,

o comportamento do material não é elástico linear. Os efeitos não lineares
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são descritos por formas mais complexas de equações constitutivas (matrizes

constitutivas não-lineares e/ou equações constitutivas em termos de “taxas”

ou “incrementos”). Pode-se ter também não linearidade f́ısica nas relações

momento-rotação de conexões semi-ŕıgidas ou flex́ıveis, ou de rótulas inelásticas

oriundas de mecanismos de colapso localizados (flambagem, plastificação ou

fissuração localizadas em componentes estruturais). O principal problema

computacional na análise envolvendo não linearidade f́ısica é que as equações

de equiĺıbrio devem ser escritas para a estrutura utilizando propriedades do

material que dependem das deformações, as quais, a priori, não são conhecidas.

Não-Linearidade Geométrica. Uma estrutura pode ter um compor-

tamento não-linear, ainda que constitúıda de um material que obedeça à lei de

Hooke. Para valores relativamente grandes de deslocamentos, as deformações

de um membro podem trazer como conseqüências, o aparecimento de esforços

adicionais acompanhados de modificações na rigidez da estrutura (denomina-

dos de segunda ordem), sob um certo carregamento aplicado. A esse tipo de

comportamento não-linear, dá-se o nome de não-linearidade geométrica. Neste

caso os efeitos não lineares estão associados às equações de equiĺıbrio, que

consideram a configuração deformada, e as relações deformação-deslocamento.

No presente trabalho será considerada somente a não-linearidade geomé-

trica, enquanto a não linearidade f́ısica e problemas dependentes do tempo

serão inteiramente exclúıdos.

2.3
Formulação para a Análise Não-Linear Geométrica de Estruturas Reticu-
ladas

A formulação para a análise não-linear geométrica de estruturas tem

seus fundamentos teóricos na teria da elasticidade não-linear, que faz parte

da mecânica dos sólidos. A não-linearidade geométrica aparece, na teoria

da elasticidade tanto nas equações de equiĺıbrio, que são escritas utilizando-

se as configurações deformadas do corpo, quanto nas relações deformação-

deslocamento, que incluem termos não lineares nos deslocamentos e suas

derivadas.

2.3.1
Descrição do Problema

Neste trabalho, um procedimento incremental-iterativo será utilizado

para traçar o caminho de equiĺıbrio da estrutura ao longo do tempo.

Tendo-se por base um estado de equiĺıbrio conhecido, em uma confi-

guração t, os procedimentos incrementais iterativos procuram determinar o
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próximo estado de equiĺıbrio, em uma nova configuração t + ∆t. As equações

incrementais de equiĺıbrio são obtidas a partir de aproximações lineares para os

incrementos de deslocamentos e deformações. Portanto, o equiĺıbrio em t + ∆t

não é satisfeito exatamente e é necessário utilizar um procedimento iterativo

em cada passo de carga. Estes procedimentos serão estudados posteriormente.

Existem duas formas de descrição do movimento de um ponto material

p, a descrição Lagrangeana e a Euleriana [48]. Para a análise de estruturas a

formulação Lagrangeana é mais natural, sendo aqui empregada. Na formulação

Lagrangeana usa-se as coordenadas de pontos materiais referidas à estrutura

indeformada (configuração 0) ou a uma estrutura de referência temporária

(configuração t). No referencial Lagrangeano Total (RLT), todas as variáveis

estáticas e cinemáticas no tempo t + ∆t são referidas à configuração inicial

(indeformada) da estrutura. Por outro lado, no referencial Lagrangeano Atua-

lizado (RLA), todas as variáveis estáticas e cinemáticas são referidas à última

configuração de equiĺıbrio da estrutura.

Comumente, as formulações RLT e RLA têm sido usadas na análise in-

cremental não-linear de estruturas. Quando desenvolvidas consistentemente,

as duas formulações geram matrizes de rigidez global e vetor de forças

idênticos [6]. Ao longo deste trabalho, o RLT será adotado pela simplicidade

na aplicação das técnicas de sensibilidade [37], como será visto no caṕıtulo

seguinte.

2.3.2
Prinćıpio dos Deslocamentos Virtuais

As deformações de Green-Lagrange εij sao calculadas, a partir do campo

de deslocamentos q̃, através da expressão:

εij =
1

2
(q̃i,j + q̃j,i + q̃k,iq̃k,j) (2-1)

onde q̃i,j denota a derivada das componentes (u, v, w) do campo de desloca-

mentos em relação às coordenadas cartesianas (z1, z2, z3). É importante notar

que estas coordenadas dizem respeito à configuração inicial da estrutura.

O expressão dos deslocamentos virtuais para corpos deformáveis é dado

por:
∫

Ω

σijδεijdV =

∫

Γt

tiδq̃idV +

∫

Ω

ρbiδq̃idV (2-2)

onde ρbi são as forças de massa atuando no corpo, ti é a força de tração atuando

na superf́ıcie Γt.

Com a discretização do campo de deslocamentos pelo método dos elemen-

tos finitos, os termos da equação (2-2) podem ser representados por produtos
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de matrizes e vetores como segue:

q̃i = Nipqp (2-3)

Desta forma a discretização espacial da eq. (2-3) aplicada na eq. (2-2)

tem como resultado:
∫

Ω

σp B̄pqδqq︸ ︷︷ ︸
δεp

dV =

∫

Γt

tiNiqδqqdA +

∫

Ω

ρbiNiqδqqdV (2-4)

onde σp é o tensor de tensões em notação vetorial. Tomando-se um campo

de deslocamentos virtuais arbitrários que satisfaça as restrições cinemáticas

pode-se escrever a eq. (2-4) como segue:
∫

Ω

σpB̄pqdV

︸ ︷︷ ︸
Fp

=

∫

Γt

tiNiqdA +

∫

Ω

ρbiNiqdV

︸ ︷︷ ︸
Qp

(2-5)

onde Fp é o vetor de forças internas e Qp é o vetor de forças externas.

Matricialmente tem-se
∫

Ω

B̄T σdV =

∫

Γt

NT tdA +

∫

Ω

NT ρbdV (2-6)

O vetor de forças internas Fp, conforme (2-5), depende implicitamente dos

deslocamentos através do vetor de tensões σp e também da matriz B̄pq no caso

de se considerar o comportamento não-linear geométrico.

Os métodos de solução de equações baseados em iterações de Newton-

Raphson precisam, além dos vetores de forças internas e externas, da matriz

de rigidez da estrutura. É importante ressaltar que a matriz de rigidez global

e os vetores globais de forças internas e externas sao montados somando-se as

contribuições dos elementos (ver seção (2.3.3)). A matriz de rigidez tangente

é determinada através da diferenciação do vetor de forças internas em relação

aos deslocamentos nodais [85, 6, 11]. Desta forma, pode ser obtida através da

definição da Fq a partir da equação (2-5), onde Fp =
∫

Ω
σpB̄pqdV . Quando

não se considera os efeitos da não linearidade geométrica, a tangente da força

interna é a seguinte:

K0
qp =

∂Fp

∂qp

=

∫

Ω

∂σr

∂qp

B0
rqdV

=

∫

Ω

∂σr

∂εs

∂εs

∂qp

B0
rqdV

=

∫

Ω

∂σr

∂εs

B0
spB

0
rqdV

(2-7)

No caso geral a matriz B̄ depende dos deslocamentos, desta forma:
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Kqp =
∂Fp

∂qp

=

∫

Ω

∂σr

∂qp

B̄rqdV +

∫

Ω

σr
B̄rq

qp

dV

=

∫

Ω

B̄rq
∂σr

∂εs

B̄spdV +

∫

Ω

σr
B̄rq

qp

dV

=

∫

Ω

∂σr

∂εs

(
B0

sp + Bnl
sp

) (
B0

rq + Bnl
rq

)
dV +

∫

Ω

σr
B̄rq

qp

dV

=

∫

Ω

∂σr

∂εs

(
B0

spB
0
rq

)
dV

+

∫

Ω

∂σr

∂εs

(
B0

spB
nl
rq + Bnl

spB
0
rq + Bnl

sp + Bnl
rq

)
dV

+

∫

Ω

σr
B̄rq

qp

dV

= K0
qp + Knl

qp + Kσ
qp

(2-8)

Na equação 2-8, o termo K0
qp fornece a matriz de rigidez elástica linear

padrão, enquanto que o termo Knl
qp fornece a matriz de rigidez de deslocamentos

iniciais. Por fim, o termos Kσ
qp fornece a matriz de rigidez geométrica (ou de

tensões iniciais).

2.3.3
Montagem das Equações da Estrutura

Um ponto chave no método dos elementos finitos é a avaliação das

integrais de volume para se obter a matriz de rigidez e o vetor de forças internas.

O domı́nio do problema estudado é dividido em elementos conectados a nós.

As integrais são calculadas para cada elemento e compostas da seguinte forma:
∫

Ω

(·)dV =
⋃

el

∫

Ωel

(·)dV (2-9)

A integral a ńıvel do elemento pode ser feita de várias maneiras. Para

um pequeno grupo de elementos, como treliças e vigas, a mesma pode ser

avaliada diretamente. Normalmente se usa um método de integração numérica

para sua avaliação, por exemplo a quadratura de Gauss. Outra observação a

respeito pode ser feita no caso da formulação isoparamétrica, onde as integrais

do elemento são feitas num domı́nio paramétrico.

2.4
Aplicação a Elementos de Treliça Espacial

O elemento de treliça adotado é o esquematizado na figura (2.1). Trata-se

de um segmento reto, limitado pelos nós i e j.
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q2

j

q1

j

q3

j

q2

i

q1

i

q3

i

z3

i

z3

j

z1

i

z1

j

z2

i
z2

j

z1

z3

z2

z1

z2

z3

i

j

N

N

Figura 2.1: Elemento de treliça.

2.4.1
Medida de Deformação

Conforme visto na seção (2.3.2) na formulação Lagrangeana Total (RLT)

as deformações de Green-Lagrange (GL) e as tensões de Piola-Kirchhoff II

(PK2) são freqüentemente usadas como medidas conjugadas na formulação da

energia interna. A única deformação de Green-Lagrange (ε) é na direção axial

e pode ser definida em função da mudança do comprimento do elemento da

seguinte maneira:

ε =
tl2 − 0l2

20l2
(2-10)

onde 0l é o comprimento do elemento na configuração indeformada,

0l =
√

(0zj
1 − 0zi

1)
2 + (0zj

2 − 0zi
2)

2 + (0zj
3 − 0zi

3)
2

=
√

(∆z1)2 + (∆z2)2 + (∆z3)2
(2-11)

e tl é o comprimento do elemento na configuração deformada t,

tl =
√

(tzj
1 − tzi

1)
2 + (tzj

2 − tzi
2)

2 + (tzj
3 − tzi

3)
2

=
√

(t∆z1)2 + (t∆z2)2 + (t∆z3)2

=
√

(∆z1 + ∆q1)2 + (∆z2 + ∆q2)2 + (∆z3 + ∆q3)2

(2-12)
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onde

tzi
k = 0zi

k + tqi
k,

tzj
k = 0zj

k + tqj
k k = 1, 2, 3

∆qk = tqj
k − tqi

k, ∆zk = 0zj
k − 0zi

k k = 1, 2, 3
(2-13)

desta forma, pode-se re-escrever (2-10) da seguinte forma

ε =
1

0l2

(
∆z1∆q1 + ∆z2∆q2 + ∆z3∆q3 +

1

2

(
∆q1

2 + ∆q2
2 + ∆q3

2
))

=
1

0l2

[
−∆z1 −∆z2 −∆z3 ∆z1 ∆z2 ∆z3

]
tq

+
1

20l2

[
−∆q1 −∆q2 −∆q3 ∆q1 ∆q2 ∆q3

]
tq

=

(
B0 +

1

2
Bnl(tq)

)
tq

= B(tq)tq

(2-14)
A matriz B̄, que relaciona o incremento das deformações com o incre-

mento dos deslocamentos nodais, δε = B̄δtq, é dada simplesmente por:

B̄ =
∂ε

∂tq
= B0 + Bnl(tq) (2-15)

2.4.2
Medida de Tensão

A única tensão de Piola-Kirchhoff II é a axial (σ) , a qual é relacionada

com a deformação de Green-Lagrange através da equação:

σ = Eε (2-16)

onde E é o módulo de elasticidade do material.

2.4.3
Vetor de Forças Internas

A partir do prinćıpio dos deslocamentos virtuais, o vetor de forças

internas para um elemento pode ser definido da seguinte forma:

f =

∫

Ωel

B̄T σdV = 0A0lσB̄T (2-17)

2.4.4
Matriz de Rigidez

k =

∫

Ωel

B̄TDB̄dV +

∫

Ωel

∂B̄T

∂q
σdV

= E0A0lB̄T B̄ + 0A0lσ
∂B̄T

∂q

(2-18)

onde
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∂B̄T

∂q
=

1
0l2




1 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 −1

−1 0 0 1 0 0

0 −1 0 0 1 0

0 0 −1 0 0 1




=
1

0l2
H (2-19)

2.5
Estratégias de Solução para Problemas Não-Lineares

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o parâmetro de

carga λ é mantido constante durante os ciclos iterativos, funcionando bem na

parte ascendente do caminho de equiĺıbrio (trecho OA), figura (2.2), mas falha

ao descrever esta curva após o primeiro ponto limite (ponto A), o que levaria a

uma incorreta avaliação da capacidade pois o equiĺıbrio será atingido no ponto

C.

Para se traçar à curva carga-deslocamento completa (trecho OABC),

com posśıveis passagens pelos pontos limites, é necessário que seja permitida

a variação de λ a cada iteração.

A

B

C

O q

Figura 2.2: Curva carga-deslocamento.

Basicamente, as dificuldades para o traçado da curva completa se devem

ao mau condicionamento da matriz de rigidez tangente nos pontos limites, onde

ela é singular, e o algoritmo apresentará um erro de over-flow na fatorização

da matriz. Felizmente esse não é um problema muito sério, pois é praticamente

imposśıvel chegar precisamente em um ponto cŕıtico.
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2.5.1
Análise Incremental-Iterativa

Considerando-se um instante de pseudo–tempo t + ∆t, que representa

as diferentes etapas de aplicação do carregamento e as correspondentes con-

figurações de equiĺıbrio da estrutura, tem-se que o vetor de forças residuais
t+∆tR

(ω)
, ω = 0, 1, ..., computado após a ω−ésima iteração de Newton-Raphson

é dado por:

t+∆tR
(ω)

= t+∆tλ
(ω)

Qref − t+∆tF
(ω)

= 0 (2-20)

onde Qref é o vetor de cargas externas de referência, t+∆tF
(ω)

e t+∆tλ
(ω)

são,

respectivamente, o vetor de forças internas no instante t+∆t e o fator de carga

no instante t + ∆t e iteração ω.

A fim de se obter o próximo ponto de equiĺıbrio (ω + 1), as estratégias

incrementais para o tratamento de efeitos não-lineares consideram que em

torno de uma configuração deformada t+∆tq, o problema é localmente linear.

Desta forma é feita uma expansão em série de Taylor da equação (2-20), sendo

esta aproximada por termos lineares obtidos a partir do truncamento dos

termos de ordem superior da série:

t+∆tR
(ω+1) ∼= t+∆tR

(ω)
+

∂t+∆tR
(ω)

∂t+∆tq(ω)
δq(ω+1) +

∂t+∆tR
(ω)

∂t+∆tλ(ω)
δλ(ω+1) ∼= 0 (2-21)

Considerando que as cargas externas não sejam dependentes dos deslocamentos

(sistema conservativo),

∂t+∆tR
(ω)

∂t+∆tq
= −∂t+∆tF

(ω)

∂t+∆tq(ω)
= −t+∆tK(T )(ω) (2-22)

sendo K(T ) a matriz de rigidez tangente, e

∂t+∆tR
(ω)

∂t+∆tλ(ω)
= Qref (2-23)

Substituindo as equações (2-22) e (2-23) em (2-21) e reorganizando os

termos se obtém a equação de equiĺıbrio

t+∆tK(T )(ω)δq(ω+1) = Qrefδλ
(ω+1) + t+∆tR

(ω)
(2-24)

onde δλ(ω+1) e δq(ω+1) são as correções do parâmetro de carga e dos deslo-

camentos nodais, respectivamente, obtidas durante o processo iterativo. De

(2-24) tem-se que os deslocamentos nodais iterativos (δq(ω+1)) podem ser de-

compostos em duas parcelas:

δq(ω+1) = δqg
(ω+1) + δλ(ω+1)δqr

(ω+1) (2-25)

onde:
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t+∆tK(T )(ω)δqg
(ω+1) = t+∆tR

(ω)
(2-26)

t+∆tK(T )(ω)δqr
(ω+1) = Qref (2-27)

A correção do parâmetro de carga, δλ(ω+1), única incógnita da equação (2-

25), é determinada seguindo uma das estratégias de iteração fornecidas na seção

2.5.3. De maneira geral a seguinte equação de restrição deve ser respeitada a

cada iteração:

CT δq(ω+1) + kδλ(ω+1) = H(ω+1) (2-28)

onde C, H(ω+1) e k são constantes a serem definidas. Em termos gerais, Yang

& Kuo [79] propuseram a seguinte equação para avaliar o parâmetro de carga:

δλ(ω+1) =
1

CT δqr
(ω+1) + k

(
H(ω+1) −CT δqg

(ω+1)
)

(2-29)

Para se considerar esses métodos de iteração tem-se inicialmente que se

supor que, para ω = 0, ∆λ0 tenha um valor prescrito dado pelo usuário ou

calculado automaticamente como será visto na seção 2.5.2.

Após a seleção de ∆λ0, determina-se o incremento inicial dos deslocamen-

tos nodais ∆q0. As aproximações ∆λ0e ∆q0 caracterizam a chamada solução

incremental predita .

O primeiro passo para a obtenção da solução incremental inicial tan-

gente (∆λ0 e ∆q0) consiste na montagem, usando informações da última con-

figuração de equiĺıbrio da estrutura, da matriz de rigidez tangente tK(T ). Após

a definição de tK(T ), resolve-se o sistema de equações:

tK(T )δqt = Qref (2-30)

para se determinar os deslocamentos nodais tangente, δqt.

Com a definição de ∆λ0 e δqt tem-se:

∆q0 = ∆λ0δqt (2-31)

Nesse estágio o parâmetro de carga e os deslocamentos nodais totais são

atualizados, ou seja:

t+∆tλ = tλ + ∆λ0 (2-32)

t+∆tq = tq + ∆q0 (2-33)

onde tλ e tq caracterizam o ponto de equiĺıbrio obtido no último passo de

carga.

A figura (2.3) fornece um esquema de solução incremental-iterativa

para sistemas com um grau de liberdade, onde os parâmetros de carga e o
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Figura 2.3: Solução incremental-iterativa: sistema com um grau de liber-
dade [25].

deslocamento são atualizados seguindo a restrição de comprimento de arco

ciĺındrico [11].

Com a obtenção da solução iterativa (δλ(ω+1) e δq(ω+1)) via (2-25)-(2-27),

faz-se a atualização das variáveis incrementais do problema:

∆λ(ω+1) = ∆λ(ω) + δλ(ω+1) (2-34)

∆q(ω+1) = ∆q(ω) + δq(ω+1) (2-35)

Para o parâmetro de carga e os deslocamentos nodais totais tem-se que:

t+∆tλ
(ω+1)

= tλ + ∆λ(ω+1) (2-36)

t+∆tq
(ω+1)

= tq + ∆q(ω+1) (2-37)

Os procedimentos descritos nessa seção são repetidos até que um dado

critério de convergência seja atendido (veja a seção 2.5.4).
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2.5.2
Incremento Automático de Carga

A obtenção da solução incremental inicial tem como passo fundamental a

definição do parâmetro de carga inicial ∆λ0. A seleção automática do tamanho

do incremento desse parâmetro é importante, e deve refletir o grau de não-

linearidade corrente do sistema estrutural em estudo. Em outras palavras,

uma estratégia eficiente de incremento automático de carga deve satisfazer

basicamente os seguintes requisitos: (i) produzir grandes incrementos quando

a resposta da estrutura for aproximadamente linear; (ii) gerar pequenos

incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente não-linear; (iii)

ser capaz de escolher o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas

capazes de detectar quando os pontos limites são ultrapassados.

A seguir são apresentadas algumas estratégias de incremento de carga

que satisfazem esses requerimentos.

Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto por Crisfield [11], o incremento do comprimento de arco

a ser adotado como parâmetro de controle no passo de carga corrente pode ser

definido como:

∆l = t∆l

(
Nd

tN

)1/2

(2-38)

onde t∆l e ∆l representam os incrementos do comprimento de arco no passos

de carga anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incógnita),

respectivamente; Nd é o numero de iterações desejadas para o processo iterativo

corrente, especificado pelo usuário, e tN é o numero de iterações que foram

necessárias para convergir no passo de carga anterior.

Através da equação (2-38) e da condição de restrição escrita para a

solução incremental inicial:

∆q0T
∆q0 = ∆l2 (2-39)

chega-se facilmente, usando-se (2-31) e (2-39), à expressão do incremento inicial

do parâmetro de carga:

∆λ0 = ± ∆l√
δqT

t δqt

(2-40)

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressão (2-40) é o

sugerido por Yang & Kuo [79], baseando-se no sinal do parâmetro GSP, que

será apresentado na seção seguinte.

No programa desenvolvido nesse trabalho, o usuário deve especificar 1∆λ0

como dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular 1∆q0
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através de (2-31). Substituindo-se ∆q0 na equação (2-39), chega-se a 1∆l. Para

os passos de carga seguintes, calcula-se automaticamente ∆l através de (2-38).

Incremento Baseado no Parâmetro GSP

Uma estratégia baseada na introdução de um parâmetro de rigidez

generalizado foi adotada por Yang & Kuo [79] para limitar o incremento inicial

do parâmetro de carga. O método de solução é denominado de estratégia

de controle de deslocamento generalizado. Seguindo a sugestão de Yang &

Shieh [78] para os valores de C e k a serem usados na equação (2-29), ou seja:

C = ∆λ0 tδqr e k = 0 (2-41)

e assim (2-29) pode ser reescrito como:

δλ(ω+1) =
H(ω+1) −∆λ0 tδqr

T δqg
(ω+1)

∆λ0 tδqr
T δqr

(2-42)

Para obtenção da solução predita ∆λ0, faz-se δqg
(ω+1) = 0 e δλ(ω+1) =

∆λ0 na equação anterior, e dessa forma chega-se a:

∆λ0 =

√
H0

tδqr
T δqr

(2-43)

onde o valor do parâmetro incremental H0 é dado da seguinte forma:

H0 =
(
1∆λ0

)2 1δqT
r

1δqr (2-44)

e dessa forma pode-se escrever ∆λ0 como sendo

∆λ0 = ±1∆λ0

√
1δqT

r
1δqr

tδqT
r δqr

(2-45)

considerando-se o parâmetro de rigidez generalizado (GSP) do sistema como

se segue:

GSP =
1δqT

r
1δqr

tδqT
r δqr

(2-46)

Pode-se, portanto, reescrever (2-45) da seguinte forma:

∆λ0 = ±1∆λ0
√
|GSP| (2-47)

Observa-se que o sinal do incremento inicial de carga pode ser positivo

ou negativo. A escolha do sinal correto é de suma importância na definição de

seqüências de soluções (q, λ) que permitam um avanço cont́ınuo na resposta

carga-deslocamento. De acordo com Yang & Kuo [79], o sinal do parâmetro

de rigidez corrente depende exclusivamente dos vetores tδqr (passo de carga

anterior) e δqr (passo de carga corrente), conforme (2-46).
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Figura 2.4: Variação do sinal do parâmetro de rigidez generalizado (GSP).

O GSP torna-se negativo somente para o passo imediatamente após o

ponto limite, para os demais passos este permanecerá sempre positivo, o que

pode ser visto na figura (2.4).

2.5.3
Estratégias de Iteração

A determinação do parâmetro de carga iterativo, δλ(ω+1) é função de

uma dada estratégia de iteração, ou equação de restrição imposta ao problema,

que tem a função de otimizar a convergência do processo iterativo. A seguir

são apresentadas duas estratégias bastante eficientes que serão utilizadas nos

caṕıtulos seguintes.

Carga Constante

Essa estratégia de iteração caracteriza o método tradicional de controle

de carga constante, no qual o parâmetro de carga é mantido constante durante

o ciclo iterativo. Para esse caso, tem-se que a equação de restrição se reduz à

expressão trivial:

δλ(ω+1) = 0 (2-48)

Dessa forma a equação (2-25) é reduzida aos deslocamentos fornecidos
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pelo método convencional de Newton-Raphson.

Comprimento de Arco Ciĺındrico

Segundo Crisfield [11], a cada iteração, a seguinte equação de restrição

deve ser satisfeita:

∆q(ω+1)T ∆q(ω+1) = ∆l2 (2-49)

Substituindo (2-25) em (2-35) e o resultado desta operação em (2-49),

chega-se a uma equação quadrática em δλ(ω+1), a saber:

A
(
δλ(ω+1)

)2

+ Bδλ(ω+1) + C = 0 (2-50)

onde, os coeficientes A, B e C têm a seguinte forma:

A = δqr
(ω+1)T δqr

(ω+1)

B = 2δqr
(ω+1)T

(
∆q(ω) + δqg

(ω+1)
)

C =
(
∆q(ω) + δqg

(ω+1)
)T (

∆q(ω) + δqg
(ω+1)

)
−∆l2

(2-51)

Com a resolução de (2-50), chega-se aos dois valores δλ1 e δλ2, de forma

que se deve escolher entre as soluções:

∆q1
(ω+1) = ∆q(ω) + δq

(w+1)
g + δλ1 δq

(w+1)
r

∆q2
(ω+1) = ∆q(ω) + δq

(w+1)
g + δλ2 δq

(w+1)
r

(2-52)

aquela que mais se aproxima da solução incremental da iteração anterior,

∆q(ω). Essa escolha deve prevenir um posśıvel retorno, o que faria a solução

regredir ao longo do caminho já calculado. Um procedimento utilizado, consiste

em se achar o menor ângulo entre ∆q(ω+1) e ∆q(ω). Isto equivale a achar o

máximo co-seno do ângulo:

cos θ1,2 =
∆q(w)T

∆q(ω+1)

∆l2

=
∆q(w)T

(
∆q(w)T

+ δq
(w+1)
g

)

∆l2
+ δλ1,2

∆q(w)T δq
(w+1)
r

∆l2

(2-53)

Como (2-50) é uma equação quadrática, ela poderá ter ráızes imaginárias

se (B2 − 4AC) for menor que zero. Essa situação pode existir quando o

incremento inicial do parâmetro de carga for muito grande, ou se a estrutura

exibir múltiplos caminhos de equiĺıbrio em torno de um ponto.

Iteração usando Deslocamento Generalizado

Conforme apresentado na seção 2.5.1, a equação (2-29) deveria ser con-

siderada para o parâmetro de carga ao longo da solução não-linear. Res-
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tando apenas a definição dos parâmetros CT , k e H(ω+1). Na obtenção da

solução incremental predita (ω = 0), os referidos pesquisadores definiram que

o parâmetro incremental H0 (no caso, deslocamento generalizado) deveria ser

obtido de acordo com a equação (2-44); durante o ciclo iterativo é assumido

que esse parâmetro de deslocamento generalizado se mantenha constante, isto

é: H(ω+1) = 0, para ω = 0. Dessa forma pode-se reescrever (2-29) como:

δλ(ω+1) = −
tδqr

T δqg
(ω+1)

tδqr
T δqr

(ω+1)
(2-54)

que é a expressão procurada para correção do parâmetro de carga no ciclo

iterativo.

2.5.4
Critérios de Convergência

O processo iterativo descrito termina indicando uma nova posição de

equiĺıbrio para a estrutura em análise quando um dos dois, ou os dois critérios

de convergência apresentados abaixo forem atendidos:

1. o primeiro critério de convergência é baseado em relações de forças e é

calculado no ińıcio da iteração corrente utilizando parâmetros da iteração

anterior. Ele é definido como segue:

ζ1 =

∥∥R(w)
∥∥

‖∆λ(w)Qref‖ ≤ ζ (2-55)

onde
∥∥R(w)

∥∥ é igual à norma euclidiana do vetor das forças desequilibra-

das, que é calculada usando-se o parâmetro de carga e os deslocamentos

nodais totais da iteração anterior,
∥∥∆λ(w)Qref

∥∥ é a norma euclidiana do

vetor de incremento de carregamento externo e ζ é um fator de tolerância

fornecido pelo usuário do programa como dado de entrada.

2. o segundo critério de convergência obedece a relações de deslocamentos

e é sempre verificado no final da iteração corrente. Ele é definido por:

ζ2 =
‖δq‖

‖∆q(w+1)‖ ≤ ζ (2-56)

onde ‖δq‖ é a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais),∥∥∆q(ω+1)
∥∥ é a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que

são obtidos após a correção do processo iterativo, e ζ segue a mesma

definição do critério anterior.

3. o terceiro critério de convergência consiste em obedecer a ambas as

relações (forças e deslocamentos) dadas em (2-55) e (2-56), assim este

critério é verificado se:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB
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Figura 2.5: Pontos cŕıticos de uma estrutura [58].

ζ1 ≤ ζ e ζ2 ≤ ζ (2-57)

onde ζ, ζ1 e ζ2 são definidos nos itens anteriores.

2.6
Determinação dos Pontos Cŕıticos

Os pontos cŕıticos são aqueles em que um caminho de equiĺıbrio atinge um

valor extremo ou aqueles onde diferentes caminhos de equiĺıbrio se encontram.

Na figura (2.5) podem ser observados três pontos cŕıticos (A,B e C), onde

os pontos (B e C) são chamados de pontos limite e o ponto (A) ponto de

bifurcação. No presente trabalho serão considerados somente pontos limite.

Caso a estrutura apresente ponto de bifurcação, uma pequena imperfeição

será considerada para se eliminar a bifurcação.

Matematicamente, um ponto de equiĺıbrio é um ponto cŕıtico se a matriz

de rigidez do modelo de elementos finitos for singular detK(T ) = 0. Além disso,

sabe-se que o equiĺıbrio é estável quando todos os autovalores são positivos o

que leva a detK(T ) > 0 e torna-se instável quando o menor autovalor se torna

negativo e, portanto, detK(T ) < 0.

Conforme visto na seção acima, as estratégias de incremento automático

de carga têm como objetivo gerar pequenos incrementos quando a resposta

da estrutura for fortemente não-linear além de detectar pontos limites. A

determinação dos pontos cŕıticos se faz de forma aproximada, através do

sinal do GSP, que controla os incrementos de carga, ou seja, a medida que

o problema se aproxima de um ponto limite, os incrementos de carga dados
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pela equação (2-47) se tornam muito pequenos, sendo tomado como ponto

limite o valor imediatamente após a inversão de sinal do GSP.

2.7
Exemplos de Análise Estrutural

Nesta seção são apresentadas as soluções de alguns problemas estru-

turais encontrados freqüentemente na literatura em função da acentuada

não-linearidade da relação carga-deslocamento. Pretende-se, assim, verificar

a eficiência da formulação de elementos finitos não-linear aqui apresentada.

Para tanto, serão abordados exemplos clássicos de problemas de equiĺıbrio e

estabilidade que possuem resultados numéricos e/ou anaĺıticos encontrados na

literatura.

2.7.1
Treliça Assimétrica em Forma de Arco

A figura (2.6) mostra um sistema treliçado assimétrico em forma de arco.

Este exemplo apresenta em sua trajetória pontos limites tanto de carga quanto

de deslocamentos. Todos os dados referentes à geometria estão definidos na

figura (2.6). A seção transversal tem área A = 3 e o material utilizado apresenta

E = 3 × 106 Este modelo foi estudado por Pinheiro et al. [61, 60], Powel &

Simons [62], entre outros.
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Figura 2.6: Treliça assimétrica em forma de arco.

O problema não linear foi resolvido através do método de Newton–

Raphson padrão em conjunto com o método do deslocamento generalizado

(GDCM). O valor inicial do incremento de carga foi de 3000 e a tolerância

utilizada no processo iterativo foi de 10−5. A estratégia foi escolhida em função

da mesma ser utilizada neste trabalho como parâmetro para determinação da

carga cŕıtica.
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Figura 2.7: Treliça assimétrica em forma de arco - resposta estrutural do
deslocamento vertical dos nós 8 e 13.

Os traçados da trajetória de equiĺıbrio para o deslocamento vertical dos

nós 8 e 13 são apresentados na figura (2.7). Observa-se nesta figura uma perfeita

concordância com o trabalho de Pinheiro et al. [61] e uma ńıtida diferença em

relação ao trabalho de Powel & Simons [62], fato este devido aos diferentes

referenciais utilizados na solução do problema. Em Powel & Simons [62] o

referencial utilizado foi o Lagrangeano Atualizado, já no presente trabalho

e no trabalho de Pinheiro et al. [61] foram utilizados o referencial total. Os

valores do primeiro ponto limite de carga e os deslocamentos dos nós 8 e 13

são comparados na tabela (2.1).

2.7.2
Treliça Espacial de 24 Elementos

A treliça espacial formada por 24 elementos apresentada na figura (2.8)

tem sido utilizada com freqüência como exemplo para testar a eficiência de
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Powell & Simons Pinheiro et. al Presente trabalho
RLA [62] RLT [61] RLT

λcr 37412.9 35760.3 35760.6
q8
2 4.044 4.069 4.082

q13
2 1.554 1.593 1.585

Tabela 2.1: Treliça assimétrica em forma de arco - valores de carga cŕıtica e
deslocamento vertical dos nós 8 e 13.

várias formulações, algoritmos propostos e implementações computacionais [79,

56, 60, 61]. É com essa finalidade que a mesma será analisada nesta seção. A

estrutura possui, por hipótese, E = 104 e A = 1. As coordenadas nodais são

apresentadas na tabela (2.2).

Nó x y z
1 0.0 0.00 8.216
2 25.0 0.00 6.216
3 12.5 21.65 6.216
4 -12.5 21.65 6.216
5 -25.0 0.00 6.216
6 -12.5 -21.65 6.216
7 12.5 -21.65 6.216
8 43.3 -25.00 0.000
9 43.3 25.00 0.000
10 0.0 50.00 0.000
11 -43.3 25.00 0.000
12 -43.3 -25.00 0.000
13 0.0 -50.00 0.000

Tabela 2.2: Treliça espacial de 24 elementos - coordenadas nodais.

Inicialmente considera-se que apenas a carga P1 está atuando na estru-

tura. O resultado da análise é apresentado na figura (2.9).

Uma variação deste exemplo em que além da carga concentrada P1

atuando no centro da estrutura (nó 1), há a presença de outra carga nodal,

P2, aplicada nos nós 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Este novo carregamento faz com que a

trajetória de equiĺıbrio da estrutura passe a ter não apenas dois, mas três

pontos limites de carga, conforme visto na figura (2.10).
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Figura 2.8: Treliça espacial de 24 elementos.

Oñate & Matias Pinheiro et. al Presente trabalho
[56] RLA [61] RLT

λcr 3.157 3.156 3.156
q1
3 −0.761 −0.763 −0.769

Tabela 2.3: Treliça espacial de 24 elementos - valores de carga cŕıtica e
deslocamento vertical do nó 1 relativo a este ńıvel de carregamento.
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Figura 2.9: Treliça espacial de 24 elementos - resposta estrutural para o
carregamento P1.
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Oñate & Matias Pinheiro et. al Presente trabalho
[56] RLT [61] RLT

λcr 7.81 7.65 7.65
q1
3 −0.882 −0.873 −0.875

Tabela 2.4: Treliça espacial de 24 elementos - valores de carga cŕıtica e
deslocamento vertical do nó 1 relativo a este ńıvel de carregamento.
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Figura 2.10: Treliça espacial de 24 elementos - resposta estrutural para os
carregamentos P1 e P2.
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3
Análise de Sensibilidade

3.1
Considerações Gerais

A análise de sensibilidade se refere neste caṕıtulo as derivadas das

respostas da estrutura, obtidas através de uma análise via elementos finitos,

em relação a um parâmetro do sistema. Sua determinação se faz necessária

por uma série de razões, entre elas: como indicador da importância de uma

determinada variável na resposta, guiando o projetista na tomada de decisões;

na avaliação da direção de busca em problemas de otimização; e no método de

confiabilidade de primeira ordem para a determinação do ponto de projeto.

A sensibilidade (ou gradiente) é a medida da variação da resposta devido

à variação em um parâmetro do sistema. Neste trabalho, estes parâmetros

podem ser propriedades dos materiais, seções transversais dos elementos,

coordenadas nodais ou ainda cargas aplicadas no modelo. De forma geral,

os gradientes da função objetivo e das restrições são calculados a partir

dos gradientes das respostas da estrutura determinados na etapa de análise.

Dependendo do problema, as respostas de interesse podem ser deslocamentos,

tensões, freqüências naturais e cargas cŕıticas. Outra grandeza de interesse,

muito utilizada como função objetivo, é o peso (volume) da estrutura.

A análise de sensibilidade desempenha um papel central no processo de

otimização via programação matemática com algoritmos de primeira ordem

pois é avaliada a cada passo do algoritmo. Em problemas de otimização baseada

em confiabilidade, descritos no caṕıtulo 5, o processo de otimização é feito

através de um duplo laço (loop), onde o algoritmo de otimização é utilizado

tanto no laço interno, na determinação das restrições de confiabilidade, quanto

no externo, no problema de otimização em si. Desta forma, a avaliação eficiente

e precisa é necessária.

Existem três abordagens principais para efetuar a análise de sensibili-

dade: o método anaĺıtico, o método das diferenças finitas e o método semi-

anaĺıtico. A primeira, o método anaĺıtico, é eficiente e preciso, mas freqüen-

temente limitado a casos particulares. A abordagem tem dificuldades ma-
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temáticas quando funções não diferenciáveis estão envolvidas e resulta em

expressões de dif́ıcil tratamento quando leis constitutivas complexas são con-

sideradas, especialmente no caso de grandes deformações elastoplásticas. A

segunda abordagem para avaliação da sensibilidade, o método das diferenças

finitas, é simples e geral mas tem um custo computacional muito mais elevado.

A terceira abordagem, o método semi-anaĺıtico, é um método computacional-

mente atraente onde uma combinação dos métodos anteriores é utilizada.

O desenvolvimento das metodologias estão bem estabelecidas, tanto para

problemas estáticos lineares quanto não lineares e podem ser encontradas em

Kleiber et al. [40], Haftka e Gürdal [29], Arora [4] entre outros.

Neste caṕıtulo, é apresentada uma revisão dos métodos de análise de

sensibilidade para problemas lineares e não lineares. As sensibilidades dos

deslocamentos, tensões e da carga limite são desenvolvidas analiticamente para

o elemento de treliça. É apresentado também o método das diferenças finitas

a fim de se validar as formulações anaĺıticas. Por fim são analisados alguns

exemplos para validar as implementações.

3.2
Método Anaĺıtico

O método anaĺıtico consiste na diferenciação direta das equações de

equiĺıbrio lineares e não-lineares. Para facilitar o desenvolvimento das equações

para o cálculo da sensibilidade, considera-se uma estrutura descrita por uma

única variável b.

Supõe-se que se deseja determinar a sensibilidade de duas funções

g1(b,q(b)) e g2(b,q(b)) , que definem restrições no problema de otimização.

Estas restrições dependem explicitamente das variáveis b e dos deslocamentos

nodais q, que, por sua vez, também dependem implicitamente das variáveis b.

Assim, tem-se

dgi

db
=

∂gi

∂b
+

∂gi

∂q

dq

db
i = 1, 2 (3-1)

O problema acima pode ser resolvido através de dois procedimentos:

pelo método de diferenciação direta (DDM, do inglês Direct Differentiation

Method) ou pelo método adjunto (ASM, do inglês Adjoint System Method).

Para problemas dependentes da trajetória o ASM não é uma alternativa

eficiente, segundo Rojas [68]. Por outro lado, para problemas independentes

da trajetória, o uso de um ou outro método se dá em função da relação entre

(ncc×nvp) e nr, onde ncc é o número de casos de carregamento, nvp é o número

de variáveis de projeto e nr é o número de restrições. Se (ncc × nvp) > nr,

o ASM é mais vantajoso. Porém, se (ncc × nvp) < nr, a vantagem favorece
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o DDM. Detalhes adicionais podem ser encontrados em Kleiber et al. [40] e

Rojas [68]. Neste trabalho optou-se apenas pelo uso do método DDM.

3.2.1
Sensibilidade dos Deslocamentos Nodais

O ponto de partida para a determinação da sensibilidade do vetor de

deslocamentos é o sistema de equações de equiĺıbrio da estrutura discretizada,

apresentado no caṕıtulo (2). Por simplicidade, no texto a seguir, elimina-

se o superescrito ()(ω) da notação, correspondente a iteração, uma vez que

a sensibilidade será obtida após a convergência do processo iterativo. A

equação (2-20) é então reescrita de maneira a mostrar a dependência sobre

a variável de projeto b:

t+∆tR(b) = R(t+∆tq(b); b) = t+∆tQ(b)− F(t+∆tq(b); b) = 0 (3-2)

lembrando que, t+∆tλQref = t+∆tQ. Derivando-se (3-2) em relação a variável

de projeto b tem-se

dt+∆tR

db
=

∂t+∆tR

∂t+∆tq

dt+∆tq

db
+

∂t+∆tR

∂b
= 0 (3-3)

Usando a definição da matriz de rigidez tangente, eq. (2-22), a sensibilidade

do vetor de deslocamentos nodais pode ser calculada através da expressão:

t+∆tK(T ) d
t+∆tq

db
=

∂t+∆tR

∂b

=
∂t+∆tQ

∂b
− ∂t+∆tF

∂b

(3-4)

A equação (3-4) é a equação básica para a solução da sensibilidade dos

deslocamentos e algumas observações podem ser feitas ao seu respeito:

– A matriz do lado esquerdo da equação (3-4) é a mesma matriz de rigidez

tangente obtida após a convergência para um ponto de equiĺıbrio. É

interessante aqui se destacar que caso se use o método de Newton–

Raphson modificado na obtenção do vetor de deslocamentos, então, esta

matriz precisa ser atualizada antes de se calcular a sensibilidade dos

deslocamentos.

– Na etapa de referência t+∆t, o lado direito da equação (3-4) é conhecido.

– A equação de sensibilidade em (3-4) é linear em dt+∆tq
db

. Assim nenhuma

iteração é necessária para resolvê-la.

– Para se determinar a sensibilidade no final de um dado incremento de

carga, só é necessário se conhecer o valor do deslocamento total nesse
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instante. Não é necessário se conhecer deslocamentos ou o valor das

sensibilidades em instantes prévios.

3.2.2
Sensibilidade da Carga Limite

Para se calcular a sensibilidade da carga limite basta considerar o fator de

carga λ como dependente implicitamente de b, ou seja, o vetor de carregamento

externo fica definido como:

t+∆tQ(b) = t+∆tλ(b)Qref (b) (3-5)

onde Qref é um vetor de referência de magnitude arbitrária.

Derivando-se (3-5) em relação a b, tem-se:

dt+∆tQ

db
=

dt+∆tλ

db
Qref + t+∆tλ

dQref

db
(3-6)

Assim a equação (3-4) fica da seguinte forma

t+∆tK(T ) d
t+∆tq

db
=

dt+∆tλ

db
Qref + t+∆tλ

dQref

db
− ∂t+∆tF

∂b
(3-7)

No ńıvel da carga cŕıtica (t+∆tλ = λ∗), um asterisco é adicionado nos

termos de (3-7) para identificar o ponto onde eles estão sendo avaliados. Então

se escreve

K(T )∗dq
∗

db
=

dλ∗

db
Qref + λ∗

dQref

db
− ∂F∗

∂b
(3-8)

A matriz de rigidez tangente K(T )∗ é singular e K(T )∗v = vTK(T )∗ = 0,

onde v é o autovetor associado com o autovalor nulo da matriz K(T )∗ (ver

seção (2.6)). Pré-multiplicando a equação anterior por vT , tem-se

vTK(T )∗dq
∗

db
= vT dλ∗

db
Qref + vT λ∗

dQref

db
− vT ∂F∗

∂b
(3-9)

Eliminando os termos nulos K(T )∗v = vTK(T )∗ = 0 e isolando o termo

com dλ∗/db, tem-se

vT dλ∗

db
Qref = vT ∂F∗

∂b
− vT λ∗

dQref

db
(3-10)

Finalmente, tem-se a expressão para o cálculo da sensibilidade do ponto

limite:

dλ∗

db
=

vT

[
∂F∗

∂b
− λ∗

dQref

db

]

vTQref

(3-11)

A equação (3-11) permite o cálculo da sensibilidade da carga cŕıtica de

maneira direta, uma vez que o vetor das pseudo-forças é conhecido no ponto

cŕıtico.
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3.2.3
Sensibilidade da Carga Cŕıtica Linear

A sensibilidade da carga cŕıtica linear é obtida a partir do problema de

autovalor generalizado:

[
K0(b) + λKσ(σ, b)

]
v = 0 (3-12)

Resolvendo-se este problema obtém-se a carga cŕıtica linear da estrutura λcr e o

autovetor v, que representa o modo de flambagem da estrutura. Substituindo-

se λ = λcr na equação acima e derivando-se em relação a variável b, obtém-se:

[
dK0

db
+

dλcr

db
Kσ + λcr

dKσ

db

]
v +

[
K0 + λcrK

σ
] dv

db
= 0 (3-13)

Pré-multiplicando-se esta equação por vt, considerando a simetria das matrizes

K0 e Kσ, obtém-se a seguinte expressão:

dλcr

db
= −

vt

[
dK0

db
+ λcr

dKσ

db

]
v

vtKσv
(3-14)

Finalmente, impondo-se a condição de normalização

vtKσv = −1 (3-15)

obtém-se a expressão para a sensibilidade:

dλcr

db
= vt

[
dK0

db
+ λcr

dKσ

db

]
v (3-16)

3.2.4
Sensibilidade das Deformações e Tensões

Após (3-4) ser resolvida para a sensibilidade dos deslocamentos, pode-

se obter outras sensibilidades da resposta estrutural. Entre elas estão as

sensibilidades das deformações e das tensões do material, apresentadas nesta

seção.

A relação deformação-deslocamento, apresentada em (2-14) é aqui rees-

crita:

t+∆tε(t+∆tq(b), b) = B(t+∆tq(b), b)t+∆tq(b) (3-17)

Diferenciando-se esta relação e lembrando que ∂t+∆tε
∂t+∆tq

= B̄, conforme

definido em (2-15), obtém-se a expressão:

dt+∆tε

db
=

∂t+∆tε

∂t+∆tq

dt+∆tq

db
+

∂t+∆tε

∂b

= B̄
dt+∆tq

db
+

∂B

∂b
t+∆tq

(3-18)
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que permite o cálculo da sensibilidade das deformações de um elemento a

partir das sensibilidades dos deslocamentos nodais e da sensibilidade da matriz

deformação–deslocamento.

A relação tensão–deformação apresentada em (2-16), é reescrita a seguir:

t+∆tσ(t+∆tq(b), b) = D(b)ε(t+∆tq(b), b) (3-19)

Diferenciando-se esta relação chega-se a expressão:

dt+∆tσ

db
=

∂t+∆tσ

∂t+∆tε

dt+∆tε

db
+

∂t+∆tσ

∂b

= D
dt+∆tε

db
+

∂D

∂b
t+∆tε

(3-20)

que possibilita o cálculo da sensibilidade das tensões do elemento.

3.2.5
Sensibilidade do Vetor de Forças Internas

No caṕıtulo 2, o vetor das forças internas de um elemento foi definido

pela seguinte equação:

f =

∫

Ωel

B̄T σdV = B̄T σV (3-21)

Na resolução da equação (3-4) a derivada do vetor de forças internas

é feita para os deslocamentos q independentes de b. Deste forma, tem-se a

seguinte expressão:

∂f

∂b

∣∣∣∣
q6=q(b)

=
∂B̄T

∂b
σV + B̄T ∂σ

∂b
V + B̄T σ

∂V

∂b
(3-22)

3.2.6
Sensibilidade do Vetor de Cargas Externas

Quando b representa um carregamento externo o termo ∂Q
∂b

do lado direito

da equação (3-4) se torna não nulo. O carregamento externo aplicado pode ser

dado, de maneira geral, como cargas distribúıdas nos elementos ou como cargas

nodais. No primeiro caso, a derivada é obtida derivando-se as equações:

∂Qs

∂b
=

∫

Γt

∂ti
∂b

NiqdA (3-23)

e

∂Qv

∂b
=

∫

Ω

ρ
∂bi

∂b
NiqdV (3-24)

Quanto aos carregamentos prescritos nos nós, pode-se definir um vetor hp

de parâmetros para quais se deseja obter a sensibilidade e uma matriz de

constantes mqp de forma que o vetor de forças externas seja dado da seguinte

forma:
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Qp = mqphp (3-25)

A sensibilidade é então obtida através da seguinte expressão:

∂Qp

∂b
= mqp

∂hp

∂b
(3-26)

onde ∂hp

∂b
é um vetor que contém todos os elementos iguais a zero com exceção

de um com valor unitário.

3.2.7
Sensibilidade da Matriz de Rigidez Elástica

Na seção (3.2.3) foi apresentada a equação (3-16) para o cálculo da sen-

sibilidade da carga cŕıtica linear, onde é necessário a obtenção da sensibilidade

das matrizes de rigidez elástica e rigidez geométrica.

dk0

db
=

dB0

db
EB0V +

B0 dE

db
B0V +

B0E
dB0

db
V +

B0EB0 dV

db

(3-27)

lembrando que:

dV

db
=

dA

db
L + A

dL

db
(3-28)

Desta forma, tem-se a definição geral para a sensibilidade da matriz de rigidez

elástica, onde os termos dE
db

, dA
db

, dL
db

e dB0

db
já foram definidos anteriormente.

3.2.8
Sensibilidade da Matriz de Rigidez Geométrica

A matriz de rigidez geométrica, obtida a partir da equação (2-18), é

reescrita a seguir:

kσ =
σ

0l2
HV (3-29)

A sensibilidade de kσ em relação a variável b é dada da seguinte forma:

dkσ

db
=

∂kσ

∂σ

dσ

db
+

∂kσ

∂b

∣∣∣∣
σ 6=σ(b)

(3-30)

onde

∂kσ

∂σ
=

1
0l2

HV =
1

σ
kσ (3-31)

e

∂kσ

∂b

∣∣∣∣
σ 6=σ(b)

= σ

(
− 2

0l3
HV

dL

db
+

1
0l2

H
dV

db

)
(3-32)
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Caṕıtulo 3. Análise de Sensibilidade 57

3.3
Método das Diferenças Finitas (MDF)

A mais simples técnica para cálculo da sensibilidade com respeito a

variável de projeto é a aproximação por diferenças finitas. Esta técnica é

geralmente cara computacionalmente, mas é de fácil implementação e por isto

muito usada.

A mais simples aproximação por diferenças finitas é a de primeira ordem,

chamada de diferença a frente. Seja a função f(b), onde b é a variável de projeto.

A aproximação de primeira ordem, ∆f/∆b, para a derivada, df/db, é dada por:

∆f

∆b
=

f(b + ∆b)− f(b)

∆b
(3-33)

onde ∆b é uma perturbação absoluta, pequena o suficiente para produzir

resultados satisfatórios. Geralmente essa perturbação é definida através da

seguinte expressão:

∆b = ηb (3-34)

onde η é o valor da perturbação relativa.

A maior dificuldade no MDF é selecionar o valor da perturbação η, se

for selecionada uma pequena perturbação, para reduzir o erro de truncamento

(pois a derivada só é exata quando ∆b tende a zero), pode-se ter um excessivo

erro de arredondamento causado pela forma como os números reais são

representados nos computadores. Perturbações relativas entre 10−4 a 10−8

geralmente levam a bons resultados, o suficiente para aplicações práticas.

Em problemas não-lineares, fontes adicionais de imprecisão existem.

Estas estão vinculadas à natureza iterativa dos procedimentos de solução

e aos reśıduos associados [68]. A figura (3.1) mostra o comportamento de

um deslocamento q(bk) como função de uma variável de projeto bk. As

linhas tracejadas limitam o máximo desvio permitido, como conseqüência da

tolerância prescrita para o reśıduo.

Tanto q1(bk) quanto q2(bk) são soluções aceitáveis, se encontrando dentro

da faixa de tolerância aceitável. O mesmo vale para q1(bk +∆bk) e q2(bk +∆bk)

relativos ao problema perturbado. Entretanto, derivadas totalmente diferentes

são obtidas. Problemas como esse pioram a medida que se aumenta a faixa de

tolerância e se diminui a magnitude das perturbações.
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q

bbk+ bkbk

tol

tol

caminho de 
equilíbrioq1(bk)

q2(bk)

q1(bk+ bk)

q2(bk+ bk)

Figura 3.1: Imprecisão da sensibilidade via diferenças finitas em problemas
não–lineares [68].

3.4
Exemplos de Análise de Sensibilidade

Nesta seção são apresentados exemplos de análise de sensibilidade de

estruturas geometricamente não-lineares. Os exemplos tratam da sensibilidade

dos deslocamentos nodais, tensões e da sensibilidade das cargas cŕıticas das

estruturas. Os objetivos são verificar a validade das expressões apresentadas

neste caṕıtulo, testar a implementação computacional e comparar a precisão

dos métodos discutidos anteriormente.

3.4.1
Treliça Espacial de 24 Elementos

Neste exemplo é feita a análise de sensibilidade da treliça espacial,

apresentada na figura (2.8), estudada na seção (2.7.2) do caṕıtulo anterior.

O estudo mostrou que a estrutura apresenta instabilidade por ponto limite

depois de sofrer grandes deslocamentos.

Considerando-se como variável de projeto a área da seção transversal

A1, analisa-se o efeito do tamanho da perturbação relativa η no gradiente do

deslocamento vertical do nó 1 (q1
3). Na figura (3.2) observa-se a variação do

gradiente com o tamanho da perturbação relativa pelo Método das Diferenças

Finitas (MDF). O gráfico mostra que perturbações variando de 10−4 a 10−10

representam a tendência dos resultados. Desta forma a perturbação de 10−5

será considerada de maneira a verificar a consistência das sensibilidades

calculadas pelo Método Anaĺıtico apresentadas a seguir.
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Figura 3.2: Treliça espacial de 24 elementos - Efeito da perturbação relativa η
na sensibilidade do deslocamento q1

3 em relação a área A1.

As sensibilidades são obtidas em relação ao módulo de elasticidade (E), à

area da seção transversal (A1), à coordenada z3 do nó 1 (z1
3) e ao carregamento

nodal (P1). O deslocamento vertical do nó 1 (q1
3), centro do domo, e a sua

sensibilidade calculada pelo Método Anaĺıtico, para diversos fatores de carga,

sao apresentados na tabela (3.1).

λ q1
3

dq1
3

dE

dq1
3

dA1

dq1
3

dz1
3

dq1
3

dP1

0.10 −1.116× 10−2 1.126× 10−6 6.689× 10−3 1.175× 10−2 −1.126× 10−1

0.50 −5.802× 10−2 6.101× 10−6 3.610× 10−2 6.498× 10−2 −1.220× 10−1

1.00 −1.226× 10−1 1.374× 10−5 8.087× 10−2 1.505× 10−1 −1.374× 10−1

1.50 −1.965× 10−1 2.392× 10−5 1.399× 10−1 2.711× 10−1 −1.595× 10−1

2.00 −2.843× 10−1 3.904× 10−5 2.262× 10−1 4.607× 10−1 −1.952× 10−1

2.50 −3.974× 10−1 6.680× 10−5 3.819× 10−1 8.328× 10−1 −2.672× 10−1

3.00 −5.820× 10−1 1.738× 10−4 9.687× 10−1 2.387 −5.796× 10−1

Tabela 3.1: Treliça espacial de 24 elementos - Sensibilidades dos deslocamentos
através do método anaĺıtico.

A consistência dos resultados apresentados na tabela (3.1) é verificada

através da figura (3.3). Nestes gráficos as sensibilidades obtidas através do

DDM são comparadas com as do MDF. Observa-se uma excelente concordância

entre os valores apresentados.
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Figura 3.3: Treliça espacial de 24 elementos - Sensibilidades dos deslocamentos
através dos métodos anaĺıtico (DDM) e diferenças finitas.

O deslocamento vertical do nó 1 e a sua sensibilidade em relação ao

módulo de elasticidade é apresentada na figura (3.4) para o comportamento

linear e não linear.

Neste exemplo, além da sensibilidade dos deslocamentos nodais, estuda-se

também a sensibilidade da carga limite. Os procedimentos para a determinação

do ponto limite foram apresentados na seção (2.6) onde o valor do incremento

de carga inicial (1∆λ0) representa um papel fundamental na precisão dos

resultados. Quanto menores forem os incrementos de carga maior será a

precisão fazendo com que o autovalor tenda a zero, conforme apresentado na

tabela (3.2).

A carga cŕıtica e a sua sensibilidade calculada pelo Método Anaĺıtico são

apresentadas na tabela (3.2). O MDF foi utilizado para verificar a consistência
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Figura 3.4: Treliça espacial de 24 elementos - Deslocamento vertical do nó 1 e
a sensibilidade em relação ao módulo de elasticidade.

1∆λ0 passos λcr autovalor∗
dλcr

dE

dλcr

dA1

dλcr

dz1
3

0.001 6985 3.156 1.631× 10−3 3.156× 10−4 1.701 4.833
0.010 697 3.156 1.683× 10−2 3.156× 10−4 1.701 4.838
0.020 348 3.156 3.507× 10−2 3.156× 10−4 1.700 4.845
0.050 139 3.155 1.148× 10−1 3.155× 10−4 1.697 4.875
∗ – menor autovalor da matriz de rigidez tangente no ńıvel de carga λcr.

Tabela 3.2: Treliça espacial de 24 elementos - Sensibilidades da carga cŕıtica
obtidas via DDM.

das sensibilidades calculadas pelo Método Anaĺıtico, obtendo-se os seguintes

valores: dλcr/dE = 3.157 × 10−4, dλcr/dA1 = 1.701, dλcr/dz1
3 = 4.832.

Resultados estes com excelente concordância com os obtidos através do DDM

apresentados na tabela (3.2).
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4
Análise de Confiabilidade Estrutural

Métodos de confiabilidade estrutural são empregados na engenharia para

se obter a probabilidade de falha do modelo levando-se em consideração

as incertezas. Entende-se aqui por falha quando a estrutura não atende os

objetivos para os quais ela foi concebida. Tais falhas, podem trazer grandes

prejúızos, tanto de ordem material quanto no que diz respeito a segurança

humana. Na prática não existe nenhuma estrutura com probabilidade de falha

zero, sempre existe o risco dela vir a falhar, porém, esse risco deve ser mantido

em ńıveis aceitáveis de acordo com critérios de segurança e economia.

A confiabilidade de uma estrutura é definida como o complemento da

probabilidade de falha, ou seja, C = 1 − Pf . Como geralmente Pf é pequena

para estruturas, na ordem de 10−3 a 10−6, resultando em confiabilidade de 0.99

a 0.999999, é comum usar Pf como medida de confiabilidade da estrutura [70].

Diversas falhas podem ser consideradas para o projeto de estruturas,

quando num mesmo problema de confiabilidade estão envolvidas mais de uma

função de falha, caracteriza-se um sistema. Na avaliação da falha do sistema

decompõe-se o mesmo em componentes e a falha do sistema é definida como

uma combinação das falhas dos componentes.

Neste caṕıtulo, os procedimentos para a avaliação da confiabilidade de

uma componente (uma função de performance) são apresentados.

4.1
Modelagem das Incertezas

A análise de confiabilidade exige a caracterização estat́ıstica dos pa-

râmetros envolvidos no modelo. Nos projetos estruturais pode-se dizer que

todos os parâmetros envolvidos são aleatórios, desde as coordenadas nodais

até os carregamentos. O resultado obtido dependerá da qualidade dos dados

estat́ısticos relacionados ao problema e da precisão do modelo matemático

usado para a análise das funções de estado limite.

Na prática, a partir de dados coletados (ou observados) de um determi-

nado fenômeno, determinam-se os parâmetros estat́ısticos da variável aleatória

que representa o fenômeno em questão. Os vários resultados de um fenômeno
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aleatório podem ser vistos como os resultados de uma função. A representação

de um determinado fenômeno por uma função distribuição de probabilidades

é algo que facilita bastante o tratamento da mesma, i.e., uma vez definida a

distribuição e os respectivos parâmetros é fácil calcular os ńıveis de probabili-

dades associadas aos diversos eventos que envolvem tal fenômeno. Existem na

literatura diversas funções já predefinidas que usualmente representam deter-

minados fenômenos (ou variáveis), apresentadas na seção seguinte.

4.1.1
Distribuições de Probabilidades

Um variável randômica pode ser caracterizada pela sua função cumula-

tiva de distribuição (CDF, do inglês Cumulative Distribution Function), FX .

A função densidade de probabilidade fX , identificada por PDF (do inglês Pro-

bability Density Function) é definida como a primeira derivada de FX [55]. Na

literatura existem diversas funções, cada uma adequada a melhor representar

um determinado fenômeno. Uma descrição mais detalhada sobre este assunto

é apresentada no apêndice A.

Na tabela (4.1) são apresentas as variáveis randômicas, juntamente com

seus śımbolos, que podem ser utilizadas neste trabalho.

Distribuição Śımbolo
Normal N
Lognormal LN
Exponential Exp
Rayleigh Ray
Uniform U
Gamma Gam
Beta Bet
Tipo I Máximos / Gumbel GU
Tipo I Mı́nimos TImin
Tipo II Máximos TIImax
Tipo III Mı́nimos / Weibull WB

Tabela 4.1: Distribuições de probabilidades.

4.1.2
Correlação Entre Variáveis Aleatórias

As variáveis são ditas dependentes ou correlacionadas quando têm suas

caracteŕısticas alteradas com a presença de outra variável. A correlação esta-

belece uma dependência estat́ıstica entre as variáveis. Cada par de variáveis

aleatórias, (Xi,Xj), tem um coeficiente de correlação ρij, onde: −1 ≤ ρij ≤ 1.

O caso especial de ρ = 0 indica nenhuma correlação, enquanto que ρij = ±1

indica uma perfeita correlação linear e também uma dependência entre as
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variáveis. Os coeficientes de correlação são armazenadas numa matriz simétrica

designada matriz de correlação R = [ρij].

4.1.3
Função Conjunta de Probabilidades

Em alguns métodos de análise de confiabilidade, entre eles o método

FORM, uma das etapas principais é a busca pelo ponto de projeto. Isto será

descrito na seção (4.3.2). Esta busca é feita no espaço normal padrão não

correlacionado, desta maneira é necessário se transformar o vetor original de

variáveis randômicas para este espaço. A escolha da função de probabilidade

conjunta e a transformação para o espaço normal padrão serão apresenta-

das nesta seção. Tal problema é discutido em detalhes em Liu & Der Kiu-

reghian [44]. Os autores propuseram dois modelos:

– Modelo de Morgenstern: limitado a pequenas correlações (|ρij < 0.3|) e

dif́ıcil de se tratar um grande número de variáveis aleatórias;

– Modelo de Nataf : é definido de maneira conveniente para qualquer

número de varáveis aleatórias.

Devido a essas caracteŕısticas somente o modelo de Nataf será utilizado.

A partir da PDF marginal de zi, o seguinte vetor z é definido:

Φ(zi) = Fi(xi) ⇒ zi = Φ−1[Fi(xi)] (4-1)

onde Φ(x) é a função cumulativa de probabilidade padrão (Gaussiana).

Sendo z um vetor normal padrão com uma matriz de correlação Ro, sua

PDF conjunta é dado por:

fZ(z) = ϕn(z,Ro) ≡ 1

(2π)n/2√detRo

exp

(
−1

2
zTR−1

o z

)
(4-2)

Usando transformação inversa (4-1), a PDF conjunta se reduz a:

fX(x) = f1(x1) . . . fn(xn)
ϕn(z,Ro)

ϕ(z1) . . . ϕ(zn)
(4-3)

Para completar a definição, deve-se obter a matriz de correlação Ro

através da expressão abaixo:

ρij =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(
xi − µi

σi

)(
xj − µj

σj

)
ϕ2(zi, zj, ρo,ij)dzidzj (4-4)

onde ϕ2 é a função densidade de probabilidades bidimensional padrão:

ϕ2 (zi, zj, ρ) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

[
−1

2

(
z2

i − 2ρzizj + z2
j

1− ρ2

)]
(4-5)
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Relações aproximadas para ρo,ij(ρij) para um grande número de tipos de

PDF são dadas em Der Kiureghian & Liu [39], Liu & Der Kiureghian [44] e

Melchers [49].

Assumindo-se que o vetor de variáveis aleatórias x tem uma PDF obtida

através do modelo de Nataf, o vetor z dado por (4-1) é Gaussiano com média

zero e matriz de correlação Ro = LoL
T
o . A transformação probabiĺıstica para

o espaço normal padrão pode ser escrita como:

u(x) = L−1
o z

= L−1
o




Φ−1[F1(x1)]

Φ−1[F2(x2)]
...

Φ−1[Fn(xn)]




(4-6)

onde Lo é a parte triangular inferior da decomposição de Cholesky da matriz

de correlação Ro . O Jacobiano da transformação (4-6) é apresentado abaixo:

Ju,x = L−1
o diag

[
f(xi)

ϕ(zi)

]
(4-7)

4.2
Função de Performance

A função de performance do sistema em estudo também é conhecida

como função de estado limite, função de falha ou margem de segurança e é

comumente denominada g(x), onde x é um vetor que inclui todas as variáveis

aleatórias consideradas na análise [70].

Para a avaliação da segurança de uma estrutura, o interesse recai jus-

tamente na possibilidade de acontecerem falhas, ou seja, na probabilidade da

função de falha assumir valores pertencentes ao domı́nio de falha [70]. O valor

numérico da função de performance distingue o domı́nio de falha do domı́nio

de segurança:

– g(x) > 0 : seguro

– g(x) = 0 : domı́nio limite (superf́ıcie de falha)

– g(x) ≤ 0 : falha

No contexto de confiabilidade, não necessariamente a função de falha

significa a ruptura da estrutura mas sim que certos limites foram alcançados

ou excedidos. Alguns exemplos de função de falha podem ser apresentados:

– g(x) = qa − q(x), a falha ocorre quando o deslocamento q em um

determinado ponto excede o valor admisśıvel qa.
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– g(x) = λ(x) − λa, a falha ocorre quando a carga cŕıtica λ for inferior a

λa (lembrando que λa = 1.0 corresponde à carga total aplicada).

No espaço normal padrão não correlacionado a função de performance é

denotada por G (u), desta forma pode-se escrever:

G (u (x)) = g (x) ⇔ g (x (u)) = G (u) (4-8)

4.3
Métodos de Análise de Confiabilidade

Sabendo-se que fx(x) representa a função densidade de probabilidades

conjunta de todas as variáveis randômicas x envolvidas na análise, a probabi-

lidade de falha pode ser escrita como:

Pf (x) =

∫

g(x)≤0

fx(x)dx (4-9)

A avaliação da expressão (4-9) não é muito simples, uma vez que ela

envolve a avaliação de uma integral n-dimensional num domı́nio complexo

(g(x) ≤ 0), onde n é o número de variáveis aleatórias pertencentes a x. Mesmo

com o desenvolvimento de técnicas modernas de integração numérica e com

computadores cada vez mais eficientes, na prática a avaliação da equação (4-9),

por integração, tem se restringido a problemas com 5 a 6 variáveis aleatórias no

máximo [70]. Devido a isto outros métodos para avaliar a probabilidade de falha

foram desenvolvidos, como será visto mais adiante. Dentre os métodos estão

inclúıdos os de primeira e segunda ordem, FORM e SORM respectivamente.

4.3.1
Método Valor Médio (MV)

Uma maneira conveniente de se representar a confiabilidade é através do

ı́ndice de confiabilidade, β, que pode ser definido como −Φ−1(Pf (x)), onde Φ

é a função cumulativa normal. Uma das primeiras técnicas para se avaliar

a confiabilidade foi o método de primeira ordem valor médio de segundo

momento (MVFOSM, do inglês Mean Value First Order Second Moment).

Este método baseia-se simplesmente na média e no desvio padrão das variáveis

aleatórias e também no coeficiente de correlação entre elas (não considera o

tipo de distribuição das variáveis).

O ı́ndice de confiabilidade, assumindo-se que g(x) é normalmente dis-

tribúıda e aproximada por Taylor de primeira ordem, é estimado da seguinte

maneira:

β =
µg

σg

=
E [g (x)]√
Var [g (x)]

(4-10)
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onde E(g(x)) e Var(g(x)) são, respectivamente, o valor esperado e a variância

de g(x) que podem ser aproximados como segue:

E [g] = µg ≈ g (µ) (4-11)

Var [g] = σ2
g ≈ ∇gΣ∇gT (4-12)

onde Σ é a matriz de covariância das variáveis randômicas x.

A probabilidade de falha é então aproximada como sendo Pf = Φ(−β).

A avaliação da Pf é exata apenas para uma função linear de variáveis normais.

Este método apresenta certas inconsistências. Uma delas é que para uma

determinado problema que pode ter sua função de falha representada por

duas funções de estado limite diferentes, porém equivalentes, os ı́ndices de

confiabilidade obtidos para ambas podem ser diferentes [70], por exemplo

g(x) = X1−X2 e g(x) = ln(X1/X2). Este problema motivou o desenvolvimento

de métodos que sejam invariantes, tais quais o FORM que é baseado na busca

pelo ponto mais provável de falha.

4.3.2
Métodos Baseados no Ponto de Projeto

Alguns métodos de confiabilidade determinam um ponto de projeto

(MPP), ou ponto mais provável de falha e fazem a integração em torno desse

ponto. A busca pelo MPP é feita no espaço normal padrão não correlacionado

de maneira a simplificar a integração. Desta forma é necessário se transformar

o vetor de variáveis originais em um vetor de variáveis não correlacionadas.

Qualquer conjunto de variáveis randômicas, x, pode ser transformado para u

através dos procedimentos apresentados na seção (4.1.3).

Da relação (4-8) pode-se reescrever a probabilidade de falha como:

Pf =

∫

G(u)≤0

ϕ(u)du (4-13)

onde ϕ(u) é a PDF normal padrão de u, definida como:

ϕ(u) =
1

(2π)n/2
exp

(
−1

2
‖u‖2

)
(4-14)

Uma caracteŕıstica importante desta PDF é o seu decaimento exponen-

cialmente com o quadrado da norma ‖u‖. Desta forma os pontos mais signifi-

cantes que contribuem na integral (4-13) são os mais próximos da origem do

espaço normal padrão.

Após a determinação do MPP, a probabilidade de falha pode ser apro-

ximada pelo método FORM, que é baseado numa linearização da função de
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estado limite no MPP no espaço u. Esta linearização se faz através de um

hiperplano tangente à superf́ıcie de falha no MPP dado pela seguinte equação:

h(u) = −αTu + β = 0 (4-15)

onde o vetor α é definido como:

α = − ∇G

‖∇G‖ (4-16)

onde ∇G =
[

∂G
∂u1

. . . ∂G
∂un

]
, e o ı́ndice de confiabilidade (β) é obtido da seguinte

forma:

β = sign [G(0)] ‖u∗‖ (4-17)

Desta forma a probabilidade é então aproximada no método FORM:

Pf ≈ Pf1 = Φ(−β) (4-18)

No método SORM a função de estado limite é tratada como uma

hipersuperf́ıcie de segundo grau. Além do ı́ndice de confiabilidade necessita-

se das curvaturas da função de estado limite. Existem várias aproximações

quadráticas dispońıveis para representar a forma da hipersuperf́ıcie, porém,

a mais simples delas é a forma assintótica proposta por Breitung, citado por

Sagrilo [70], onde o cálculo da probabilidade de falha é feito da seguinte forma:

Pf ≈ Pf2 = Φ(−β)
n−1∏

l=1

(1− βκl)
−1/2 (4-19)

onde κl são as curvaturas da função de estado limite e n o número de variáveis

randômicas na análise.

O MPP, u∗, se encontra sob a superf́ıcie de falha G(u) = 0 na posição

mais próxima da origem do espaço u e pode ser formulado como um problema

de otimização restrita da seguinte forma:

minimizar ‖u‖
sujeito a G(u) = 0

(4-20)

Métodos para a solução do problema otimização (4-20) são apresentados

na seção (4.3.2) a seguir.

A figura (4.1) ilustra os conceitos apresentados para os métodos FORM

e SORM para duas variáveis randômicas X1 e X2.
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x2

x1

fX(x) = cte.

g(x) = 0

g(x) < 0

g(x) > 0

u2

u1

u
*
- MPP

G(u) = 0

G(u) < 0G(u) > 0

espaço original - x espaço normal padrão - u

u = T(x)

FORM

SORM

Figura 4.1: Representação gráfica dos métodos FORM e SORM.

Determinação do Ponto de Projeto

Conforme visto anteriormente, os métodos (FORM/SORM) requerem a

determinação do ponto de projeto, que foi definido como o ponto sob a superf́ıcie

de falha mais próximo da origem, no espaço normal padrão.

Na literatura técnica de otimização, p. ex., Bazaraa et al. [7], é comum

se desenvolver algoritmos para problemas de otimização com restrições de

desigualdade. O que difere do problema (4-20), onde a restrição é de igualdade.

Por esta razão alguns dos algoritmos utilizados neste trabalho resolvem o

problema equivalente a seguir:

minimizar ‖u‖
sujeito a G(u) ≤ 0

(4-21)

Quando a origem no espaço normal padrão está no domı́nio seguro, então

os problemas (4-20) e (4-21) resultam em soluções equivalentes. Entretanto,

quando a origem é no domı́nio de falha, isto é, quando G(‖u‖ = 0) < 0), então

a solução do problema (4-21) é a origem e não o verdadeiro ponto de projeto

do problema (4-20). Conseqüentemente, uma atenção maior deve ser tomada

quando se resolver o problema (4-21).

No apêndice (B) os algoritmos de programação matemática utilizados

na solução dos problemas (4-20) e (4-21) são apresentados, entre eles o tradi-

cional HLRF (Hasofer–Lind–Rackwitz–Fiessler). Este método, originalmente

proposto por Hasofer & Lind [30] para análise de confiabilidade de segundo-

momento e depois estendido por Rackwitz & Fiessler [64] para incluir in-

formação de distribuição, é atualmente o método mais usado para resolver

o problema de otimização em confiabilidade estrutural.
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4.3.3
Amostragem por Importância

Além dos métodos apresentados nas seções anteriores, a probabilidade

de falha também pode ser obtida usando-se métodos de simulação, tais quais

o método de Monte Carlo (MCS, do inglês Monte Carlo Simulation) e o de

amostragem por pontos de importância (IS, do inglês Importance Sampling).

Nestes métodos a idéia básica é se repetir diversas vezes um determinado

fenômeno e observar os eventos de interesse que possam ocorrer. O grande

inconveniente destes métodos é o elevado número de realizações necessárias

para se obter a probabilidade de falha. Quando a simulação implica em uma

resposta estrutural via elementos finitos este procedimento pode ser tornar

computacionalmente caro. Isto inibe o uso destes métodos na maior parte dos

problemas de confiabilidade estrutural, principalmente no caso de otimização

baseada em confiabilidade onde as rotinas de avaliação da confiabilidade

são chamadas exaustivamente. Apesar disto, estes métodos são largamente

utilizados para aferir outros métodos.

Introduzindo-se a função indicadora I(u) tal que I(u) = 1 se g(x) ≤ 0

e I(u) = 0 nos outros casos, pode-se reescrever a equação (4-9) da seguinte

forma:

Pf =

∫

Ωu

I(u)ϕ(u)du =

∫

Ωu

(
I(u)

ϕ(u)

f(u)

)
f(u)du (4-22)

onde Ωu denota todo o espaço normal padrão, ϕ(u) é a PDF conjunta normal

padrão e f(u) é a PDF conjunta. Observa-se em (4-22) que a última integral

é o valor esperado da variável randômica I(u)ϕ(u)
f(u)

relativo a distribuição

f(u). O valor esperado pode ser obtido através da geração de realizações

estatisticamente independentes da variável I(u)ϕ(u)
f(u)

obtidas a partir de f(u). A

média destas realização é uma aproximação para a probabilidade de falha. No

método de MCS ϕ(u) é idêntica a f(u), desta forma a distribuição é centrada

na média. Uma vez que a falha tende a ocorrer nas regiões de extremidade da

distribuição probabiĺıstica, isto implica que um grande número de amostras

são necessárias para se obter boas estimativas da probabilidade de falha. Na

análise via IS o centro da distribuição é deslocado para um ponto selecionado

pelo usuário. A figura (4.2) ilustra os conceitos apresentados para os métodos

MCS e IS para duas variáveis randômicas X1 e X2.

O processo de solução da equação (4-22) se inicia com a geração de

um vetor ũ de variáveis randômicas normais de média zero e desvio padrão

unitário. Este vetor é então transformado de acordo com a relação u =
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Caṕıtulo 4. Análise de Confiabilidade Estrutural 71

x2

x1

fX(x) = cte.

g(x) = 0

g(x) < 0

g(x) > 0

+
+

+
+

+

++

+ +

+
++

+

++

+ +

+

++

+ +

+
++

+ +

+

++

+

+
+

++

+ +

+

+

++

++

+ +

+
++

+

++

+ +

+

+++

+

+

++

+ +

+

+
+

+
+

+
+

+

+
+

+

+
+

+

++

+ +

+
++

+

+

+
+

+

+++

+ +

+

++
+

+

+

++

+
+

+

++

+ +

+

+
+

+
++

+ +

+
++

+

+

+
+ ++

+ ++ +

+
++

+ +

+

+

+

++

+

++

++

+

+
+

+
+

+

++

+ +

+
++

+

++

+ +

+

++
+
+

+
++

+ +

+

++

+

+
+

++

+
+

+

+

++

+

+
++

++

+ +

+

+

++ +
++

+ +

+

++

+

++
++

+

+ +

++

+ +

+
+ +

+

+

+

+

+++

+ +

+

++
+

+

+

+

++

+

+

++

+ +

+
+
++

+ +

+
++

+

+

+
+ ++

+ ++ +

+
+

++

+

+
++

++

++

+

+

++

+ +

+
++

+

++

+ +

+

++

+ +

+ +

+

++

+

+

+

++

+

+
++

+++
+

++

+ +

+

+
+

+

+

++

+ +

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

+ +
+

+++

+

+ +++
+

++

++

+
+

+

+

++

+

++

+

+

+

+

++

+

+
+

+

+

+

+

+

+

u2

u1

G(u) = 0

G(u) < 0
G(u) > 0

+

++

+ +

+
++

+

+ +

++

+ +
++

+ +

+

+

+

++
+++

+ +

+
+++
+ +

++++

+ +

+

++

+
+
+

+++

+

+

+++

+

++

+ +

+
+

+

+ +
+

+

+ ++ +
++

+ +

+

+

+

+
++
++
+
++

+ +
+
+
+

+

+

+

+

+
+ +

+++

+ +
+
++
+

+

+

+
++
+
+

+
++

+
+
+

+
++ ++
++

+
+
+

+
+

+ +
+

+
+

++
+
++

+

+
+
+
+

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

++

+

+++ +

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

Monte Carlo
Amostragem por

pontos de Importância

Figura 4.2: Representação gráfica dos métodos MCS e IS.

ucentro + Lũ, onde ucentro é o centro das distribuição e L é a decomposição

da matriz de covariância Σ ambos fornecidos pelo usuário. Para se tomar

vantagem dos resultados obtidos pelo FORM, previamente calculados, o centro

da distribuição é usualmente adotado como sendo o MPP, ucentro = u∗G(u)=0.

A matriz de covariância é geralmente definida como a identidade.

Com a definição de u obtém-se x através da transformação probabiĺıstica.

Avalia-se então a função indicadora com base nos valores de g(x). A variável

h(u), definida aqui como I(u)ϕ(u)
f(u)

é então avaliada a partir das seguintes

expressões:

f(u) =
1

(2π)n/2
√

det Σ
exp

[
−1

2
(u− ucentro)

T Σ−1(u− ucentro)

]
(4-23)

ϕ(u) =
1

(2π)n/2
exp

[
−1

2
uTu

]
(4-24)

A probabilidade de falha é estimada como:

Pf ≈ Pf,sim = h̄ =
1

N

N∑
i=1

h(ui) (4-25)

A variância de Pf,sim é obtida através da expressão a seguir:

Var [Pf,sim] =
N∑

i=1

1

N2
Var [hi] =

1

N
Var [h] (4-26)

onde Var [h] é calculada pela seguinte expressão:

Var [h] ≈ 1

N − 1




N∑
i=1

h2
i −

(
1

N

N∑
i=1

hi

)2

 (4-27)

Finalmente substituindo (4-27) em (4-26) resulta:
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Var [Pf,sim] ≈ 1

N(N − 1)




N∑
i=1

h2
i −

(
1

N

N∑
i=1

hi

)2

 (4-28)

O coeficiente de variação da estimativa da probabilidade de falha é

calculado através da seguinte expressão:

c.o.v. [Pf,sim] =

√
Var [Pf,sim]

Pf,sim

(4-29)

Durante as simulações monitora-se o valor do coeficiente de variação,

equação (4-29), e interrompe-se o processo caso o valor atenda a exigência do

usuário ou o número máximo de simulações seja atingido.

4.4
Análise de Sensibilidade

Para se conhecer qual parâmetro do problema é o mais importante e

o grau que o mesmo controla o projeto é necessário se estudar a influência

de sua variação sobre o sistema, que pode ser realizada através de uma

análise de sensibilidade [73, 31, 69]. No caṕıtulo (3) estudou-se a avaliação da

sensibilidade da resposta estrutural. Este estudo é puramente determińıstico

e traduz o comportamento mecânico do sistema. Nesta seção estuda-se a

variação do ı́ndice de confiabilidade em relação as variáveis envolvidas no

problema, caracterizando um estudo estat́ıstico [73]. No presente trabalho,

as sensibilidades da confiabilidade são calculadas apenas para os métodos

baseados na busca pelo MPP.

Um dos resultados obtidos nos métodos baseados na busca pelo MPP é

o vetor dos cossenos diretores, desta forma:

∂β

∂ui

∣∣∣∣
u=u∗

= αi i = 1, . . . , n. (4-30)

que mede a variação do ı́ndice de confiabilidade com relação as variáveis

aleatórias normais padrão (espaço reduzido). Quando as variáveis aleatórias

são correlacionadas ou possuem distribuição diferente da normal, as trans-

formações do espaço reduzido para o espaço f́ısico pode amplificar (ou reduzir)

a influência de certas variáveis. Desta forma, tem-se a seguinte expressão

∂β

∂xi

∣∣∣∣
x=x∗

=
n∑

j=1

αj
∂uj

∂xi

∣∣∣∣∣
x=x∗

=
n∑

j=1

αjJji

∣∣∣∣∣
x=x∗

i = 1, . . . , n. (4-31)

onde Jji é o jacobiano da transformação u = T (x). A derivada de β em relação

aos parâmetros da distribuição θ é então definida como
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∂β

∂θi

=
n∑

j=1

αj
∂Tj(x, θ)

∂θi

∣∣∣∣∣
x=x∗

i = 1, . . . ,mθ. (4-32)

e para os parâmetros determińısticos η tem-se

∂β

∂ηi

=
1

‖∇uG(u,η)‖
∂G(u,η)

∂η

∣∣∣∣
x=x∗

i = 1, . . . , mη. (4-33)

desta forma a sensibilidade da probabilidade de falha fica definida como:

∂Pf

∂pi

= −ϕ(−β)
∂β

∂pi

i = 1, . . . , mθ + mη. (4-34)

onde p = {θ,η}. A transformação probabiĺıstica T , onde u = T (x(θ)) se dá

em duas etapas

z(θ) = Φ−1 [F (x(θ))] ⇒ u = L−1
o (θ)z(θ) (4-35)

e a sua sensibilidade é avaliada da seguinte forma:

du

dθ
=

dL−1
o (θ)

dθ
z(θ) + L−1

o (θ)
dz(θ)

dθ
(4-36)

onde a avaliação da derivada dL−1
o (θ)
dθ

é obtida numericamente, já a parcela dz(θ)
dθ

,

quando a relação entre z e x é expĺıcita (como por exemplo para variáveis

normais Z = (X−µX)
σX

) é obtida diretamente da relação, caso contrário ela é

também avaliada numericamente.

4.5
Exemplos de Análise de Confiabilidade

Nesta seção são apresentadas as soluções de alguns problemas de confiabi-

lidade encontrados freqüentemente na literatura. Pretende-se, assim, verificar

a eficiência da formulação aqui apresentada.

4.5.1
Coluna com 45 barras

A análise de confiabilidade da coluna bidimensional mostrada na fi-

gura (4.3) é aqui apresentada. A estrutura está sujeita a dois carregamentos,

o primeiro, P1 aplicado horizontalmente no meio da coluna e o segundo, P2,

aplicado verticalmente no topo.

O modelo é composto por 20 nós e 45 elementos de treliça, duas seções

transversais, A1 = 159 mm2 e A2 = 93, 8 mm2, e dois materiais, E1 e E2,

conforme apresentados na tabela (4.2).

As variáveis aleatórias do problema são os módulos de elasticidade E1 e

E2, as cargas nodais P1 e P2 e por fim, as coordenadas nodais, num total de
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Figura 4.3: Coluna com 45 barras.

Barra Área Módulo de Elasticidade
Horizontal A2 E2

Vertical A1 E1

Inclinadas que não chegam no apoio A2 E2

Inclinadas que chegam no apoio A1 E1

Tabela 4.2: Coluna com 45 barras - Seções transversais e materiais das barras.

22 variáveis randômicas. As variáveis E1 e E2 são correlacionadas pelo valor

de ρE1E2 = 0.30. A tabela (4.3) contém a descrição estat́ıstica das variáveis do

modelo.

O critério de falha escolhido foi o deslocamento horizontal do nó 10

de maneira a se investigar a instabilidade da coluna. A função de falha é

representada pela função abaixo:

g(q10
1 (x)) = 300.0− q10

1 (x) (4-37)

onde 300.0 (mm) é o deslocamento máximo permitido, q10
1 (x) é o deslocamento

na direção horizontal do nó 10.

Tomando como ponto inicial a média, o algoritmo HLRF clássico falha

na convergência uma vez que ele gera estruturas instáveis na busca pelo ponto

de falha. A figura (4.4) mostra o comportamento do deslocamento horizontal

do nó 10 em função do incremento de carga para o ponto médio e para o

ponto de falha. Este comportamento é t́ıpico de colunas, neste caso a carga P1
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Variável Dist. µ/σ Unidade
Módulo de Elasticidade (E1) LN 30000/2400 N/mm2

Módulo de Elasticidade (E2) LN 30000/2400 N/mm2

Carga nodal (P1) LN 20/2 N
Carga nodal (P2) LN 1500/150 N

Coordenada nodal (Xi, i = 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19) N 600/12 mm
Coordenada nodal (Xi, i = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18) N −600/12 mm

Tabela 4.3: Variáveis aleatórias do problema da coluna com 45 barras.

elimina a bifurcação no caminho de equiĺıbrio, apesar disto o comportamento

se assemelha a de uma coluna perfeita. Deve-se destacar aqui a necessidade de

grandes deslocamentos para que haja um pequeno aumento na carga suportada

pela coluna. Nestes tipos de estruturas a carga cŕıtica linear fornece bons

resultados uma vez que os deslocamentos pré-cŕıticos são muito pequenos.
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Figura 4.4: Coluna com 45 barras - curvas de equiĺıbrio.

Este modelo foi estudado por Liu & Kiureghian [45, 46] e Holm [36] e seus

resultados são aqui comparados na tabela (4.4). Os resultados apresentados

em Liu & Kiureghian [45, 46] concordam perfeitamente com os do presente

trabalho, sendo que a maior diferença nas variáveis foi menor que 0.2%. Já

em relação ao trabalho de Holm [36] a maior discrepância foi de 0.9%. Foram

necessárias 13 chamadas a função de falha e 8 chamadas ao seu gradiente

durante as 8 iterações. A probabilidade de falha da estrutura obtida foi de

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB
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5.547 × 10−5, ou seja, β = 3.8653. Analisando a estrutura através do método

de Monte Carlo por amostragem de importância (IS), considerando um c.o.v.

desejado de 0.05 e uma região de amostragem de 1 unidade de desvio padrão,

obteve-se um β = 3.8455, sendo necessário para isso um total de 1788 chamadas

a função objetivo. Tomando o IS como referência o erro do método FORM é

de apenas 0.5%.

Variáveis Holm [36] Liu et al. [45] Presente trabalho
ARSM FORM/HLRF mod. FORM/HLRF mod.

E1 24508 24750 24725.8
E2 27870 27740 27737.5
P1 20.41 20.32 20.33
P2 2002 2005 2008.8
β - - 3.865
Pf - - 5.5467× 10−5

NAF 25− 30 26 21
βIS - - 3.8455
Pf

IS - - 6.0149× 10−5

Tabela 4.4: Coluna com 45 barras - Resultados com 22 variáveis para a função
de falha associada ao deslocamento.

Este problema também foi estudado por Sagrilo [69] e Barbosa [5] onde

as coordenadas nodais foram consideradas como determińısticas. No trabalho

de Sagrilo [69] foram utilizados os métodos FORM e SORM com os gradientes

avaliados através de diferenças finitas. Estes resultados são apresentados na

tabela (4.5).

Sagrilo [69] Presente trabalho
E1 24771. 24625.7
E2 27758. 27699.6
P1 20.323 20.335
P2 2012.90 2021.06
βFORM 3.827 3.905
Pf

FORM 6.47× 10−5 4.7055× 10−5

βIS - 3.9023
Pf

IS - 4.7648× 10−5

Iterações 5 8
NAF 45 21

Tabela 4.5: Coluna com 45 barras - Resultados com 4 variáveis para a função
de falha associada ao deslocamento.

Analisa-se agora a probabilidade de falha desta estrutura com relação a

carga cŕıtica linearizada. A função de falha é representada pela função abaixo:

g(λlin(x)) = λlin(x)− 1.0 (4-38)

Foram necessárias 6 chamadas a função de falha e 5 chamadas ao seu

gradiente durante as 4 iterações. A probabilidade de falha da estrutura é

de 8.801 × 10−6, ou seja, um β = 4.293. Analisando a estrutura através do
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Variáveis Ponto de projeto
22 variáveis 4 variáveis

E1 24381.9 24341.9
E2 27598.2 27581.3
P1 19.90 19.90
P2 2099.22 2104.9
βFORM 4.293 4.310
Pf

FORM 8.801× 10−6 8.1511× 10−6

βIS 4.2887 4.3183
Pf

IS 8.9859× 10−6 7.8622× 10−6

Tabela 4.6: Coluna com 45 barras - Resultados para a função de falha associada
à carga cŕıtica linearizada.

método de Monte Carlo por amostragem de importância, considerando um

c.o.v. desejada de 0.05 e uma região de amostragem de 1 unidade de desvio

padrão, obteve-se um β = 4.2887, sendo necessário para isso um total de 2005

chamadas a função objetivo. Tomando o IS como referência o erro do método

FORM é de apenas 0.1%.
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5
Otimização Considerando Incertezas

A otimização considerando incertezas pode ser feita objetivando-se dimi-

nuir a variabilidade de um certo parâmetro, chamada de projeto robusto, ou

garantindo-se a confiabilidade do projeto, chamada de otimização baseada em

confiabilidade (RBDO).

No projeto robusto obtém-se uma estrutura menos senśıvel a variações

do sistema. A medida de variabilidade se dá, por exemplo, através do desvio

padrão da função de performance e pode ser usada tanto na função objetivo

quanto na restrições do problema de otimização.

Otimização baseada em confiabilidade é o foco deste trabalho e será apre-

sentada neste caṕıtulo. RBDO é primeiramente um processo de otimização,

onde o objetivo é se otimizar uma função satisfazendo restrições de confiabi-

lidade. As restrições de confiabilidade são restrições sobre a probabilidade de

falha do sistema ou de apenas uma simples função. A probabilidade de falha

é geralmente avaliada se realizando uma análise de confiabilidade, conforme o

caṕıtulo 4.

5.1
Otimização Determińıstica

Um problema de otimização determińıstica pode ser formulado da se-

guinte maneira:

minimizar f(h,p)

sujeito a ci(h,p) = 0 i = 1...nre

ci(h,p) ≤ 0 i = nre + 1...nr

hl ≤ h ≤ hu i = 1...nvar

(5-1)

onde h são as variáveis de projeto e p são parâmetros fixos em relação ao

problema de otimização. ci é a i-ésima restrição do modelo (como por exemplo:

tensões, deslocamentos, carga cŕıtica, etc). hl e hu são os limites inferiores e

superiores das variáveis de projeto, respectivamente. Através da definição da

função de performance, seção (4.2), pode-se escrever ci(h,p) = −g(h,p).

A otimização determińıstica não considera as incertezas nas variáveis

de projeto e nos parâmetros. Projetos ótimos baseados numa formulação
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determińıstica são geralmente associados com uma alta probabilidade de falha.

Isto é particularmente verdade se a restrição estiver ativa na solução do

problema.

5.2
Otimização Baseada em Confiabilidade

Nas últimas décadas diversos métodos foram propostos de maneira a

tratar as incertezas no processo de otimização. Basicamente pode-se dividir os

métodos em duas categorias: os de duplo laço e os seqüenciais.

5.3
Método de Duplo Laço para RBDO

A formulação mais simples e usual de RBDO é aquela dividida em dois

ńıveis, o primeiro ńıvel seria o do projeto ótimo, onde são consideradas as

variáveis de projeto e no segundo ńıvel o processo de análise de confiabilidade,

no qual se realiza a busca pelo MPP. Basicamente, neste método, as restrições

da formulação determińıstica são trocadas por restrições de probabilidade, ou

seja:

minimizar f(h,p)

sujeito a gR
i (x,η) ≥ 0 i = 1...nr

hl ≤ h ≤ hu i = 1...n

(5-2)

onde gR
i (x, η) são as restrições de confiabilidade que dependem das variáveis

randômicas x e dos parâmetros determińısticos η.

As restrições de confiabilidade gR(x,η) podem ser formuladas como:

gR
i (x, η) = Pti − Pf i(x, η), i = 1...nr (5-3)

onde Pf i(x, η) é a probabilidade de falha da restrição gi(x, η), e Pti é a

probabilidade de falha permitida. A avaliação de Pf i é feita de acordo com os

procedimentos descritos no caṕıtulo 4. Pode-se também escrever as restrições

da seguinte maneira:

gR
i (x,η) = βi(x,η)− βti , i = 1...nr (5-4)

onde βi é o ı́ndice de confiabilidade, definido no caṕıtulo 4 e βti = −Φ−1 (Pti).

Quando as restrições são definidas como em (5-3) e (5-4) chama-se esta for-

mulação do ı́ndice de confiabilidade (RIA, do inglês Reliability Index Appro-

ach).

Conforme observado no caṕıtulo 4, a análise de confiabilidade envolve

uma transformação probabiĺıstica, uma busca pelo MPP, e a avaliação de

uma CDF normal padrão. Em alguns casos esse processo não tem sucesso,
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Caṕıtulo 5. Otimização Considerando Incertezas 80

o algoritmo falha ao tentar achar a solução, especialmente quando a superf́ıcie

limite está muito longe da origem no espaço normal padrão ou quando o caso

especial de G(u,η) = 0 não exista [27].

De maneira a contornar este problema, Tu et al. [76] propuseram uma

outra formulação para resolver o problema de RBDO. Neste método, chamado

PMA (Performance Measure Approach), as restrições de confiabilidade são

formuladas de maneira inversa, ou seja:

gR
i (x,η) = gP

i (x,η) = Gi(u
∗
i β=βti

,η), i = 1...nr (5-5)

onde u∗i β=βti
é a solução do problema de confiabilidade inverso (IRA, do

inglês Inverse Reliability Analysis), formulado como o problema de otimização

abaixo:

minimizar Gi(u,η)

sujeito a ‖u‖ = βti

(5-6)

Resolver RBDO via PMA é geralmente mais eficiente e robusto do que

via RIA. Fato este devido a busca pelo MPP no IRA ser mais fácil [1, 27, 82].

As relações acima pode ser sumarizadas na tabela (5.1).

Formulação Problema de Otimização Análise de Confiabilidade

RIA
minimizar f(h,p)
sujeito a Pti − Pf i(x, η) ≥ 0
ou βi(x,η)− βti ≥ 0

minimizar ‖u‖
sujeito a Gi(u, η) = 0

PMA
minimizar f(h,p)
sujeito a gP

i (x, η) ≥ 0
minimizar Gi(u, η)
sujeito a ‖u‖ = βti

Tabela 5.1: RIA vs. PMA (Youn & Choi [82]).

Conforme descrito anteriormente, o processo RBDO é realizado em

dois diferentes espaços randômicos: o espaço original x e o espaço normal

padrão não correlacionado u. Durante o processo RBDO, a transformação

entre o espaço x e u é efetuada na avaliação da restrição probabiĺıstica. Esta

transformação, definida na seção 4.1.3, requer as funções de distribuição das

variáveis randômicas. A maior parte destas transformações, com exceção das

variáveis normais, é altamente não–linear [82]. A tabela (5.2) apresenta as

relações entre RIA e PMA do ponto de vista das não-linearidades que podem

ser encontradas.

Formulação Problema de Otimização Análise de Confiabilidade

RIA
β(x, η) = T−1(β(u,η)): Trans-
formação não linear inversa de
β(u, η)

G(u, η) = G(T (x), η) Trans-
formação não linear de g(x, η)

PMA g(x, η): Função de falha original ‖u‖ Função quadrática expĺıcita
em relação a u

Tabela 5.2: Não-linearidades das restrições probabiĺısticas (Youn & Choi [82]).
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Em RBDO, conforme discutido anteriormente, dois problemas de otimi-

zação são resolvidos. Em geral, a eficiência dos métodos de otimização depende

significativamente da complexidade das restrições envolvidas [82]. No problema

formulado via RIA, as restrições nos dois problemas de otimização podem se

tornar bastante não-lineares em função das transformações entres os espaços u

e x. Já para PMA as restrições nos dois problemas de otimização não envolvem

transformações não lineares. A função objetivo na avaliação da confiabilidade

envolve, entretanto, esta transformação na formulação PMA.

Em resumo, é esperado que o processo RBDO usando RIA com distri-

buições não normais seja ineficiente e instável em função das não-linearidades

envolvidas [82]. Além disso, segundo observado por Youn & Choi [82], PMA

é mais eficiente que RIA mesmo para problemas simples com distribuições

normais devido a formulação do problema de otimização para a análise de

confiabilidade via PMA.

5.4
Linearizações da função de estado limite

As linearizações foram propostas de maneira a se reduzir o custo compu-

tacional durante a busca pelo MPP. Elas podem ser empregadas nos métodos

RIA/PMA vistos anteriormente. Dentre as opções pode-se citar [14]:

1. expansão de Taylor de primeira ordem em torno da média das variáveis

no espaço x (comumente chamada de AMV, do inglês Advanced Mean

Value).

g(x,η) ≈ g(µx,η) +∇xg(µx,η)T (x− µx) (5-7)

2. idêntica a AMV exceto pela linearização que é feita em torno da média

das variáveis no espaço u, lembrando que µu = T (µx).

G(u,η) ≈ G(µu,η) +∇uG(µu,η)T (u− µu) (5-8)

3. uma linearização inicial em torno da média no espaço x, com relinea-

rizações sobre cada MPP estimado (x∗) até que o MPP convirja (conhe-

cida como método AMV+).

g(x, η) ≈ g(x∗,η) +∇xg(x∗,η)T (x− x∗) (5-9)

4. idêntica a AMV+, exceto pelas linearizações que são feitas no espaço u.

G(u,η) ≈ G(u∗,η) +∇uG(u∗,η)T (u− u∗) (5-10)
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Nos trabalhos de Eldred et al. [15] expansões de Taylor de segunda ordem

são apresentadas. A equação abaixo apresenta uma desta expansões (centrada

na média no espaço x):

g(x,η) ≈ g(µx,η) +∇xg(µx, η)T (x− µx) +
1

2
(x− µx)

T∇2
xg(µx,η)(x− µx)

(5-11)
Para se usar uma expansão de Taylor de segunda ordem a Hessiana da

função de falha (∇2
xg(µx,η) ou∇2

uG(µu, η)) precisa ser calculada. Geralmente

a obtenção destas matrizes não é uma tarefa trivial em problemas de engenha-

ria, então, as mesmas podem ser aproximadas através de diferenças finitas ou

ainda método Quasi–Newton, como por exemplo o BFGS (Broyden–Fletcher–

Goldfarb–Shanno). No presente trabalho as linearizações, quando utilizadas,

serão apenas as de primeira ordem.

5.5
Ponto Inicial nos Métodos de Busca pelo MPP

Os algoritmos de otimização responsáveis pela busca do MPP necessitam

de um valor inicial. A eficiência destes algoritmos está diretamente relacionada

a este valor, ou seja, quanto mais próximo da solução for o mesmo mais

rapidamente o algoritmo convergirá para a mesma. No método de duplo

laço, descrito na seção (5.3), se observa que a cada iteração do laço externo

se avaliam as restrições de confiabilidade. Na avaliação das restrições de

confiabilidade se resolve também um problema de otimização, seja ele da forma

como apresentado em (4-20) ou (5-6), ambos irão precisar de um valor inicial. A

fim de se melhorar a eficiência, pode-se utilizar como ponto de partida o MPP

calculado na iteração anterior do processo de otimização. Nas linearizações

AMV+, apresentadas na seção anterior, esta inicialização só é aplicada na

primeira iteração, nas subseqüentes o valor é o próprio MPP da iteração

anterior.

5.6
Análise de Sensibilidade em RBDO

As sensibilidades das restrições probabiĺısticas em relação as variáveis de

projeto são necessárias para a solução do problema RBDO por algoritmos de

PM de primeira ordem.

A sensibilidade da restrição probabiĺıstica formulada via PMA, apresen-

tada em (5-5), em relação as variáveis de projeto h é dada da seguinte forma:

dgR
i (h,p)

dh
=

dgP
i (h,p)

dh
=

dGi(u
∗
i ,η)

dh
(5-12)
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Caṕıtulo 5. Otimização Considerando Incertezas 83

onde u∗i = u∗i β=βti
. O vetor de variáveis de projeto h pode conter parâmetros

determińısticos η ou parâmetros da distribuição θ, desta forma uma distinção

se faz necessária na avaliação da sensibilidade em (5-12). Em relação as

parâmetros η tem-se que:

dGi(u
∗
i ,η)

dh
=

dGi(u
∗
i ,η)

dη
(5-13)

Para os parâmetros da distribuição θ pode-se obter a sensibilidade através da

regra de cadeia, ou seja:

dGi(u
∗
i ,η)

dh
=

dGi(u
∗
i ,η)

dθ

=
∂Gi(u

∗
i , η)

∂u

∂u∗i
∂θ

= ∇uGi(u
∗
i ,η)

∂T (x∗i , θ)

∂θ

(5-14)

onde a parcela ∇uGi(u
∗
i , η) já é conhecida nesta etapa, oriundo da busca pelo

MPP, e a segunda parcela,
∂T (x∗i ,θ)

∂θ
, é determinada de acordo com o apresentado

na seção (4.4).

Para a restrição formulada via RIA apresentada em (5-4) a seguinte

expressão é utilizada para se avaliar as suas sensibilidades:

dgR
i (h,p)

dh
=

dβi(h,p)

dh
=

1

‖∇uGi(u∗i , η)‖
dGi(u

∗
i ,η)

dh
(5-15)

onde u∗i = u∗i G(u)=0. Por fim, quando as restrições de confiabilidade são

apresentadas em função da probabilidade de falha, conforme (5-3), a seguinte

expressão é utilizada para se avaliar as suas sensibilidades:

dPf i(x,η)

dh
= −ϕ (−βi(h,p))

dβi(h,p)

dh
(5-16)

5.7
Exemplos

Nesta seção são apresentadas as soluções de alguns problemas de RBDO

encontrados freqüentemente na literatura. Pretende-se, assim, validar a for-

mulação aqui apresentada e verificar a eficiência dos algoritmos implementa-

dos. São consideradas apenas funções explicitas, desta forma as análises aqui

envolvidas fazem uso dos módulos de otimização e análise de confiabilidade. No

caṕıtulo (6), a seguir, os processos descritos neste caṕıtulo serão aplicados na

otimização de estruturas treliçadas, envolvendo, então, os módulos de análise

estrutural, apresentado no caṕıtulo (2), e análise de sensibilidade, descrito no

caṕıtulo (3).

Os algoritmos IP e SQP, descritos no apêndice (B), fazem uso de di-

versos parâmetros que influenciam o desempenho de cada algoritmo. Entre

os parâmetros numéricos do algoritmo de SQP estão a tolerância para con-
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vergência (tol1) e a tolerância para violação de restrições (tol2). O algoritmo

possui ainda dois parâmetros adicionais, bz e gz. Os parâmetros numéricos do

algoritmo de IP são a tolerância para convergência (tol), os coeficientes de

deflexão da direção de busca (ka e kf ) e o coeficiente para a atualização dos

multiplicadores de Lagrange (ke).

Os dois algoritmos utilizam os mesmos procedimentos para a atualização

da Hessiana da função Lagrangeana e para a busca linear. Os parâmetros de

controle destas etapas são o número de iterações para o reińıcio da matriz B

(nr), o valor inicial dos elementos desta matriz (b0), o coeficiente de decréscimo

da função objetivo (γ) e o valor base para a definição da seqüência de valores

do tamanho do passo (α).

Os valores usuais dos diversos parâmetros são mostrados na tabela (5.3).

Nos exemplos apresentados neste caṕıtulo, alguns destes parâmetros foram va-

riados de maneira a melhorar o desempenho dos algoritmos. Quando valores

diferentes dos contidos na tabela (5.3) forem utilizados, eles serão explicita-

mente indicados.

nr b0 γ α tol1 tol2 bz gz tol ka ke kf

10 1.0 0.1 1.0 10−6 10−6 10−4 102 10−4 0.7 1.0 1.0

Tabela 5.3: Valores usuais dos parâmetros dos algoritmos.

5.7.1
Coluna Retangular Curta

Este exemplo consiste na análise plástica de uma seção transversal de

uma coluna curta (com base b e altura h) tendo como variáveis aleatórias

propriedades do material e também o carregamento. O vetor de variáveis

randômicas fica definido como x = (P, M, Y ), com os parâmetros estocásticos

e as correlações definidos na tabela (5.4).

Variável Dist. µ/σ ρP ρM ρY

Força Axial (P ) N 500/100 1 0.5 0
Momento (M) N 2000/400 0.5 1 0

Tensão de Escoamento (Y ) LN 5/0.5 0 0 1

Tabela 5.4: Variáveis aleatórias do problema coluna retangular curta.

A função de estado limite em termos do vetor de variáveis randômicas,

x = (P, M, Y ), e dos parâmetros, η = (b, h) (neste caso idêntico ao vetor de

variáveis de projeto h), é definida como:

g(x, η) = 1− 4M

bh2Y
− P 2

b2h2Y 2
(5-17)
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O objetivo do problema é de se determinar a altura h e a largura b da

seção transversal a fim de se minimizar o volume da estrutura satisfazendo as

restrições. O problema de otimização determińıstica (DDO), eq. (5-1), fica da

seguinte forma:

minimizar f(h) = bh

sujeito a g(x,η) ≥ 0

5.0 ≤ b ≤ 15.0

15.0 ≤ h ≤ 25.0

(5-18)

Considerando-se agora as incertezas apresentadas e fixando-se o valor de

Pt = 0.00621 (ou βt = 2.5), o problema de RBDO, eq. (5-2), formulado como

RIA, fica da seguinte forma:

minimizar f(h) = bh

sujeito a β(x,η)− 2.5 ≥ 0

ou 0.00621− Pf (x,η) ≥ 0

5.0 ≤ b ≤ 15.0

15.0 ≤ h ≤ 25.0

(5-19)

Partindo do ponto inicial h0 = (b, h) = (10.0, 15.0) para as variáveis

de projeto e considerando os variáveis aleatórias como determińısticas ava-

liadas na média, o problema determińıstico (5-18) tem como solução h∗ =

(5.480, 25.000). Para o problema não-determińıstico (5-19), usando o mesmo

ponto inicial das variáveis de projeto do problema determińıstico e conside-

rando o ponto inicial para a avaliação da restrição de confiabilidade como

sendo a média (x0 = (P, M, Y ) = (500.0, 2000.0, 5.0)), a solução é a seguinte:

h∗ = (8.668, 25.000) Os resultados obtidos neste trabalho concordam com os

obtidos em Kuschel & Rackwitz [42], Agarwal [1] e Eldred et al. [14]. A ta-

bela (5.5) apresenta os resultados obtidos para as diferentes opções de lineari-

zações da função de falha.

Na tabela (5.6) são apresentados os números de avaliações de g/∇g

utilizando como ponto inicial para o cálculo da confiabilidade os valores obtidos

na iteração anterior do problema de otimização. Também são apresentadas as

avaliações tomando-se como ponto de partida das variáveis de projeto os valores

ótimos do problema DDO (h = (5.47981, 25.0)) e os obtidos após 5 iterações

do método RBDO-RIA-MV (h = (7.90759, 25.0)).

Nas referências consultadas, nem todas as informações relativas aos

critérios de convergência, do algoritmo utilizado, entre outras, foram apresen-

tadas. Desta forma a comparação do número de avaliações da função da falha

ou iterações não serve como medida de eficiência da implementação. Apesar

disto, na tabela (5.7) algum destes valores são apresentados.
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Formulação Avaliações de Base Altura Função
g/∇g b h objetivo f

DDO 11 / 8 5.47981 25.00000 136.99524

R
B

D
O

R
IA

MV 32 / 41 7.90759 25.00000 197.68983
AMV espaço x 42 / 21 7.89580 25.00000 197.39493
AMV espaço u 45 / 22 7.92688 25.00000 198.17206
AMV+ espaço x 68 / 63 8.66850 25.00000 216.71245
AMV+ espaço u 68 / 63 8.66850 25.00000 216.71245
sem aproxim. 84 / 71 8.66850 25.00000 216.71245

P
M

A

MV 34 / 47 7.90759 25.00000 197.68976
AMV espaço x 42 / 21 8.59029 25.00000 214.75724
AMV espaço u 42 / 21 8.61906 25.00000 215.47640
AMV+ espaço x 72 / 66 8.66850 25.00000 216.71244
AMV+ espaço u 84 / 78 8.66850 25.00000 216.71244
sem aproxim. 524 / 342 8.66850 25.00000 216.71244

Tabela 5.5: Coluna retangular curta - Resultados.

Formulação Avaliações de g/∇g
h0 = (10.0, 15.0) h0 = (5.480, 25.0) h0 = (8.001, 25.0)

R
B

D
O R

IA

AMV+ espaço x 51 / 46 40(51) / 36(44) 40(56) / 36(58)
AMV+ espaço u 53 / 48 40(51) / 36(44) 40(56) / 36(58)
sem aproxim. 41 / 35 37(48) / 30(38) 32(48) / 27(49)

P
M

A AMV+ espaço x 55 / 49 55( 66) / 49( 57) 36( 52) / 32(54)
AMV+ espaço u 56 / 50 56( 67) / 50( 58) 37( 53) / 33(55)
sem aproxim. 166 / 99 173(184) / 102(110) 121(137) / 75(97)

Obs.: Os valores entre parênteses são os valores totais,
incluindo os necessários para determinar o ponto inicial.

Tabela 5.6: Coluna retangular curta - Resultados para diferentes pontos de
partida.

5.7.2
Viga em Balanço

A viga em balanço apresentada na figura (5.1) é aqui estudada. O

objetivo é minimizar o volume, ou equivalentemente a área de seção transversal

(f = wt).

Duas funções de estado limite são consideradas. A primeira diz respeito

à tensão de escoamento no engaste da viga e pode se escrita da seguinte forma:

gS(x, η) = R− 600

wt2
Y +

600

w2t
X (5-20)

onde w e t são a base e a altura da seção transversal, respectivamente. Y , X

e R são variáveis aleatórias e suas descrições se encontram na tabela (5.8).

A segunda função de falha representa o deslocamento na extremidade

livre da viga, ou seja:

gD(x,η) = D0 − 4L3

Ewt

√(
Y

t2

)2

+

(
X

w2

)2

(5-21)
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Trabalho Avaliações de g/∇g
Kuschel & Rackwitz. [42]-DLM(RIA) 83/56
Agarwal [1]-DLM(PMA) 77/85
Agarwal [1]-Método desacoplado 31/31
Eldred et al. [14]-DLM(RIA/AMV+ espaço x) 72/−
Eldred et al. [14]-DLM(PMA/AMV+ espaço x) 105/−

Tabela 5.7: Coluna retangular curta - Comparação dos resultados.

L=100

Y

X
t

w
A

A

Corte A-A

Figura 5.1: Viga em balanço.

Variável Dist. µ/σ ρR ρE ρX ρY

Tensão de Escoamento (R) N 40000/2000 1 0 0 0
Módulo de Elasticidade (E) N 2.9× 107/1.45× 105 0 1 0 0

Carga Vertical (X) N 500/100 0 0 1 0
Carga Horizontal (Y ) N 1000/100 0 0 0 1

Tabela 5.8: Variáveis aleatórias do problema da viga em balanço.

As funções de falha são normalizadas da seguinte maneira:

g1(x,η) = 1− gS(x,η)

R
(5-22)

g2(x,η) = 1− gD(x, η)

D0

(5-23)

O vetor de variáveis randômicas fica definido como x = (R,E, X, Y ) e o

vetor dos parâmetros p = (L,D0), onde L = 100 e D0 = 2.2535. Por fim o vetor

de parâmetros η = (w, t, L, D0). O objetivo do problema é de se determinar

a base w e a altura t da seção transversal a fim de se minimizar o volume da

estrutura satisfazendo as restrições. O problema de otimização determińıstica,

eq. (5-1), fica da seguinte forma:

minimizar f(h,p) = wt

sujeito a g1(x,η) ≤ 0

g2(x,η) ≤ 0

1.0 ≤ w ≤ 4.0

1.0 ≤ t ≤ 4.0

(5-24)

No problema de RBDO valor de βt1 = βt2 = 3.0. Desta forma:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB
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minimizar f(h,p) = wt

sujeito a β1(x,η)− 3.0 ≥ 0

β2(x,η)− 3.0 ≥ 0

1.0 ≤ w ≤ 4.0

1.0 ≤ t ≤ 4.0

(5-25)

O problema é resolvido para o ponto inicial (2.5, 2.5), inviável, tanto

para o problema DDO quanto para o RBDO, ou seja, o valor da função

objetivo é aumentado (acrescentando-se a área) para se atender as restrições.

Os resultados obtidos neste trabalho concordam com os obtidos em Yang &

Gu [80] e Eldred et al. [14]. A tabela (5.9) apresenta os resultados obtidos para

as diferentes opções de linearizações da função de falha.

Formulação Avaliações de Base Altura Função
g∗/∇g∗ w t objetivo f

DDO 18 / 16 2.35203 3.32628 7.82352

R
B

D
O

R
IA

MV 320 / 390 2.41949 3.88176 9.39188
AMV espaço x 156 / 70 2.44621 3.83715 9.38649
AMV espaço u 156 / 70 2.44621 3.83715 9.38649
AMV+ espaço x 302 / 272 2.44839 3.88838 9.52025
AMV+ espaço u 302 / 272 2.44839 3.88838 9.52025
sem aproxim. 338 / 308 2.44839 3.88838 9.52025

P
M

A

MV 276 / 336 2.41949 3.88176 9.39187
AMV espaço x 96 / 48 2.45839 3.86569 9.50337
AMV espaço u 96 / 48 2.45839 3.86569 9.50337
AMV+ espaço x 176 / 162 2.44839 3.88838 9.52025
AMV+ espaço u 176 / 162 2.44839 3.88838 9.52025
sem aproxim. 996 / 752 2.44839 3.88838 9.52025

∗ – referente a soma das avaliações das funções de falha.

Tabela 5.9: Viga em balanço - Resultados.

Na tabela (5.10) são apresentados os números de avaliações de g/∇g

utilizando como ponto inicial para o cálculo da confiabilidade os valores obtidos

na iteração anterior do problema de otimização. Também são apresentadas

as avaliações tomando-se como ponto de partida das variáveis de projeto os

valores ótimos do problema DDO (h = (2.35203, 3.32628)) e os obtidos após 5

iterações do método RBDO-RIA-MV (h = (2.41861, 3.88149)).

Os resultados obtidos nas referências citadas são apresentados, na ta-

bela (5.11).

5.7.3
Coluna de Aço

O último exemplo a ser analisado envolve uma comparação entre custo e

confiabilidade para uma coluna de aço. O custo é definido como:

C = bd + 5h (5-26)
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Formulação Avaliações de g∗/∇g∗

h0 = (2.5, 2.5) h0 = (2.352, 3.326) h0 = (2.419, 3.881)
R

B
D

O R
IA

AMV+ espaço x 253 / 223 121(139) / 107(123) 73(99) / 65(103)
AMV+ espaço u 253 / 223 121(139) / 107(123) 73(99) / 65(103)
sem aproxim. 206 / 176 87(105) / 71( 87) 51(77) / 43(81)

P
M

A AMV+ espaço x 136 / 122 144(162) / 128(144) 72( 98) / 64(102)
AMV+ espaço u 136 / 122 144(162) / 128(144) 72( 98) / 64(102)
sem aproxim. 428 / 266 444(462) / 270(286) 191(217) / 132(170)

∗ – referente a soma das avaliações das funções de falha.
Obs.: Os valores entre parênteses são os valores totais,
incluindo os necessários para determinar o ponto inicial.

Tabela 5.10: Viga em balanço - Resultados para diferentes pontos de partida.

Trabalho Avaliações de g1 + g2 f
Yang & Gu [80]-DLM(RIA/sem aproxim.) 1584 9.527
Eldred et al. [14]-DLM(RIA/AMV+ espaço x) 279 9.529
Eldred et al. [14]-DLM(PMA/AMV+ espaço x) 207 9.520

Tabela 5.11: Viga em balanço - Comparação dos resultados.

onde b, d e h são as médias da largura da mesa, espessura da mesa e altura

do perfil, respectivamente. Desta forma o vetor de variáveis de projeto fica

definido como: h = (b, d, h). Nove variáveis aleatórias são usadas no problema

e seus parâmetros estat́ısticos são apresentados na tabela (5.12).

Variável Dist. µ/σ Unidade
Tensão de Escoamento (Fs) LN 400/35 MPa
Carga de peso próprio(P1) N 500000/50000 N

Carga Vertical (P2) GU 600000/90000 N
Carga Horizontal (P3) GU 600000/90000 N
Largura da Mesa (B) LN b/3 mm

Espessura da Mesa (D) LN d/2 mm
Altura do Perfil (H) LN h/5 mm

Deslocamento Inicial (F0) N 30/10 mm
Módulo de Elasticidade (E) WB 21000/4200 MPa

Tabela 5.12: Coluna de aço - Variáveis aleatórias.

A função de estado limite é a seguinte:

g(x,η) = Fs − P

(
1

As

+
F0

Ms

εb

εb − P
)

(5-27)

onde:

As = 2BD, (área da seção)

Ms = BDH, (módulo da seção)

Mi = 1
2
BDH2, (momento de inércia

εb =
π2EMi

s2
, (carga cŕıtica de Euler)

P = P1 + P2 + P3

e s = 7500 mm é o comprimento da coluna.
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Neste exemplo, diferentemente dos dois anteriores, as variáveis de projeto

são parâmetros da distribuição. O objetivo deste problema é maximizar a

confiabilidade satisfazendo a restrição de custo, ou seja:

maximizar β(x,η)

sujeito a C(h,p) ≤ Cmax

200.0 ≤ b ≤ 400.0

10.0 ≤ d ≤ 30.0

100.0 ≤ h ≤ 500.0

(5-28)

onde Cmax é o máximo custo admisśıvel.

Os métodos utilizados foram o SQP para o problema de otimização e

o HLRF para o cálculo da confiabilidade. O ponto inicial para o problema

de confiabilidade foi vetor das médias, e para o problema de otimização foi

(b, h, d) = (300.0, 20.0, 300.0), Foi utilizada uma tolerância de 10−6 no processo

de otimização e 10−4 no cálculo da confiabilidade.

Os resultados do problema de otimização para vários custos admisśıveis

são apresentados na tabela (5.13) e concordam com os apresentados em Kuschel

& Rackwitz. [42]. Para o valor de Cmax = 13000.00, marcado com um asterisco

na tabela (5.13), o algoritmo não conseguiu convergir devido a problemas

numéricos (overflow) nos cálculos das transformações probabiĺısticas.

Custo Máximo Variáveis ótimas Índice de
Cmax b d h confiabilidade β

4000.00 200.00 17.50 100.00 3.132
5000.00 200.00 22.50 100.00 4.961
6000.00 200.00 27.50 100.00 6.369
7000.00 216.67 30.00 100.00 7.427
8000.00 250.00 30.00 100.00 8.249
9000.00 283.33 30.00 100.00 8.967
10000.00 316.67 30.00 100.00 9.605
11000.00 350.00 30.00 100.00 10.180
12000.00 383.33 30.00 100.00 10.709
13000.00∗ 400.00 30.00 200.00 11.065

Tabela 5.13: Coluna de aço - resultados.

A relação entre o custo máximo e a confiabilidade é apresentada na

figura (5.2), onde é interessante destacar o comportamento não-linear da curva

apresentada.

Em Eldred & Bichon [16] e Eldred et. al [15] este exemplo é resolvido

para o valor de Cmax = 4000 através do método SORM e, seus resultados são

comparados na tabela (5.14).
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Figura 5.2: Coluna de aço - dependência de β sobre o custo máximo admisśıvel
da estrutura [42].

Formulação Avaliações de Função
RBDO f/∇f objetivo f
Eldred et. al [15] 90 / 78 3.132
RIA - β SORM
Presente trabalho 40 / 34 3.132
RIA - β sem aproxim.

Tabela 5.14: Coluna de aço - Comparação dos resultados.

5.8
Comentários Sobre os Exemplos

Nos exemplos anteriores pode-se aplicar várias técnicas aqui apresentadas

de maneira a se validar as implementações e testar a sua acurácia . As

formulações do método de duplo laço, RIA e PMA, e as linearizações MV,

AMV e AMV+ no espaço x e u podem ser combinadas para se obter a solução

do problema. Opções de algoritmos, entre eles o SQP, IP, HLRF e iHLRF,

também podem ser usadas como variantes neste processo.

Os três exemplos foram resolvidos com sucesso e várias aspectos puderam

ser observados. Os métodos MV e AMV são significantemente menos custosos

que os demais, mas conseqüentemente se tem uma redução na precisão se

comparando com os métodos AMV+. Os métodos AMV+, comparados com

a avaliação sem aproximação, obtiveram a mesma precisão, robustez e uma

diminuição no custo computacional. Em suma, as linearizações fornecem a

possibilidade de se variar o custo computacional e a precisão. A técnica de

se tomar como ponto inicial no cálculo da confiabilidade os últimos valores
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calculados se mostrou bastante eficaz na redução do custo computacional.

O método MV no segundo problema teve dificuldades para atingir a

precisão e ficou oscilando em torno do ótimo, por este motivo apresentou

resultados piores que os do método AMV neste exemplo. Este método é o

menos custoso computacionalmente, mas por outro lado, tem-se uma limitação

quanto a precisão. Os testes feitos realizando-se as 5 primeiras iterações com

MV e em seguida trocando-se para um outro método mais preciso mostrou-

se bastante eficaz na redução do número de avaliações das funções e de seu

gradiente.

Dentre todas as opções, os métodos AMV+ com utilizando informações

das iterações anteriores foram os que apresentaram o melhor resultado.
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6
Otimização Baseada em Confiabilidade: Aplicação a Treliças
Espaciais

6.1
Considerações Gerais

O desejo de se obter o projeto ideal, considerando aspectos relacionados

com o consumo, desempenho ou eficiência, tais como quantidades mı́nimas de

peso, volume ou massa, sempre foi um dos principais objetivos da engenharia

estrutural. As técnicas de otimização são ferramentas valiosas na busca desse

objetivo.

Um fator impulsionador no campo de otimização foi o desenvolvimento

da indústria aeroespacial onde o objetivo principal é se obter estruturas mais

leves. Em outras áreas, como a engenharia civil, mecânica e automotiva, o

objetivo principal é minimizar o custo da estrutura, embora o peso afete o

custo e o comportamento final do projeto.

A otimização de estruturas pode ser dividida em otimização de di-

mensões, otimização de forma e otimização topológica. O objetivo da oti-

mização topológica é determinar a topologia ótima de uma estrutura através da

eliminação de elementos desnecessários e da criação de vazios. Na otimização

de forma, busca-se determinar a geometria ótima dos contornos externos e

internos de estruturas cont́ınuas e das coordenadas nodais de estruturas reti-

culadas cujas dimensões e topologia são fixas. A otimização de dimensões tem

por objetivo determinar a dimensão (seções transversais, espessuras, etc) de

cada componente de uma estrutura para a qual a forma e a topologia são fixas.

Durante o processo de otimização busca-se promover o aumento da

eficiência na utilização da estrutura. Uma otimização com base no compor-

tamento linear (geométrico) gera, para um grande número de casos práticos,

uma estrutura com sérios problemas de instabilidade, pois a análise fornece

uma incorreta capacidade de carga da estrutura. Esses problemas podem ser

evitados desde que o modelo de otimização seja formulado com o objetivo de

evitar problemas de instabilidade.

A utilização dos tradicionais critérios de projeto, através de coeficientes
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parciais de segurança, não permite o conhecimento adequado dos ńıveis de

segurança da estrutura. Fato este de extrema importância, uma vez que

nos projetos atuais as estruturas estão cada vez mais esbeltas e complexas,

trabalhando sempre próximas de seus limites. Para tratar esses problemas a

análise probabiĺıstica é incorporada para se diminuir as incertezas na avaliação

da segurança da estrutura. Na seção seguinte uma breve explanação com

respeito a incorporação das incertezas nos projetos atuais será apresentada.

6.1.1
Consideração da Segurança nos Projetos

Um projeto de estrutura deve atender aos seguintes requisitos, segurança

ao colapso, bom comportamento em serviço e economia. Durante séculos os

engenheiros têm tentado sem sucesso criar critérios de projeto que conduzam

a estruturas que atendam esses requisitos. Essas tentativas passaram por três

ńıveis de evolução [73].

O ńıvel I é o critério de projeto baseado no conceito de tensões ad-

misśıveis. Reconhecendo o caráter aleatório das resistências dos materiais

de construção e procurando evitar que as resistências sejam ultrapassadas

pelas solicitações, o critério recomenda minorar as resistências médias obtidas

em ensaio via um coeficiente de segurança. Essa resistência minorada é

denominada de resistência admisśıvel e é utilizada para se obter os valores

de projeto.

No ńıvel II o critério de projeto passou a considerar duas propriedades es-

tat́ısticas das resistências dos materiais e das cargas atuantes, nomeadamente,

as médias e os desvios padrões. Para as resistências dos materiais, definem-se,

uma vez conhecidos a média e os desvios padrões das variáveis, valores cara-

cteŕısticos que correspondem à probabilidade de 5% do valor da variável ser

ultrapassado numa função de densidade de probabilidade normal no sentido

mais desfavorável. Para as cargas a definição do valor caracteŕıstico depende

do tipo de carga, se carga de peso próprio, variável etc. Esses valores cara-

cteŕısticos devem então ser majorados ou minorados, ainda no sentido mais

desfavorável para o projeto, para se chegar aos valores de projeto que devem

ser utilizados para a determinação das variáveis de projeto. Essa metodologia

de projeto tem sido denominada de Método Semi-probabiĺıstico.

O ńıvel III difere do ńıvel II apenas na maneira de se determinar o valor

caracteŕıstico das variáveis aleatórias. No ńıvel III deve-se usar a função de

densidade de probabilidade mais apropriada a cada variável aleatória ao invés

de se usar sempre a função de densidade de probabilidade normal para a

determinação do valor caracteŕıstico da variável.
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Apesar da grande evolução que o ńıvel III representa em relação ao ńıvel

I no sentido de conduzir a estruturas mais econômicas e com probabilidades

de falha mais próximas das que se deseja, ele não permite que se obtenha

uma estrutura com uma determinada probabilidade de falha alvo, previamente

definida pelo engenheiro de projeto, nem que se atinja a opção mais econômica

de projeto.

Nas últimas décadas, o grande desenvolvimento dos computadores, tanto

em termos de crescimento da capacidade de memória como em termos do

aumento da velocidade de processamento, permitiu o avanço de diversas áreas

do projeto de engenharia como a análise da resposta, a análise de confiabilidade

e a otimização de estruturas.

A análise de confiabilidade criou uma ferramenta que possibilita a

determinação da probabilidade de falha correspondente a uma dada função

de falha para uma estrutura, uma vez que sejam conhecidas as propriedades

estat́ısticas de suas variáveis aleatórias tais como, média, desvio padrão, função

de densidade de probabilidade e as correlações entre elas. Essa ferramenta

não pode, porém, ser confundida com uma metodologia de projeto já que ela

permite apenas uma verificação a posteriori de uma dada estrutura.

Paralelamente ao desenvolvimento de análise de confiabilidade ocorreu

um grande progresso na área de programação matemática, tanto do ponto

de vista teórico como em termos numéricos com o desenvolvimento de mais

poderosos algoritmos de otimização, o que possibilitou um enorme impulso na

otimização de estruturas. As primeiras aplicações das técnicas numéricas de

otimização de estruturas utilizavam o ńıvel II de segurança para se definir

o problema de otimização de estrutura. Isso se deve em grande parte ao

fato dessa metodologia ser utilizada por muitas normas de projeto em vários

páıses do mundo, entre eles o Brasil. Como já mencionado anteriormente, essa

metodologia não permite, todavia, que se tenha controle sobre a probabilidade

de falha da estrutura. Assim, estruturas com uma probabilidade de falha

indesejável podem ser obtidas por esse processo.

Nessa etapa o quadro que se tinha era o seguinte. O projeto ótimo pelo

ńıvel II não permitia o controle da probabilidade de falha da estrutura e a

análise de confiabilidade era uma ferramenta de análise, mas não um método

para projeto de estruturas.

A śıntese dessas duas técnicas conduziu ao que se chama hoje de Projeto

Ótimo de Estruturas Baseado em Confiabilidade (RBDO, Reliability Based

Design Optimization, em inglês). Essa metodologia corresponde ao ńıvel IV

dos critérios de projeto. Na RBDO a estrutura é otimizada para atingir um

valor alvo de probabilidade de falha. Várias funções de falha correspondendo
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a estados limites últimos ou de serviço podem ser definidas associadas a

diferentes probabilidades de falha. É posśıvel se obter dessa forma estruturas

econômicas e com ńıveis de segurança prefixados. Essa metodologia é chamada

de Método Probabiĺıstico Puro.

6.2
Metodologia de Otimização

O problema de otimização, a ser considerado neste trabalho, consiste na

minimização do peso da estrutura modelada com elementos de treliça. Podem

ser variáveis de projeto as dimensões da seção transversal dos elementos e as

coordenadas nodais. Já as variáveis aleatórias podem ser as já definidas como

variáveis de projeto, como também as propriedades do material e os carrega-

mentos. Serão consideradas restrições sobre a carga cŕıtica, deslocamentos e

tensões.

No tratamento de estruturas que possam apresentar pontos cŕıticos,

dois fatores de carga distintos devem ser considerados [58, 59]. O primeiro

corresponde à carga total aplicada (λa = 1), onde os deslocamentos devem ser

avaliados, e o segundo corresponde à carga cŕıtica (λ∗) da estrutura. Assim,

existe a possibilidade da ocorrência de duas situações, conforme ilustrado na

figura (6.1).

*

a

a

(a) a <
*

(b) a >
*

q q

*

Figura 6.1: Situações encontradas na análise estrutural [58].

Na primeira situação, a carga aplicada é menor que a carga cŕıtica,

figura (6.1a). Neste caso, a análise pode ser completada sem problemas. Ao

final, as respostas da estrutura e os respectivos gradientes são avaliados.

A outra situação ocorre quando a carga aplicada é superior à carga limite

da estrutura, figura (6.1b). Neste caso, a análise não pode ser levada ao fim, pois
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a carga aplicada não corresponde a nenhum ponto do caminho de equiĺıbrio.

Portanto, é imposśıvel se determinar os deslocamentos correspondentes ao ńıvel

de carga desejado. Como conseqüência, é imposśıvel avaliar as sensibilidades

destas grandezas, e o algoritmo de programação matemática é incapaz de

prosseguir. Diferentes procedimentos podem ser utilizados para contornar

este problema (Parente [58]; Melo [50]). A idéia é empregar um problema

modificado, de maneira a sempre utilizar os deslocamentos avaliados em um

ńıvel de carga inferior à carga cŕıtica. Neste trabalho optou-se pela solução

adotada em Parente [58], onde sempre que houver risco da carga cŕıtica ficar

abaixo da carga aplicada, o uso do algoritmo de pontos interiores se torna mais

conveniente.

O algoritmo de pontos interiores gera uma seqüência de pontos no interior

da região viável com valores decrescentes da função objetivo. Portanto, a carga

cŕıtica de todos os projetos gerados é obrigatoriamente maior que a carga

aplicada. A única desvantagem deste algoritmo é a necessidade de gerar um

projeto inicial viável. Na maioria das vezes, contudo, este não é um problema

sério, pois é simples criar uma estrutura com resistência maior que a necessária.

6.3
Formulação do Problema de Otimização

O problema de RBDO, apresentado no caṕıtulo 5, pode ser formulado

da seguinte forma:

minimizar f(h,p) h ∈ <n

sujeito a gR
i (h,p) ≥ 0 i = 1...l

hl
i ≤ hi ≤ hu

i i = 1...n

(6-1)

onde h são as variáveis de projeto e gR
i (h,p) são as restrições probabiĺısticas.

A função objetivo adotada será o volume da estrutura, no caso de estruturas

compostas por mais de um material, o volume deverá ser substitúıdo direta-

mente pelo peso da estrutura.

f(h,p) = V (h,p) =
ne∑
i=1

Ai(h,p)li(h,p) (6-2)

As restrições probabiĺısticas exigem a definição de uma função de perfor-

mance, onde, neste trabalho, podem ser adotadas:

– deslocamento máximo permitido

g(h,p) = 1− |qi(h,p)|
qa (6-3)

onde qi é um deslocamento nodal selecionado e qa é o deslocamento

máximo permitido.
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– tensão máxima permitida dos elementos / flambagem global da barra

g(h,p) = 1− |σi(h,p)|
σa (6-4)

onde σi é uma tensão axial selecionada e σa é a tensão máxima permitida.

σa = min[σ0, σcr] onde σ0 é a tensão de escoamento e σcr é a tensão cŕıtica

de Euler, dada pela seguinte expressão:

σcr =
π2EImin

Al
(6-5)

onde E é o módulo de elasticidade e Imin é o momento de inércia mı́nimo

da seção.

– carga cŕıtica global da estrutura

g(h,p) = λcr(h,p)− λa (6-6)

onde λcr é carga cŕıtica global da estrutura e λa representa o limite

mı́nimo para capacidade de carga da estrutura. No caso de λa = 1.0 o

carregamento total é considerado.

6.3.1
Fatores de escala

A diversidade de medidas presente no problema de otimização pode acar-

retar diferenças significativas entre as suas magnitudes e causar problemas na

estabilidade numérica do algoritmo de solução. Segundo Haftka & Gürdal [29],

o uso de fatores de escala tem o efeito de colocar todas as variáveis de projeto

sobre uma mesma base. Isto quer dizer que variações de 1% nestas variáveis

tenham aproximadamente o mesmo significado para cada uma delas. Desta

forma a variável de projeto, hi, é definida como a razão entre o valor corrente

do parâmetro e o correspondente valor inicial, i. e.,

h̄i =
hi

h0
i

(6-7)

O problema de otimização é resolvido então para a variável h̄, e as

derivadas da função objetivo e restrições em relação a h̄ são obtida da seguinte

forma:

d(.)

dh̄i

=
d(.)

dhi

dhi

dh̄i

=
d(.)

dhi

h0
i (6-8)

A função objetivo e as restrições ficam definidas em termos da variável de

projeto adimensional, onde a função objetivo é agora a relação entre o volume

corrente da estrutura (V ) e o volume inicial (V0):

f̄ =
V

V0

(6-9)
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6.3.2
Cálculo dos Gradientes

Os algoritmos de programação matemática utilizados neste trabalho

precisam dos gradientes da função objetivo e das restrições para a determinação

da direção de busca. Assim, derivando-se a equação (6-9), obtém-se o gradiente

da função objetivo:

df̄

dh̄i

=
1

V0

dV

dh̄i

(6-10)

onde, conforme (6-8), tem-se

dV

dh̄i

= h0
i

dV

dhi

(6-11)

onde dV
dhi

é a sensibilidade do volume da estrutura.

As restrições probabiĺısticas são formuladas em função do ı́ndice de

confiabilidade β no caso de se usar o RIA ou através da função de performance

gP para o PMA. Desta forma, obtém-se as seguintes expressões:

dβ

dh̄i

= h0
i

dβ

dhi

(6-12)

dgP

dh̄i

= h0
i

dgP

dhi

(6-13)

onde dβ
dhi

e dgP

dhi
necessitam da sensibilidade das funções de falha. Partindo-se

da equação (6-3), os gradientes podem ser escritos como:

dg

dhi

= −sign(qi)

qa

dqi

dhi

(6-14)

onde sign(·) = ±1 é o sinal da expressão avaliada. A partir de (6-4) e (6-6)

chega-se, respectivamente, (6-15) e (6-16):

dg

dhi

= −sign(σi)

σa

dσi

dhi

+
|σi|

(σa)2

dσa

dhi

(6-15)

dg

dhi

=
dλcr

dhi

(6-16)

6.4
Implementação da Formulação

A metodologia de RBDO aqui aplicada é a de duplo laço (loop). Um

fluxograma t́ıpico desta metodologia é mostrado na figura (6.2). O laço externo

é associado com a otimização das variáveis de projeto e o interno com a análise

de confiabilidade. Os laços computacionais postos desta maneira solicitam

FEA/DSA de maneira intensa, provocando, desta maneira, um grande custo

computacional.
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Os principais módulos do sistema computacional aqui empregado são

apresentados na figura (6.2). O módulo de otimização (OPT) pode usar os

algoritmos IP ou SQP. Na busca pelo MPP pode-se usar além dos já citados

IP e SQP, o HLRF ou o iHLRF.

Projeto inicial

Aceitável ? Projeto final

, ,i i
i Convergiu ?

Realizações x das

variáveis aleatórias X

FEA/DSA

, i
i

g
g

x

FEA/DSA

,
f

f
h

OPT

REL

sim

sim

não

não

Busca pelo MPP

(RIA ou PMA)

Projeto corrente

, ,i i
i

g g
g

ou

Figura 6.2: RBDO-Fluxograma [41].

A formulação foi desenvolvida em linguagem C++, seguindo uma filosofia

de programação orientada a objetos (OOP). Ao contrário dos procedimentos

convencionais, onde o objetivo é se dividir o programa em funções (ou pro-

cedimentos), em OOP o foco é se dividir em classes ou objetos. Uma classe

contém não somente dados mas também funções. Basicamente podemos dizer

que OOP tem quatro conceitos principais: abstração, encapsulamento, herança

e polimorfismo. Os itens acima são extensivamente discutidos na literatura [75].
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O uso da abordagem orientada a objetos aplicada em FEA tem sido

difundida por diversos autores nas últimas décadas. Nos problemas de enge-

nharia modelados por elementos finitos pode-se citar Zimmermann & Eyhera-

mendy [86], Eyheramendy & Zimmermann [17, 18, 19], em especial nas áreas

de análise não-linear e matemática simbólica. Hsien et. al [72] e Modak [51]

apresentaram trabalhos na área de computação paralela, área esta que parece

bem promissora.

Diversas bibliotecas de classes de objetos de código livre estão dispońıveis

para download e foram utilizadas como referência para a organização das clas-

ses do presente trabalho, entre elas a desenvolvida pela PUC–Rio (FEMOOP [47]),

a desenvolvida na Universidade de Berkeley (OpenSees [38]) e a desenvolvida

por pesquisadores do Sandia National Laboratory, (DAKOTA), descritas a seguir:

– FEMOOP é um programa de análise estrutural através do Método dos

Elementos Finitos que vem sendo desenvolvido no Departamento de

Engenharia Civil da PUC-Rio há bastante tempo. Este programa utiliza

a filosofia de Programação Orientada a Objetos com o objetivo de

facilitar sua expansão e manutenção. O programa contempla diversos

modelos de análise (estado plano de tensão, estado plano de deformação,

axissimétrico, sólido, etc.) e uma variedade de elementos finitos (T3,

T6, Q4, Q8, treliça, pórtico, etc.). Contempla ainda elementos para

análise não-linear geométrica, algoritmos para determinação de pontos

cŕıticos e procedimentos para cálculo das sensibilidades com relação as

coordenadas nodais.

– OpenSees [57] é um código aberto de elementos finitos orientado a objetos

escrito em C++, especificamente desenvolvido para a análise de terremo-

tos. É a plataforma computacional oficial da Pacific Earthquake Engi-

neering Research (PEER) Center. Recentemente foram incorporados ao

código módulos de análise de confiabilidade e sensibilidade desenvolvidos

por Haukaas [31].

– DAKOTA (Design Analysis Kit for Optimization and Terascale Applicati-

ons) [12] é um conjunto de ferramentas, desenvolvidas por pesquisadores

do Sandia National Laboratory, que provêem uma interface flex́ıvel e ex-

tenśıvel entre os códigos de análise. DAKOTA contém algoritmos para oti-

mização com métodos com gradientes ou sem gradientes; quantificação

de incertezas com amostragem, confiabilidade, métodos estocásticos de

elementos finitos; entre outros. O código emprega a filosofia orientada a

objetos, desenvolvido em linguagem C++, e está dispońıvel para uso de

acordo com a licença pública GNU General Public License (GPL).
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6.5
Exemplos

6.5.1
Treliça de 10 Barras

Este exemplo trata da otimização da treliça de 10 barras apresentada na

figura (6.3). A estrutura está sujeita a dois carregamentos não correlacionados,

o primeiro P1 = 100kN aplicado no nó 1 e o segundo P2 = 50kN aplicado

nos nós 2 e 4, conforme apresentado na figura (6.3). Os elementos são feitos

de aço com seções transversais de cantoneiras de abas iguais, A resposta

estrutural é determinada empregando-se uma análise linear elástica. Os dados

utilizados aqui são os mesmos apresentados por Stocki et. al [74] e consistem

em 22 variáveis randômicas listadas na tabela (6.1). As seções transversais dos

elementos e as coordenadas na direção vertical dos nós 1 ao 4, são também

variáveis de projeto Para as seções transversais adotou-se um coeficiente de

variação constante igual a 5%, já para as coordenadas, o desvio padrão se

manteve constante em 2 cm.

1

x

y

2

3 4

5 6

7 8 9 10

P1=100 kN

P2=50 kN

5 1

24

3

6

360 cm 360 cm

3
6
0

c
m

P2=50 kN

Figura 6.3: Treliça de 10 barras.

Neste problema o volume da estrutura é minimizado sujeito a 11 restri-

ções de confiabilidade correspondentes às seguintes funções de estado limite.

– deslocamento vertical do nó 2 (q2
2)

g1(q(h,p)) = 1− |q2
2(h,p)|

qa (6-17)

onde qa = 3.5 cm.
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– tensão máxima permitida/flambagem global dos elementos

gi(h,p) = 1− |σi−1(h,p)|
σa

i−1(p)
i = 2, . . . , 11, (6-18)

onde σa, no caso de barras comprimidas, considera a flambagem global

da barra (ou local da estrutura). Desta forma, precisa-se do valor do

momento de inércia mı́nimo da seção (Imin) para se avaliar a equação (6-

5). Foi feita então, uma aproximação de segundo grau dos perfis de

cantoneira de abas iguais dispońıveis que relaciona Imin e A, apresentada

na figura (6.4).
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ci
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ím
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ei
x
o
d
-d

aa

c

c

b

b d

d

90º

Imin = 0.192 A2 + 1.261 A - 6.781

Figura 6.4: Cantoneira de abas iguais - Relação entre a área da seção trans-
versal e o momento mı́nimo de inércia.

As funções de falha apresentadas em (6-17)-(6-18) definem as restrições

de confiabilidade do problema de otimização. Para todas estas restrições o

valor alvo βt foi fixado em 3.7, o que corresponde a uma probabilidade de falha

de aproximadamente 10−4. As variáveis de projeto estão sujeitas a restrições

laterais definidas no problema de RBDO formulado em (6-19).
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X Descrição Tipo Momen. Valor
inicial h

Pres.
trab.

Stocki
et.

al [74]

X1
Área da seção - el. 1 LN E(X1) 20.00

h1 29.22 28.85c.o.v. constante: 5% σ(X1) 1.0

X2
Área da seção - el. 2 LN E(X2) 20.00

h2 13.04 18.57c.o.v. constante: 5% σ(X2) 1.0

X3
Área da seção - el. 3 LN E(X3) 20.00

h3 40.34 40.21c.o.v. constante: 5% σ(X3) 1.0

X4
Área da seção - el. 4 LN E(X4) 20.00

h4 25.30 16.40c.o.v. constante: 5% σ(X4) 1.0

X5
Área da seção - el. 5 LN E(X5) 20.00

h5 5.09 5.09c.o.v. constante: 5% σ(X5) 1.0

X6
Área da seção - el. 6 LN E(X6) 20.00

h6 5.09 5.09c.o.v. constante: 5% σ(X6) 1.0

X7
Área da seção - el. 7 LN E(X7) 20.00

h7 5.09 6.03c.o.v. constante: 5% σ(X7) 1.0

X8
Área da seção - el. 8 LN E(X8) 20.00

h8 24.22 24.60c.o.v. constante: 5% σ(X8) 1.0

X9
Área da seção - el. 9 LN E(X9) 20.00

h9 10.70 5.75c.o.v. constante: 5% σ(X9) 1.0

X10
Área da seção - el. 10 LN E(X10) 20.00

h10 30.41 35.53c.o.v. constante: 5% σ(X10) 1.00

X11
Módulo de elasticidade LN E(X11) 21000.0
para todos os elementos σ(X11) 1050.0

X12
Tensão de escoamento LN E(X12) 21.0
para todos os elementos σ(X12) 1.0

X13
Coordenada x do nó 1 N E(X13) 720.0

σ(X13) 2.0

X14
Coordenada y do nó 1 N E(X14) 360.0

h11 150.0 150.0
σ(X14) 2.0

X15
Coordenada x do nó 2 N E(X15) 720.0

σ(X15) 2.0

X16
Coordenada y do nó 2 N E(X16) 0.0

h12 98.74 10.1
σ(X16) 2.0

X17
Coordenada x do nó 3 N E(X17) 360.0

σ(X17) 2.0

X18
Coordenada y do nó 3 N E(X18) 360.0

h13 245.83 259.9
σ(X18) 2.0

X19
Coordenada x do nó 4 N E(X19) 360.0

σ(X19) 2.0

X20
Coordenada y do nó 4 N E(X20) 0.0

h14 22.11 35.3
σ(X20) 2.0

X21
Carregamento nodal P1 GU E(X21) 100.0

σ(X21) 20.0

X22
Carregamento nodal P2 LN E(X22) 50.0

σ(X22) 2.5

Tabela 6.1: Treliça com 10 barras - variáveis randômicas e de projeto.
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minimizar V (h,p)

sujeito a βi(x, η) ≥ 3.7 i = 1, . . . , 11

5.09 cm2 ≤ hk ≤ 76.4 cm2 k = 1, . . . , 10

150.0 cm ≤ hk ≤ 450.0 cm k = 11, 13

−100.0 cm ≤ hk ≤ 100.0 cm k = 12, 14

(6-19)

Empregando o algoritmo de programação quadrática seqüencial (SQP)

em conjunto com o método PMA sem linearização, o projeto ótimo foi obtido

após 18 iterações. O volume inicial de 83929.35 cm3 é reduzido em cerca

de 17%, ou seja, para 69988.61 cm3. O resultado apresentado é ligeiramente

superior ao obtido em Stocki et. al [74] (V = 69878.4 cm3), contudo, fazendo-

se uma análise da solução apresentada nesta referência, percebe-se que as

restrições associadas as tensões nos elemento 3, 4, 8 e 10, que têm como

valores de ı́ndices de confiabilidade 3.64, 3.56, 3.56 e 3.64, respectivamente,

estão violadas. Estas diferenças podem estar relacionadas à relação entre Imin

e A já que na referência a mesma não é fornecida. A estrutura obtida ao final

do processo de otimização para o presente trabalho e para o apresentado em

Stocki et. al [74] podem ser vistas nas figuras (6.5a) e (6.5b), respectivamente,

onde as espessuras das linhas representam esquematicamente a magnitude das

seções transversais.

(a)

(b)

Figura 6.5: Treliça de 10 barras - Projeto ótimo: (a) presente trabalho; (b)
Stocki et. al [74].
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As figuras mostram estruturas bastante diferentes, entretanto, os volumes

são praticamente iguais. Partindo-se da solução fornecida por Stocki et. al [74],

obtém-se uma estrutura com pequenas variações nas variáveis de projeto,

como já era esperado por haver apenas pequenas violações nas restrições, e

com o volume de 70330.13 cm3. Na realidade, variando-se os parâmetros dos

algoritmos ou os pontos de partida, diferentes estruturas ótimas podem ser

obtidas, indicando que este problema apresenta mais de um mı́nimo local.

A evolução das restrições, assim como a evolução do volume é apresentada

na figura (6.6). E interessante destacar que na solução ótima obtida neste

trabalho, apenas as restrições associadas ao deslocamento e as associadas as

tensões nos elementos 6 e 7 não estão ativas.
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Figura 6.6: Treliça de 10 barras - Restrições e função objetivo ao longo das
iterações.
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No presente trabalho foram necessárias um total de 18 iterações, 1875

análises e 876 gradientes para obter a convergência. No trabalho de Stocki et.

al, no qual foi utilizado o algoritmo NLPQL [53], fornece somente o número

total de iterações igual a 33 iterações.

6.5.2
Treliça Espacial de 24 Elementos

Este exemplo trata da otimização de dimensões da treliça apresentada na

figura (6.7). O comportamento altamente não-linear deste tipo de estrutura foi

estudado na seção (2.7.2). Os dados utilizados aqui são os mesmos apresentados

por Stocki et. al [74]. Neste problema o volume da estrutura é minimizado

sujeito a 26 restrições de confiabilidade correspondentes as funções de estado

limite apresentadas em (6-20), (6-21) e (6-23).
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Figura 6.7: Treliça espacial de 24 elementos.

– deslocamento vertical máximo permitido no nó central (q1
3)

g1(q(h,p)) = 1− |q1
3(h,p)|

qa (6-20)

onde qa = 3.5 cm.

– tensão máxima permitida/flambagem global dos elementos
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gi(h,p) = 1− |σi−1(h,p)|
σa

i−1(p)
i = 2, . . . , 25, (6-21)

onde a relação entre o momento de inércia mı́nimo da seção (Imin) e a

área da seção transversal (A) foi obtida mantendo-se fixa a relação entre

o diâmetro externo e o interno dos perfis, desta forma:

Imin(A) =

((
de

di

)2

+ 1

)
A2

4π

((
de

di

)2

− 1

) (6-22)

onde de e di são respectivamente os diâmetros externo e interno do perfil.

Neste exemplo, de/di foi fixado em 1.25.

– carga cŕıtica global

g26(h,p) = λcr(h,p)− 1 (6-23)

onde λcr neste exemplo é a carga cŕıtica não linear (neste caso a fim de

evitar o efeito snap-through).

O problema de RBDO é formulado da seguinte maneira:

minimizar V (h,p)

sujeito a βi(x,η) ≥ 3.7 i = 1, . . . , 25

β26(x,η) ≥ 4.7

3.13 cm2 ≤ hk ≤ 30.76 cm2 k = 1, . . . , 10

(6-24)

Empregando o algoritmo de programação quadrática seqüencial (SQP)

em conjunto com o método PMA usando a linearização AMV+ no espaço x,

o projeto ótimo foi obtido após 6 iterações. O volume inicial de 135936.30 cm3

é reduzido em cerca de 24%, ou seja, para 103667.51 cm3. O resultado

apresentado é ligeiramente inferior ao obtido em Stocki et. al [74] (V =

103710.0 cm3).

A evolução das restrições, assim como a evolução do volume é apresentada

na figura (6.8). É interessante destacar que na solução ótima obtida neste

trabalho as restrições associadas aos elementos 13− 24 e a restrição referente

à carga cŕıtica estão ativas, conforme a figura (6.8).

No presente trabalho foram necessárias um total de 6 iterações, 1671

análises e 831 gradientes para obter a convergência. No trabalho de Stocki et.
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X Descrição Tipo Momen. Valor
inicial h

Pres.
trab.

Stocki
et.

al [74]

X1
Área da seção - el. 1-6 LN E(X1) 20.00

h1 19.398 19.371c.o.v. constante: 5% σ(X1) 1.0

X2
Área da seção - el. 7-12 LN E(X2) 20.00

h2 13.655 13.712c.o.v. constante: 5% σ(X2) 1.0

X3
Área da seção - el. 13-24 LN E(X3) 20.00

h3 14.239 14.239c.o.v. constante: 5% σ(X3) 1.0

X4
Módulo de elasticidade LN E(X4) 21000.0
para todos os elementos σ(X4) 1050.0

X5
Tensão de escoamento LN E(X5) 21.0
para todos os elementos σ(X5) 1.0

X6
Coordenada x do nó 1 N E(X6) 0.0

σ(X6) 1.0

X7
Coordenada y do nó 1 N E(X7) 0.0

σ(X7) 1.0

X8
Coordenada z do nó 1 N E(X8) 82.16

σ(X8) 1.0

X9
Coordenada x do nó 2 N E(X9) 250.0

σ(X9) 1.0

X10
Coordenada y do nó 2 N E(X10) 0.0

σ(X10) 1.0

X11
Coordenada z do nó 2 N E(X11) 62.11

σ(X11) 1.0

X12
Coordenada x do nó 3 N E(X12) 125.0

σ(X12) 1.0

X13
Coordenada y do nó 3 N E(X13) 216.51

σ(X13) 1.0

X14
Coordenada z do nó 3 N E(X14) 62.16

σ(X14) 1.0

X15
Coordenada x do nó 4 N E(X15) −125.0

σ(X15) 1.0

X16
Coordenada y do nó 4 N E(X16) 216.51

σ(X16) 1.0

X17
Coordenada z do nó 4 N E(X17) 62.16

σ(X17) 1.0

X18
Coordenada x do nó 5 N E(X18) −250.0

σ(X18) 1.0

X19
Coordenada y do nó 5 N E(X19) 0.0

σ(X19) 1.0

X20
Coordenada z do nó 5 N E(X20) 62.16

σ(X20) 1.0

X21
Coordenada x do nó 6 N E(X21) −125.0

σ(X21) 1.0

X22
Coordenada y do nó 6 N E(X22) −216.51

σ(X22) 1.0

X23
Coordenada z do nó 6 N E(X23) 62.16

σ(X23) 1.0

X24
Coordenada x do nó 7 N E(X24) 125.0

σ(X24) 1.0

X25
Coordenada y do nó 7 N E(X25) −216.51

σ(X25) 1.0

X26
Coordenada z do nó 7 N E(X26) 62.16

σ(X26) 1.0

X27
Carregamento nodal P GU E(X27) 20.0

σ(X27) 3.0

Tabela 6.2: Treliça espacial de 24 elementos - variáveis randômicas e de projeto.
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g1 - deslocamento vertical no nó central

g2-7 - tensão nos elemento 1 ao 6

g8-13 - tensão nos elemento 7 ao 12

g14-25 - tensão nos elemento 13 ao 24

g26 - carga crítica global

f - volume da estrutura

Figura 6.8: Treliça espacial de 24 elementos - Restrições e função objetivo ao
longo das iterações.

al, no qual foi utilizado o algoritmo NLPQL [53], fornece somente o número

total de iterações igual a 6 iterações.

Na tabela (6.3) são apresentados os resultados da variação do tipo de dis-

tribuição da variável X27, que corresponde ao carregamento P , com relação ao

volume da estrutura. Para as distribuições apresentadas percebe-se uma dimi-

nuição de cerca de 12% no volume ao se utilizar a distribuição Weibull ao invés

da Gumbel. Complementando a tabela (6.3), na figura (6.9) são apresentados

os valores do volume ótimo alterando-se também o coeficiente de variação da

variável X27, c.o.v.[X27]. A partir do gráfico pode-se constatar a grande sensi-

bilidade do volume ótimo em relação aos parâmetros da distribuição, principal-

mente com o aumento do c.o.v.[X27]. Reduzindo-se o c.o.v.[X27] os valores do

volume ótimo ficam menos senśıveis ao tipo de distribuição, o que já era de se
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esperar uma vez que o c.o.v. mede a dispersão dos dados da variável aleatória

em torno da média. Quanto mais próximos da média forem os valores menor

será a contribuição desta variável na probabilidade de falha, passando a se

comportar como determińıstica.

Dist. A1 A2 A3 Volume
WB 16.455 11.971 12.839 91405.06
N 16.942 12.253 13.132 93668.28
LN 17.570 12.624 13.487 96517.61
GU 19.398 13.655 14.239 103667.51

Tabela 6.3: Treliça espacial de 24 elementos - Resultados para diversos tipos
de distribuição da variável X27.
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Figura 6.9: Treliça espacial de 24 elementos - Variação do volume em função
do tipo de distribuição e do c.o.v.[X27].
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7
Conclusões e Sugestões

Como evolução natural dos processos tradicionais de otimização estrutu-

ral, a incorporação de métodos probabiĺısticos a fim de se garantir, de maneira

racional, a segurança dos projetos, constitui-se de um grande desafio, tanto

de ordem computacional quanto teórica. Do ponto de vista computacional,

comparada com a otimização determińıstica, a otimização baseada em confi-

abilidade apresenta um grande acréscimo no número de análises estruturais e

análises de sensibilidade, resultando num enorme esforço computacional, que

por sua vez pode se tornar proibitivo para estruturas de grande porte. Do

ponto de vista teórico, a consolidação de várias áreas de estudo se fazem ne-

cessárias, onde, cada tema isoladamente representa uma área de conhecimento

bastante vasta.

Nos trabalhos desenvolvidos pelo DEC/PUC-Rio se consolidou o uso da

análise de sensibilidade e das técnicas de programação matemática na solução

de problemas de otimização estrutural. Objetivando dar continuidade a estes

trabalhos, a análise de confiabilidade, em particular os método baseados na

busca pelo ponto de projeto, que fazem uso destes conceitos, foram incorpo-

rados ao problema de otimização estrutural. Para isto foram implementadas

rotinas para a avaliação das restrições probabiĺısticas e das suas sensibilida-

des, que, acopladas a metodologia tradicional de otimização, possibilitaram a

solução do problema de otimização baseada em confiabilidade.

O presente trabalho teve como objetivo fundamental considerar as incer-

tezas associadas às propriedades dos materiais, às propriedades geométricas

e aos carregamentos no processo de otimização estrutural. Para isto, um sis-

tema computacional para a solução de problemas de RBDO foi desenvolvido.

Este desenvolvimento requereu a implementação e a integração dos seguintes

módulos: programação matemática, análise estrutural, análise de sensibilidade

e análise de confiabilidade. Cada uma destas etapas foi discutida nos caṕıtulos

anteriores a alguns aspectos são destacados a seguir:

– O método utilizado neste trabalho para a determinação dos pontos

cŕıticos na análise não linear de estruturas foi um método indireto e

se baseia na idéia de se reduzir o tamanho dos incrementos na região

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB
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próxima ao ponto cŕıtico. O uso deste método se deu principalmente

pela facilidade de implementação comparada com métodos diretos por

exemplo e, conseqüentemente, um desempenho ineficiente computacio-

nalmente já era esperado. Na busca pelo ponto cŕıtico o algoritmo gerou

uma grande quantidade de pontos de equiĺıbrio intermediários que resul-

taram na lentidão do processo. Apesar disto, como a restrição de carga

cŕıtica global é única no processo de otimização, este problema não foi

tão sério comparando-se com o tempo despendido para a avaliação das

demais restrições.

– A análise de sensibilidade da resposta estrutural desempenha um im-

portante papel na otimização baseada em confiabilidade. Neste traba-

lho, as expressões necessárias para sua avaliação foram desenvolvidas

usando-se o método da diferenciação direta. Equações unificadas foram

apresentadas para a sensibilidade da resposta em relação as proprieda-

des dos materiais, as coordenadas nodais, as áreas de seção transversal e

aos carregamentos. A sensibilidade em relação aos parâmetros de forma

permitiram se incluir as incertezas sobre as coordenadas nodais no mo-

delo. Geralmente este tipo de incerteza é negligenciada nas aplicações de

confiabilidade, porém as mesmas representam uma significativa fonte de

incerteza.

– Para a avaliação das restrições probabiĺısticas foram implementados os

métodos RIA e PMA. O primeiro se baseia na determinação direta

da confiabilidade, o que, para problemas de RBDO pode se tornar

inconveniente uma vez que muitas restrições se apresentam bastante

“folgadas” produzindo com isso probabilidades de falha muito pequenas

e muitas vezes imposśıveis de serem determinadas. O segundo método

avalia uma função de performance para uma dada probabilidade de falha

alvo, o que, conceitualmente é um problema mais fácil de resolver. Além

disso, nenhum problema de convergência na avaliação das restrições foi

observado. Diante disto, pode-se dizer que PMA é mais indicada na

solução de RBDO.

– A RBDO se tornou muito mais eficiente quando se utilizou informações

da iteração anterior, principalmente quando as variáveis de projeto

sofrem pequenas variações de uma iteração para outra. Esta eficiência

se deu pela redução no número de iterações utilizadas na avaliação das

restrições probabiĺısticas.

Em resumo, os resultados demonstram que o presente desenvolvimento

pode ser usado com eficiência na solução de problemas de otimização baseada

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB



Caṕıtulo 7. Conclusões e Sugestões 114

em confiabilidade de treliças espaciais suscet́ıveis a flambagem e pode servir de

base para futuros desenvolvimentos, alguns dos quais são relatados a seguir.

7.1
Sugestões para Trabalhos Futuros

É importante destacar que este é apenas um primeiro trabalho sobre

o tema abordado. A linha de pesquisa na área de otimização baseada em

confiabilidade é incipiente no Brasil e, em particular, na PUC–Rio. Todo o

ferramental desenvolvido neste trabalho serve de base para muitas aplicações

práticas, conseqüentemente um campo fértil para desenvolvimentos futuros.

Diversos aprimoramentos podem ser sugeridos neste trabalho, a maior

parte deles como extensões de maneira a dar mais abrangência ao código,

sendo, alguns deles, descritos a seguir:

Análise Estrutural, Análise de Sensibilidade e Instabilidade

– Incluir novos elementos, principalmente elementos de pórtico tridimen-

sionais que são bastante utilizados e podem apresentar sérios problemas

de instabilidade. Problemas como por exemplo torres de transmissão e

linhas de ancoragem, podem ser analisados a partir deste elemento.

– Estudar a viabilidade da utilização de outros métodos para a deter-

minação de cargas cŕıticas e para o cálculo de suas sensibilidades, de

maneira a acelerar o processo de otimização.

Análise de Confiabilidade

– Tratar grandezas que apresentam uma variação com o tempo (dependen-

tes do tempo). Nos problemas tratados neste trabalho todas as variáveis

foram tratadas como independentes do tempo mas, algumas grandezas,

como por exemplo as ações ambientais, variam com o tempo. Desta

forma, a definição de campos randômicos e processos estocásticos na

análise de confiabilidade se fazem necessários.

Processo de Otimização

– Utilizar novos algoritmos de PM, tanto para determinação do MPP

quanto para a solução do problema de otimização estrutural.

– Considerar a simetria e colinearidade das barras, a fim de obter estruturas

pasśıveis de serem utilizadas na prática da engenharia. Os trabalhos de

Falcón [20, 21] podem servir como referência na solução destes problemas.
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– Implementar técnicas eficientes para a verificação das restrições proba-

biĺısticas. É comum em problemas de otimização que poucas restrições

dominem o projeto, desta forma as demais, ditas inativas, não contri-

buem para a solução ótima. Alguns trabalhos propõem o uso de métodos

aproximados na avaliação da confiabilidade, desta forma, caso a restrição

atenda a um certo critério, que indica que a mesma está ativa, um outro

método mais preciso é usado para a avaliação confiabilidade. Em Youn

et al. [83, 84] esta metodologia é explorada com sucesso e pode servir

como referência.

Por fim, destaca-se também como sugestão o estudo e a implementação

de outras metodologias para a consideração de incertezas no processo de oti-

mização estrutural. Em RBDO a definição dos parâmetros estat́ısticos tem

papel fundamental na resposta obtida. A definição incorreta ou aproximada

destes parâmetros pode gerar uma avaliação incorreta da probabilidade de fa-

lha, invalidando portanto o uso de RBDO. Quando as informações estat́ısticas

não estão dispońıveis ou então não são suficientementes precisas pode-se uti-

lizar a “Otimização Baseada em Possibilidade” (PBDO, do inglês Possibility-

Based Design Optimization). Este método não requer a definição de funções

de distribuição para se descrever as variáveis aleatórias, técnicas como Interval

set, Convex modeling e Fuzzy set são usadas para se modelar as incertezas.

Um outra formulação para se levar em conta as incertezas no processo de oti-

mização estrutural é o “Projeto Robusto”. Esta formulação, conceitualmente

diferente das duas anteriores (RBDO e PBDO), busca uma redução na varia-

bilidade da resposta do sistema. No projeto robusto obtém-se uma estrutura

menos senśıvel a variações do sistema. A medida de variabilidade se dá, por

exemplo, através do desvio padrão da função de performance e pode ser usada

tanto na função objetivo quanto na restrições do problema de otimização.
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[10] COOK, R. D.; MALKUS, D. S. ; PLESHA, M. E.. Concepts and

Applications of Finite Element Analysis. Wiley & Sons, New York,

third edition, 1989. 2.2

[11] CRISFIELD, M. A.. Non - Linear Finite Element Analysis of Solids

and Structures Volume 1: Essentials. John Wiley & Sons, Inc. New

York, 605 Third Avenue, New York, NY 10158–0012, USA, 1991. 2.2, 2.3.2,

2.5.1, 2.5.2, 2.5.3

[12] DAKOTA: Design Analysis Kit for Optimization and Terascale

Applications, http://endo.sandia.gov/DAKOTA. Sandia National

Laboratories, Albuquerque, 2007. 6.4

[13] EBOLI, C. R.. Dimensionamento ótimo de seções de concreto
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A
Variáveis Randômicas

Um variável randômica é definida pela sua função cumulativa de dis-

tribuição (CDF, do inglês Cumulative Distribution Function), FX . A função

densidade de probabilidade fX , identificada por PDF (do inglês Probability

Density Function) é a primeira derivada de FX , ou seja [70, 55]:

fX(x) =
dFX(x)

dx
(A-1)

A expressão

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

fX(x)dx (A-2)

indica a probabilidade da variável X assumir valores entre a e b. Qualquer

fX(x) que satisfaça as seguintes condições pode ser considerada como uma

PDF:

fX(x) ≥ 0.0 para qualquer x;∫∞
−∞ fX(x)dx = 1.0 (área unitária) e;∫ b

a
fX(x)dx = P (a ≤ X ≤ b)

(A-3)

A CDF FX(x) de X é definida da seguinte forma:

FX(a) =

∫ a

−∞
fX(x)dx (A-4)

onde FX(a) significa a probabilidade da variável X assumir valores menores

ou iguais a a. Uma função cumulativa de probabilidades deve satisfazer as

seguintes propriedades:

FX(−∞) = 0.0;

0 ≤ Fx(x) ≤ 1.0 e;

FX(∞) = 1.0

(A-5)

A.1
Valores Caracteŕısticos de uma Variável Randômica

O valor médio, ou a média, ou o valor esperado de uma variável randômica

X é definido como:
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E(X) = µX =

∞∫

−∞

xfx(x)dx (A-6)

onde fx(x) é a PDF de X definida anteriormente. Outro resultado interessante

é o valor médio quadrático de X definido como:

E(X2) =

∞∫

−∞

x2fx(x)dx (A-7)

A variância mede a dispersão dos valores da variável em torno da média

e é definida como:

Var(X) =
+∞∫
−∞

(x− µX)2fX(x)dx

=
+∞∫
−∞

x2fX(x)dx− 2µx

+∞∫
−∞

xfX(x)dx + µ2
x

+∞∫
−∞

fX(x)dx

= E(X2)− µ2
X

(A-8)

O desvio padrão de X é definido como a raiz quadrada da variância, i.e.,

σX =
√

Var(X) (A-9)

O coeficiente de variação de X é definido como a razão entre o desvio

padrão e a média, ou seja,

c.o.v. = δX =
σx

µx

(A-10)

O coeficiente de variação mede, de forma adimensional (ao contrário da

variância) a dispersão dos dados da variável randômica em torno da média.

Coeficientes de variação baixos indicam que os valores da variável randômica

estão distribúıdos próximos a média, enquanto que valores altos indicam uma

forte dispersão em torno da mesma [70].

A.2
Distribuições de Probabilidades

Qualquer função que satisfaça as condições dadas pela equação (A-

3) pode ser usada como uma distribuição de probabilidades. O uso prático

desta função depende da capacidade dela representar estatisticamente um

determinado fenômeno que está sendo investigado. Porém, na literatura já

existem várias funções que atendem às condições citadas anteriormente e que

podem ser usadas na prática da engenharia [70]. A seguir são apresentadas

diversas funções existentes na literatura e implementadas no presente trabalho.
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A.2.1
Distribuição Normal ou Gaussiana

Uma variável X é dita normalmente distribúıda ou simplesmente uma

variável Gaussiana, se a sua PDF for da seguinte forma

f(x) =
1

σ
ϕ

(
x− µ

σ

)

=
1

σ
√

2π
exp

[
−1

2

(
x− µ

σ

)2
]

(A-11)

onde ϕ é a PDF da função normal padrão de uma variável auxiliar Y = X−µ
σ

:

ϕ(y) =
1√
2π

exp

(−y2

2

)
(A-12)

cuja média é igual a 0 e o desvio padrão igual a 1. A função cumulativa de

probabilidades da distribuição ϕ(y) é usualmente denotada por Φ(y), onde

Φ(y) = FY (y) = P (Y ≤ y) = Φ (y) =

∫ y

−∞
ϕ (y)dy (A-13)

A distribuição Gaussiana tem somente como parâmetros a média µ e o

desvio padrão σ da variável randômica e é geralmente denotada por N(µ, σ).

A sua função cumulativa só pode ser avaliada por integração numérica, ou

usando tabelas dispońıveis em livros de estat́ıstica [70]. Outras caracteŕısticas

desta distribuição são apresentadas a seguir:

– Restrições das variáveis e parâmetros

σ > 0 (A-14)

– CDF
F (x) = Φ

(
x− µ

σ

)
(A-15)

– Inversa da CDF
x(F ) = µ + σΦ−1 (F ) (A-16)

A.2.2
Distribuição Lognormal

Uma variável X tem uma distribuição lognormal quando estatisticamente

ln(X) pode ser representado por uma distribuição normal. A CDF de uma

variável lognormal é definida como:

f(x) =
1

ξx
√

2π
exp

[
−1

2

(
ln(x)− λ

ξ

)2
]

(A-17)

onde λ é o valor esperado de ln(X), i.e. λ = E[ln(X)] = µln(X), e ξ é o desvio

padrão de ln(X), i.e. ξ =
√

Var(ln(X)) = σln(X). λ e ξ se relacionam com a

média e o desvio padrão de X através da seguintes relações
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ξ2 = ln

[
1 + (

σ

µ
)2

]
(A-18)

λ = ln µ− 1

2
ξ2 (A-19)

– CDF
F (x) = Φ

(
ln(x)− λ

ξ

)
(A-20)

– Inversa da CDF
x(F ) = exp[Φ−1(F )ξ + λ] (A-21)

– Média
µ = exp(λ +

1

2
ξ2) (A-22)

– Desvio padrão
σ = exp(λ +

1

2
ξ2)

√
exp(ξ2)− 1 (A-23)

A.2.3
Distribuição Uniforme

– PDF
f(x) =

1

b− a
(A-24)

– Restrições das variáveis e parâmetros

a < x < b, a < b (A-25)

– CDF
F (x) =

x− a

b− a
(A-26)

– Inversa da CDF
x(F ) = Fb− Fa + a (A-27)

– Média
(a + b)/2 (A-28)

– Desvio padrão (√
3(b− a)

)
/6 (A-29)

A.2.4
Distribuição Gamma

– Função Gamma
Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1 exp(−t)dt (A-30)

– PDF
f(x) =

λ(λx)k−1 exp(λx)

Γ(k)
(A-31)

– Restrições das variáveis e parâmetros

x > 0, λ > 0, k > 0 (A-32)
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– CDF
F (x) =

Γ(k, λx)

Γ(k)
(A-33)

– Média
k/λ (A-34)

– Desvio padrão √
k/λ (A-35)

A.2.5
Distribuição Beta

Beta Bet(a, b, q, r)

– PDF
f(x) =

(x− a)q−1(b− x)r−1

B(q, r)(b− a)q+r−1
(A-36)

– Restrições das variáveis e parâmetros

a < x > b, q > 0, r > 0 (A-37)

– CDF
F (x) = sem expressão fechada (A-38)

– Inversa da CDF

x(F ) = sem expressão fechada (A-39)

– Média
(ar + bq)/(q + r) (A-40)

– Desvio padrão
b− a

q + r

√
qr

q + r + 1
(A-41)

A.2.6
Distribuição Gumbel

Gumbel Gum(u, α)

– PDF
f(x) = α exp[−α(x− u)− exp[−α(x− u)]] (A-42)

– Restrições das variáveis e parâmetros

α > 0 (A-43)

– CDF
F (x) = exp[− exp(−α(x− u))] (A-44)

– Inversa da CDF
x(F ) =

αu− ln(− ln(F ))

α
(A-45)
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– Média
u + γ/α sendo γ = 0.5772156649 (A-46)

– Desvio padrão π

α
√

6
(A-47)

A.2.7
Distribuição Tipo I Mı́nimos

Tipo I Mı́nimos Mínimos(u, α)

– PDF
f(x) = α exp [α(x− u)− exp(α(x− u))] (A-48)

– Restrições das variáveis e parâmetros

α > 0 (A-49)

– CDF
F (x) = 1− exp(− exp(α(x− u))) (A-50)

– Inversa da CDF

x(F ) =
αu + ln(− ln(1− F ))

α
(A-51)

– Média
u− γ/α sendo γ = 0.5772156649 (A-52)

– Desvio padrão π

α
√

6
(A-53)

A.2.8
Distribuição Tipo II Máximos

Tipo II Máximos Máximos(u, α)

– PDF
f(x) =

k

u

(u

x

)k+1

exp
(
−(

u

x
)k

)
(A-54)

– Restrições das variáveis e parâmetros

x > 0, u > 0, k > 0 (A-55)

– CDF
F (x) = exp

(
−(

u

x
)k

)
(A-56)

– Inversa da CDF
x(F ) = u (− ln(F ))−1/k (A-57)

– Média
uΓ(1− 1/k) (A-58)

– Desvio padrão
u
√

Γ(1− 2/k)− Γ(1− 1/k)2 (A-59)
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A.2.9
Distribuição Tipo III Mı́nimos

Tipo III Mı́nimos Mínimos(e, u, k)

– PDF
f(x) =

k

u− e

(
x− e

u− e

)k−1

exp

(
−(

x− e

u− e
)k

)
(A-60)

– Restrições das variáveis e parâmetros

x > e, u > 0, k > 0, u 6= e (A-61)

– CDF
F (x) = 1− exp

(
−(

x− e

u− e
)k

)
(A-62)

– Inversa da CDF

x(F ) = (u− e)

(
e

u− e
+ (− ln(1− F ))1/k

)
(A-63)

– Média
e + (u− e)Γ(1 + 1/k) (A-64)

– Desvio padrão

(u− e)
√

Γ(1 + 2/k)− Γ(1 + 1/k)2 (A-65)

A.2.10
Distribuição Weibull

Weibull Wbl(u, k)

– PDF
f(x) =

k

u

(x

u

)k−1

exp
(
−(

x

u
)k

)
(A-66)

– Restrições das variáveis e parâmetros

x > 0, k > 0, k > 0 (A-67)

– CDF
F (x) = 1− exp

(
−(

x

u
)k

)
(A-68)

– Inversa da CDF
x(F ) = u (− ln(1− F ))1/k (A-69)

– Média
uΓ(1 + 1/k) (A-70)

– Desvio padrão
u
√

Γ(1 + 2/k)− Γ(1 + 1/k)2 (A-71)
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B
Algoritmos de Otimização

São apresentados a seguir os conceitos de Programação Matemática

(PM) necessários à compreensão do processo de otimização, assim como uma

descrição dos algoritmos de otimização utilizados.

B.1
Formulação do Problema

Em problemas t́ıpicos de engenharia, podem ser obtidas várias, ou

possivelmente infinitas, soluções. Em um problema de otimização deseja-se

obter um projeto ótimo, maximizando ou minimizando uma função a qual

denominamos função objetivo. Isto deve ser realizado através da determinação

dos parâmetros que definem o sistema. Estes parâmetros são chamados de

variáveis de projeto. Na maioria dos problemas encontraremos restrições

impostas para que o projeto seja admisśıvel ou viável, devido às leis f́ısicas

da natureza, leis poĺıticas, limitações de orçamento, etc.

A PM é a disciplina que estuda a minimização de funções em problemas

com ou sem restrições. Matematicamente, estes problemas são enunciados

como:

minimizar f(b) b ∈ <n

sujeito a ci(b) = 0 i = 1...l

ci(b) ≤ 0 i = l + 1...m

bl
i ≤ bi ≤ bu

i i = 1...n

(B-1)

onde b é um ponto do <n sobre o qual são impostos os limites mı́nimos e

máximos (restrições laterais), f(b) é a função a ser minimizada e as funções

ci(b) representam as restrições de igualdade e desigualdade. Assume-se que

tanto a função objetivo quanto as restrições são funções cont́ınuas no <n. Em

geral, elas são funções não-lineares e impĺıcitas das variáveis (b) que definem

o problema.

Um ponto que satisfaça todas as restrições é denominado um ponto viável

e o conjunto de todos os pontos que satisfaçam todas as restrições é conhecido

como região viável. Uma restrição de desigualdade define uma fronteira que

divide o <n em uma região viável e outra inviável. Quando um ponto está
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sobre esta fronteira, a restrição é dita ativa; quando um ponto está no interior

da região viável, a restrição está inativa e, quando um ponto está fora desta

região, à restrição está violada.

B.2

Condições de Ótimo

A solução b∗ do problema enunciado em (B-1) tem que necessariamente

atender as condições de Kuhn-Tucker enunciadas por:

∇bL(b∗,κ∗) = 0

ci(b
∗) = 0 i = 1...l

ci(b
∗) ≤ 0 i = l + 1...m

κ∗i ≥ 0 i = l + 1...m

κ∗i ci(b
∗) = 0 ∀i

(B-2)

onde L(b∗,κ∗) é a função Lagrangeana dada pela expressão a seguir:

L(b∗,κ∗) = f(b∗) +
l∑

i=1

κ∗i ci(b
∗) (B-3)

onde κ∗i são os multiplicadores de Lagrange associados às restrições no ponto

b∗, solução do problema.

As condições de Kuhn-Tucker são também conhecidas como condições

de primeira ordem. Para determinadas classes de problemas de programação

matemática as condições de Kuhn-Tucker são suficientes para a determinação

de uma solução ótima global. São inclúıdos nessas classes os problemas de

programação convexa, tais como os de programação linear e quadrática. O

problema de programação convexa é caracterizado por função objetivo e

restrições convexas.

Porém, se o problema não é de programação convexa, o que é mais

comum, as condições de primeira ordem não são mais suficientes para a

determinação da solução ótima global, devendo ser verificada a condição de

segunda ordem, expressa na equação (B-4) a seguir

dtW∗d ≥ 0, ∀d 6= 0 tal que dta∗i = 0 (B-4)

onde a∗i = ∇ci(b
∗) para todas as restrições ativas e W∗ = ∇2L(b∗) é a

Hessiana da função Lagrangeana. O que significa que W∗ em b∗ é positiva

definida no ponto ótimo para qualquer direção estacionária d.

B.3
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Tipos de Otimização f(b) ci(b)
Programação Linear linear linear
Programação Quadrática quadrática linear
Programação Não-Linear linear / não-linear não-linear / linear

Tabela B.1: Divisão dos problemas de Programação Matemática.

Forma Geral dos Algoritmos de Otimização

Para resolver um problema de otimização, além dos algoritmos ditos

evolucionários, existem diversos algoritmos de programação matemática que

são definidos de acordo com as caracteŕısticas da função-objetivo e das restri-

ções. Assim, os problemas de otimização podem se dividir em diferentes formas,

como mostra a tabela (B.1).

Algoritmos de otimização para problema de programação linear e pro-

gramação quadrática têm solução em um número finito de passos, já os algo-

ritmos de programação não-linear podem não ter solução em um número finito

de passos, mas espera-se que a seqüência gerada convirja (no limite) para

um mı́nimo local. Portanto, um problema adicional no processo de otimização

ocorre quando a função objetivo e as restrições são funções não-lineares do

vetor de variáveis de projeto, b ∈ <n.

Os algoritmos de programação não-linear, restrita e irrestrita, são pro-

cedimentos iterativos em que novos pontos b são gerados a partir do ponto

corrente b0 através da expressão:

b = b0 + td (B-5)

Assim, os algoritmos podem ser divididos em duas etapas principais: a

primeira etapa é a determinação da direção de busca d e a segunda é a avaliação

do parâmetro escalar t, que representa o tamanho do passo a ser dado ao longo

da direção de busca. A partir da expressão (B-5) diversos algoritmos podem

ser constrúıdos utilizando diferentes técnicas para a determinação da direção

de busca e do tamanho do passo.

Os algoritmos de PM podem ser classificados de acordo com a ordem da

derivação da função objetivo e das restrições utilizadas para a determinação

da direção de busca. Desta forma, um algoritmo é dito de primeira ordem se

utilizar apenas os gradientes da função objetivo e das restrições para calcular

a direção de busca. Por outro lado, se o algoritmo utiliza informações sobre as

Hessianas destas funções, então ele é dito de segunda ordem.

B.4
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Método de Newton para Problemas de Otimização sem Restrição

O método de Newton utiliza a informação de segunda ordem da função a

otimizar. Assim, a sua convergência é quadrática. Com tal propósito a função

f(b) é expandida até a segunda ordem, ou seja, a expansão de Taylor em torno

do ponto b0 será:

f(b) = f(b0) +∇f(b0)(b− b0) + 1
2
(b− b0)

t∇2f(b0)(b− b0) (B-6)

se

d = ∆b = (b− b0) → b = d + b0 (B-7)

e

g = ∇f(b0) e H = ∇2f(b0) (B-8)

Substituindo-se (B-7) e (B-8) em (B-6), tem-se:

f(d + b0) = f(b0) + dtg +
1

2
dtHd (B-9)

onde d é o incremento de b0, g é vetor gradiente de f e H, uma matriz simétrica

positiva definida, é a hessiana da função f no ponto b0. A equação (B-9) é uma

equação quadrática cuja variável é d. Portanto, o algoritmo de otimização

procura determinar um d tal que f(d + b0) < f(b0) em cada passo, ou seja,

uma direção de decréscimo em f , assim:

min f(d + b0) = min(dtg +
1

2
dtHd) (B-10)

Escrevendo a condição de otimalidade de (B-10) (∇df(d + b0) = 0) ,

obtém-se:

d = −H−1g (B-11)

Assim, (B-11) fornece um mı́nimo global único para a função aproxima-

dora de f . Este método necessita da montagem da matriz H e conseqüente-

mente a solução do sistema da eq. (B-11), o que pode demandar um grande es-

forço computacional, sobretudo em problemas com grande número de variáveis.

Os métodos Quase-Newton surgiram para resolver esse problema sem

perder as boas propriedades de convergência do método de Newton. Nesses

métodos, uma aproximação da Hessiana (ou de sua inversa) é constrúıda

a partir dos valores dos gradientes ao longo das iterações. Esses métodos,

dos quais o BFGS (Broyden—Fletcher–Goldfarb–Shanno) é o mais popular,

possuem convergência superlinear e são amplamente utilizados em problemas

de otimização [33].
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B.5
Busca Linear

A busca linear é um procedimento adotado tanto nos algoritmos de pro-

blemas sem restrição como nos de problemas com restrição. Após a deter-

minação da direção de busca d é necessário calcular o tamanho do passo a ser

dado nessa direção, a fim de se obter o novo vetor das variáveis de projeto em

(B-5). O tamanho do passo é calculado fazendo-se uma minimização da função

unidimensional p definida através da expressão:

p(t) = f(b0 + td) (B-12)

A partir desta definição, pode-se verificar que:

p(0) = f(b0) (B-13)

e

p′(0) =
f(b)t

∂b

df(b)

dt

∣∣∣
t=0

(B-14)

onde p’ indica a derivada em relação à t.

A busca linear pode ser exata ou aproximada, dependendo do método

utilizado para a minimização. A busca aproximada é uma forma mais moderna,

na qual o objetivo é determinar t de forma que f apresente um certo ńıvel de

decréscimo, segundo um critério preestabelecido, como:

p(t) ≤ f(b0) + tγdtg , γ ∈ (0, 1) (B-15)

De acordo com esta equação, o parâmetro γ controla o tamanho do passo.

Assim, um γ pequeno permite a utilização de passos maiores e a utilização de

um γ grande força a utilização de passos pequenos.

Uma forma bastante popular de busca linear é fazer uma aproximação

quadrática de p e calcular t como o mı́nimo desta aproximação, verificando

se a equação (B-15) é satisfeita. Se isto não ocorrer, então a aproximação é

atualizada utilizando o novo ponto e o processo é repetido. Uma forma ainda

mais simples é o método de Armijo [33, 7], no qual t é igual ao primeiro número

da seqüência {1,α, α2, α3, ...}, α ∈ (0; 1), para o qual p(t) satisfaz a condição

(B-15).

B.6
Programação Quadrática

A Programação Quadrática (PQ) tem como objetivo determinar o vetor

solução b∗ do problema colocado na seguinte forma [33, 7, 77]:
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minimizar gtb + 1
2
btHb

sujeito a at
ib = bi i = 1...l

at
ib ≤ bi i = l + 1...m

(B-16)

onde a é uma matriz que contem os coeficientes dos gradientes das restrições,

b é o vetor dos termos independentes das restrições.

Sendo H uma matriz positiva definida, o problema quadrático é convexo

e pode-se garantir a existência de um único mı́nimo local.

A solução deste problema pode ser obtida em três etapas bem definidas

(Eboli [13] e Parente [58]):

1. As l restrições de igualdade são eliminadas do problema diminuindo-se o

número das variáveis independentes para n− l, obtendo-se um problema

de programação quadrática (reduzida), chamado problema padrão de

PQ, só com as restrições de desigualdade.

2. O problema quadrático reduzido é transformado em um Problema Linear

Complementar (LCP), que pode ser resolvido através de métodos de

pivoteamento como o de Lemke.

3. Recupera-se a solução para o espaço original com o cálculo das variáveis

eliminadas na primeira etapa, obtendo-se os valores de b e κ.

B.7
Algoritmo de Han-Powell - Programação Quadrática Seqüencial

O algoritmo de otimização de Han-Powell proposto por Han em 1976 e

1977 e por Powell em 1978 [13], foi implementado e aplicado a problemas

de Engenharia Estrutural no DEC/PUC-Rio por Eboli [13], Parente [58]

e Farfán [22]. Este algoritmo utiliza a técnica de Programação Quadrática

Seqüencial (SQP) através da resolução de um subproblema quadrático (PQ).

O método de SQP pode ser considerado como o resultado da aplicação do

método de Newton à minimização de uma aproximação quadrática da função

Lagrangeana do problema. Este método fornece a cada iteração os vetores

d (correção de b) e ∆κ (correção dos multiplicadores de Lagrange κ), os

quais atualizados são aproximadores da solução b∗ e. κ∗ Este fato pode ser

demonstrado considerando o problema:

minimizar f(b)

sujeito a ci(b) = 0
(B-17)

cuja função Lagrangeana é dada por:

L(b, κ) = f(b) +
∑

i

κici(b) (B-18)
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Desenvolvendo ∇L(b, κ) em séries de Taylor em torno de (bk, κk) até a

primeira ordem, obtém-se

∇L(bk + dk+1,κk + ∆κk+1) = ∇L(bk, κk) + ...

... +
[∇2L(bk, κk)

]
{

dk+1

∆κk+1

}
(B-19)

Considerando dk+1 = bk+1 − bk e ∆κk+1 = κk+1 − κk e aplicando a

condição de estacionariedade a (B-19) no ponto (bk + dk+1,κk + ∆κk+1),

resulta:

[∇2L(bk,κk)
]
{

dk+1

∆κk+1

}
= −∇L(bk, κk) (B-20)

ou, expresso matricialmente, como
[

Wk Akt

Ak 0

]{
dk+1

∆κk+1

}
= −

{
gk + Akκk

ck

}
(B-21)

Substituindo κk+1 por κk + ∆κk+1, tem-se:
[

Wk Akt

Ak 0

]{
dk+1

κk+1

}
= −

{
gk

ck

}
(B-22)

onde, Ak é a matriz dos gradientes das restrições, Wk é a Hessiana da

Lagrangeana, e gk é o gradiente de f(b) sendo todos avaliados no ponto bk.

A solução de (B-22) equivale à solução do subproblema de PQ [13]:

minimizar gkt
d + 1

2
dtWkd

sujeito a ck + Akt
d = 0

(B-23)

Ou seja, cada iteração k da solução do problema original é aproximada

pela solução do PQ obtido pela linearização das restrições e pela expansão

quadrática de f em torno de b0.

Em problemas em que todas as restrições são de igualdade, a direção

de busca e os multiplicadores de Lagrange podem ser obtidos pela solução

do sistema de equações lineares gerado pelo método de Newton aplicado a

Lagrangeana do problema, como mostrado em (B-22).

Para considerar o caso de restrições de desigualdade, pode-se resolver o

problema geral de PM da seguinte forma [13]:

minimizar f(b)

sujeito a ci(b) = 0 i = 1...l

ci(b) ≤ 0 i = l + 1...m

(B-24)

definindo uma direção de busca d e uma nova estimativa dos multiplicadores

de Lagrange κ através da solução do PQ:
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minimizar gkt
d + 1

2
dtWkd

sujeito a ck
i + akt

i d = 0 i = 1...l

ck
i + akt

i d ≤ 0 i = l + 1...m

(B-25)

cujo método de solução foi visto na seção anterior.

B.7.1
Etapas do Algoritmo Não-Linear Han-Powell (SQP)

As etapas que formam o algoritmo Han-Powell são [58]:

1. Dado um ponto inicial b0 e uma aproximação da Hessiana da função

Lagrangeana B0, fazer k = 0. B0 é dada pela seguinte função:

B0 = b0I (B-26)

onde b0 é um parâmetro definido pelo usuário do algoritmo. O número

de reińıcios da matriz B é controlado pelo parâmetro nr definido pelo

usuário. Segundo Parente [58], o reińıcio de B serve para descartar a

influência de pontos muito distantes do ponto corrente.

2. Para k = k+1, montar e resolver o problema de programação quadrática

definido pela equação (B-25) determinando os vetores dk e κk:

minimizar gk−1t
d + 1

2
dtBk−1d d ∈ <n

sujeito a ck−1
i + ak−1t

i d = 0 i = 1...l

ck−1
i + ak−1t

i d ≤ 0 i = l + 1...m

(B-27)

onde ck−1
i é o vetor com as restrições, ak−1t

i é uma matriz com o gradiente

das restrições e Bk−1 é uma aproximação da Hessiana no ponto bk−1.

3. Verificar os critérios de convergência do algoritmo:

{ ∣∣gk−1t
dk

∣∣ ≤ tol1

max(ck
i ) ≤ tol2

(B-28)

onde o primeiro critério representa a variação da função objetivo na

direção dk e o segundo critério verifica explicitamente o valor da restrição

mais violada.

Verificar também os critérios de parada tais como: número de avaliações

da função objetivo e número de iterações.

4. Se os critérios de convergência e/ou os de parada não são atendidos, faz-

se então uma busca linear unidimensional para determinar o tamanho

do passo tk , na direção dk de forma que o novo estimador da solução
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bk = bk−1 + tkdk seja um ponto que contribua para o decréscimo

da função objetivo. A busca é feita sobre a função de penalidade (p),

constrúıda no intuito de impor um alto custo à violação das restrições.

Esta função é definida pela expressão:

p(t) = p(b + td) = f(b) +
l∑

i=1

ri|ci(b)|+
m∑

i=l+1

ri max [ci(b), 0] (B-29)

onde os ri são os fatores de penalidades. A busca é aproximada, isto é a

solução t∗ não é o mı́nimo de p(t), mas atende a um certo decréscimo pré-

estipulado em p(t) considerado satisfatório. O coeficiente de decréscimo

da função é dado pelo parâmetro γ definido pelo usuário.

5. Atualização da matriz Bk do subproblema quadrático através do método

BFGS.

6. Retorno à etapa 2.

B.8
Método dos Pontos Interiores

O algoritmo de Pontos Interiores (IP), desenvolvido por Herskovitz [33],

foi implementado e aplicado a problemas de Engenharia Estrutural no

DEC/PUC-Rio por Parente [58].

O algoritmo utilizado neste trabalho baseia-se na aplicação do método de

Newton para a solução do sistema de equações não-lineares obtidas a partir da

aplicação das condições de Kuhn-Tucker do problema de otimização [33]. Neste

trabalho, apenas o algoritmo para restrições de desigualdade será discutido,

uma vez que os problemas de projeto ótimo a serem resolvidos não possuem

restrições de igualdade. No entanto, as mesmas idéias aqui apresentadas

também são válidas para os problemas que possuem simultaneamente restrições

de igualdade e de desigualdade e podem ser vistas em mais detalhes em

(Herskovitz [33]; Herskovitz & Santos [34]).

O método de Pontos Interiores tem como caracteŕıstica gerar uma

seqüência de pontos no interior da região viável que converge para a solução do

problema. Outra propriedade importante deste algoritmo é que cada um dos

pontos intermediários possui valores decrescentes da função objetivo, ou seja,

se por algum motivo a convergência não for alcançada o ponto final é sempre

viável e melhor que os anteriores.

Considere o problema de otimização:
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minimizar f(b)

sujeito a ci(b) ≤ 0 i = 1...m
(B-30)

cujas condições de Kuhn-Tucker são:

g(b) +
m∑

i=1

κiai = 0

κ∗i ci(b
∗) = 0

ci(b
∗) ≤ 0

κ∗i ≥ 0

(B-31)

Sendo A a matriz dos gradientes das restrições e C uma matriz diagonal

contendo os valores das restrições, as duas primeiras equações podem ser

escritas como:

g + Atκ = 0

Cκ = 0
(B-32)

Aplicando o método de Newton para resolver o problema acima, obtém-se

o sistema:
[

W At

ΛA C

]{
d0

κ0

}
= −

{
g

0

}
(B-33)

Na equação acima, Λ é uma matriz diagonal para a qual Λii = κi, d0 é a

direção de busca e κ0 é a estimativa dos multiplicadores de Lagrange. Pode-se

demonstrar que d0 é uma direção de decréscimo de f e que d0 = 0 se b for

um ponto estacionário [58].

A direção de busca fornecida por (B-33) nem sempre é uma direção viável.

Expandindo-se uma equação da parte inferior do sistema (B-33), chega-se a:

κia
t
id0 + ciκ0i

= 0 (B-34)

Esta equação implica que at
id0 = 0 para todo i tal que ci = 0. Geometri-

camente, isto significa que d0 é tangente às restrições ativas, indicando que a

direção aponta para fora da região viável.

Uma solução para evitar este efeito é adicionar uma constante negativa

do lado direito da equação acima:

κia
t
id + ciκ̄i = −ρκi (B-35)

onde κ̄ié a nova estimativa de κi.

Este procedimento faz com que a direção original seja defletida, de um

valor proporcional a ρ, para o interior da região viável. Como a deflexão é

proporcional a ρ e d0 é uma direção de decréscimo de f , é posśıvel encontrar

limites em ρ para que d também seja uma direção de decréscimo. Este objetivo

pode ser atingido impondo-se que:
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gtd ≤ kag
td0 (B-36)

para ka ∈ (0; 1). Em geral, a taxa de decréscimo de f ao longo de d é menor

que ao longo de d0. No entanto, este é o preço a ser pago para se obter uma

direção de decréscimo viável.

Considerando o sistema auxiliar:
[

W At

ΛA C

]{
d1

κ1

}
= −

{
g

κ

}
(B-37)

é fácil mostrar que:

d = d0 + ρd1 (B-38)

e

κ̄ = κ0 + ρκ1 (B-39)

Substituindo (B-38) em (B-36) chega-se a:

ρ ≤ (ka − 1)
gtd0

gtd1

(B-40)

Definida a direção de busca d, é necessário realizar uma busca linear

restrita ao longo dessa direção, de forma a garantir que o ponto gerado esteja

no interior da região viável. Além disso, é necessário atualizar os valores dos

multiplicadores de Lagrange de maneira a assegurar a convergência para a

solução correta.

B.8.1
Etapas do Algoritmo de Pontos Interiores (IP)

O algoritmo de Pontos Interiores para problemas de restrições de de-

sigualdade necessita de um ponto inicial viável b0, uma estimativa para os

multiplicadores de Lagrange de forma que κi > 0 e uma matriz B simétrica e

positiva definida, que é uma aproximação de W. O algoritmo pode ser dividido

nos seguintes passos [34]:

1. Obter a direção de busca d:

(a) Determinar os vetores (d0,κ0) através da solução do sistema linear

definido em (B-33).

(b) Verificar o critério de convergência:

‖d‖ ≤ tol3 (B-41)

(c) Determinar os vetores (d1,κ1) através da solução do sistema linear

definido em (B-37).
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(d) Calcular o valor de ρ:

{
se gtd1 > 0, então ρ = min

[
kf‖d0‖2, (ka − 1)gtd0/g

td1

]

se gtd1 ≤ 0, então ρ = kf‖d0‖2

(B-42)
sendo kf > 0.

(e) Calcular a direção de busca d:

d = d0 + ρd1 (B-43)

e

κ̄ = κ0 + ρκ1 (B-44)

2. Fazer uma busca linear sobre d, determinando o tamanho do passo t que

satisfaça um critério sobre o decréscimo da função objetivo e para o qual:

{
ci(b + td) ≤ 0, se κ̄i ≥ 0

ci(b + td) ≤ ci(b), κ̄i < 0
(B-45)

e o novo ponto b:

b = b0 + td (B-46)

3. Atualizar a matriz B, que é uma aproximação da Hessiana da função

Lagrangeana, através do método BFGS.

4. Definir uma nova estimativa para os multiplicadores de Lagrange:

κi = max
[
κ0i

, ke ‖d0‖2] (B-47)

sendo ke > 0.

5. Fazer b igual a b0 e retornar ao passo 1.

A aproximação inicial e o reińıcio da Hessiana da função Lagrangeana

são controlados pelos mesmos parâmetros utilizados pelo algoritmo de Pro-

gramação Quadrática Seqüencial.
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B.9
Algoritmos de Otimização para Análise de Confiabilidade

Vários algoritmos de otimização, além dos já vistos SQP e IP, podem

ser usados no solução do problema de confiabilidade estrutural (apresentado

no caṕıtulo 4). O esforço principal nos métodos de análise de confiabilidade

está em achar o ponto de distância mı́nima da superf́ıcie de falha à origem. O

mesmo é formulado como um problema de otimização restringida e pode ser

escrito como:

minimizar F (u)

sujeito a G(u) = 0
(B-48)

onde F (u) = 1/2uTu é a função objetivo e G(u) é a função de estado limite

no espaço normal padrão. Assume-se que a restrição G(u) = 0 é cont́ınua e

diferenciável.

Em Liu & Der Kiureghian [46], Haukaas [31], Haukaas & Der Kiu-

reghian [32] este assunto é abordado em detalhes.

B.9.1
Algoritmo (Hasofer–Lind–Rackwitz–Fiessler) HLRF

Este método, originalmente proposto por Hasofer e Lind [30] para análise

de confiabilidade de segundo-momento e depois estendido por Rackwitz e Fi-

essler [64] para incluir informação de distribuição, é atualmente o método mais

usado para resolver o problema de otimização em confiabilidade estrutural.

A equação (B-5) é reescrita aqui para o problema enunciado na eq. (B-

48):

uk+1 = uk + tkdk (B-49)

onde tk = 1 e dk e calculado da seguinte forma:

dk =
1

|∇G(uk)|2
[∇G(uk)

Tuk −G(uk)
]∇G(uk)

T − uk (B-50)

HLRF com Busca Linear

O método HLRF foi posteriormente aperfeiçoado por Zhang & Der

Kiureghian de maneira a executar uma busca linear determinando assim o

tamanho do passo a ser utilizado em (B-49). A busca linear pode ser qualquer

um dos procedimentos mostrados na seção B.5, Zhang & Der Kiureghian

propuseram a seguinte função para a determinação de tk:
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p(u) =
1

2
‖u‖2 + c|G(u)| (B-51)

onde c é uma parâmetro de penalidade que satisfaz a seguinte equação:

c ≥ ‖u‖2

‖∆G(u)‖ (B-52)

e tk é determinado como o mı́nimo da função unidimensional p(t) = p(uk+tdk).

B.10
Implementação

Os algoritmos IP/SQP foram implementados em linguagem C++ a partir

dos códigos utilizados por Parente [58], sendo a maioria das rotinas transcritas

de C e outras modificadas de acordo com a adaptação do programa aos

demais módulos. Os demais algoritmos estão implementados seguindo a mesma

filosofia.
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