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Resumo. This work presents a methodology for adaptive generation of 2D and 3D finite-
element meshes using geometric modeling with multi-regions and parametric surfaces. The
adaptive strategy adopted in this methodology is based on independent refinements of curves,
surfaces and solids. Initially, the model’s curves are refined using a binary-partition
algorithm in parametric space. The discratizetion of these curves is used as input for the
refinement of adjacent surfaces. Surface discretization is also performed in parametric space
and employs a quadtree-based refinement coupled to an advancing-front technique for the
generation of an unstructured triangulation. These surface meshes are used as input for the
refinement adjacent volumetric domains. Volume discretization combines an octree
refinement with an advancing-front technique to generate an unstructural mesh of tetrahedral
elements. In all stages of the adaptive strategy, the refinement of curves, surface meshes and
solid meshes is based on estimated numerical errors associated to the mesh of the previous
step in the adaptive process. In addition, curve and surface refinement takes into account
metric distortions between parametric and Cartesian spaces and high curvatures of the
model’s geometric entities. The adaptive strategies are implemented in two different modelers
which are responsible for the creation of a geometric model with multi-regions, where for
case 3D the curves and surfaces are represented by NURBS.
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1. INTRODUCAO

Em simula¢des numéricas usando o Método dos Elementos Finitos (MEF) dois
importantes aspectos que devem ser considerados sdo a gera¢do automadtica da malha de
elementos finitos do modelo e a defini¢cdo do nivel de refinamento associado a esta malha.
Este refinamento precisa ser tal que a densidade dos elementos gerados varie conforme o
gradiente da solug@o obtida. Nesse contexto, técnicas adaptativas sdo procedimentos usuais
que ajudam a definir estes aspectos.

Algumas estratégias t€m sido propostas para determinar estes aspectos de forma
eficiente. Em um trabalho apresentado anteriormente por Cavalcante-Neto [1], onde ¢&
proposta uma estratégia auto-adaptativa para problemas bidimensionais, envolvendo a geracao
de malhas e métodos adaptativos. Outros trabalhos tém sido propostos considerando o0 mesmo
problema através de diferentes enfoques, como, por exemplo, o grupo de Mark Shephard [9]
da Rensselaer Polytechnic Institute, USA. Entretanto, a andlise adaptativa 3D ¢é mais
complicada, porque necessita gerar malhas volumétricas através de estimadores de erro que
considerem o efeito tridimensional, o que € uma tarefa complicada e aberta a novas pesquisas.
Portanto, pesquisas tém sido feitas para desenvolver métodos e algoritmos capazes de resolver
o problema para o caso 3D. Cavalcante-Neto propds em outro trabalho [4] uma técnica de
geracdo de malhas volumétricas compostas por tetraédros para regides de dominios
arbitrarios. Combinando esta técnica com a implementacdo de estimadores de erro em 3D foi
desenvolvido um protétipo para a geragdao adaptativa de malhas tridimensionais. Mas nesse
trabalho o processo adaptativo ndo estd sendo feito de forma automatica, pois as malhas eram
geradas independentemente do estimador de erro, necessitando dessa forma, gerar as novas
malhas através da interven¢ao do usudrio. Além disso, ndo se tratava problemas com multi-
regides de forma eficiente e superficies paramétricas nao eram consideradas (o que € uma
tarefa essencial em diversos tipos de simulacdes).

Mackerle [6] divulgou uma exaustiva coleta de artigos publicados sobre estimativa de
erro e adaptatividade em elementos finitos, desde 1990 até 2000. Nesse trabalho, Mackerle
apenas comenta os tipos de estimadores de erro e os processos adaptativos ja existentes, bem
como as suas vdarias aplicagdes, fornecendo posteriormente uma vasta lista de artigos
relacionados a cada tépico referente ao processo adaptativo.

O presente trabalho tem o propésito de apresentar um novo processo adaptativo para a
geracdo auto-adaptativa de malhas de elementos finitos em 2D e 3D, usando um modelador
geométrico considerando multi-regides e superficies paramétricas. O processo adaptativo €
baseado no refinamento independente de curvas, superficies e sélidos. Entende-se por
processo adaptativo todos os itens necessdrios para se refinar uma malha de elementos finitos,
conforme a estimativa de erro adotada com a menor interferéncia possivel do usudrio. Dentro
desse contexto estdo a técnica de estimativa de erro adotada (residuos, normas de energia,
etc), a estratégia adaptativa (h, r, p, h-p, etc) e técnicas de geracdo de malhas (decomposi¢ao
espacial recursiva, avango de fronteira, etc).

Inicialmente, todas as curvas do modelo sdo refinadas no seu espago paramétrico,
através de consideracdes geométricas e de erro numérico, usando uma técnica de
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decomposicdo bindria de curva, com base em uma estrutura de dados do tipo binary-tree. A
discretizagdo das curvas € usada como parametro de entrada para o refinamento das
superficies adjacentes. A discretizagdo das superficies € também construida no espaco
paramétrico e aplica o refinamento de uma quadtree auxiliar, que é usada para guardar as
distorcdes métricas entre os espacos paramétrico e cartesiano. Essa quadtree € utilizada pela
técnica de avango de fronteira para a geracdo de malhas triangulares ndo estruturadas na
superficie [7]. Estas malhas de superficies sdo usadas como dados de entrada para o
refinamento dos dominios volumétricos adjacentes. A discretizacdo do volume combina uma
técnica de decomposicdo espacial recursiva, usando uma estrutura de dados do tipo octree
com uma técnica de avango de fronteira ([4]) para gerar malhas de elementos finitos nao-
estruturadas com elementos tetraédricos.

Em todos os estdgios do processo adaptativo proposto, o refinamento das curvas, das
malhas de superficie e das malhas sélidas sao baseados nos criterios geométricos das curvas e
superficies na estimativa de erro numérico da malha existente do passo anterior do processo
adaptativo.

Tanto as informacdes de erro numérico quanto as baseadas em criterios geométricos
sdo guardadas em uma tnica estrutura de dados que engloba todo o modelo. Estrutura esta
chamada de octree global, que facilita os procedimentos de busca.

2. PROCESSO ADAPTATIVO PROPOSTO

A estratégia adaptativa utilizada neste trabalho € a do tipo & com estimativa de erro a-
posteriori. Os métodos de suavizacao de respostas (estimativa de resposta “melhorada”), sdo o
Z2-HC [10], baseado na média nodal, e o SPR [11-12], baseado em recuperacao de patches. A
técnica de geracao de malhas é baseada em Decomposicdo Espacial Recursiva e Avanco de
Fronteira, usando os algoritmos desenvolvidos por Cavalcante-Neto [4] e Miranda e Martha
[7], mas com uma nova abordagem da técnica de Decomposicdo Espacial Recursiva, pois as
estruturas de dados do tipo quadtree (2D) e octree (3D) ndo t€m mais apenas a fungao de
gerar pontos no interior do dominio. Nas versdes anteriores, essas estruturas de dados eram
utilizadas para cada regido do dominio (sub-dominio) de forma independente (uma estrutura
por regido). A partir deste trabalho, estas estruturas sdo globais, isto €, existe apenas uma
estrutura quadtree ou octree para gerenciar o processo de geracao adaptativa de malhas de um
modelo (mesmo que tenha vdrias regides). Além disso, estas estruturas agora sao responsaveis
pelo refinamento das curvas e superficies, além de controlar o tamanho dos elementos que sdo
gerados no dominio. A figura 1 mostra o fluxograma do processo adaptativo apresentado neste
trabalho.

Considera-se que existe um modelador geométrico associado ao ambiente de geracao
adaptativa de malhas de elementos finitos. O modelo geométrico plano tem uma descri¢ao
topoldgica dos vértices, curvas e regides planas, assim como uma descricio geométrica
associada, que consiste das coordenadas dos vértices e representacdo matemadtica das curvas.
Em 3D, a descri¢do topoldgica envolve vértices, curvas, superficies e regides; e a descri¢ao
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geométrica também considera a representacdo matemadtica das superficies. Tanto no caso
plano quanto no tridimensional o modelo pode conter varias regides. Neste ambiente, 0s
atributos da simulacdo, tais como propriedades de materiais, cargas e restricdes de suporte,
estdo associados as entidades geométricas. Dessa forma, as entidades da malha de elementos
finitos (nds e elementos) recebem automaticamente os atributos das entidades geométricas que
estdo associadas. Com isso, pode-se regerar as malhas sem que os atributos sejam perdidos.
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Figura 1 Fluxograma do novo processo adaptativo (2D e 3D).

A razdo de erro de cada elemento e as curvaturas das curvas e superficies vao definir
os tamanhos dos novos elementos que serdo gerados no proximo passo do processo
adaptativo. A distribui¢@o espacial do tamanho dos novos elementos é armazenada em uma
estrutura de dados global do tipo octree (3D) / quadtree (2D).

A idéia de se utilizar essas técnicas de decomposi¢do espacial recursiva para
armazenar a distribui¢cdo espacial dos tamanhos dos elementos em um processo de geracdo de
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malhas de elementos finitos ndo € nova. Cavalcante-Neto [4] e Miranda [7] lancaram esta
idéia. A novidade apresentada € o fato de a octree / quadtree ser global, isto €, uma tunica
estrutura de dados € criada para todo o modelo, mesmo que ele tenha varias regides. Nos
trabalhos citados uma octree / quadtree era gerada para cada regido do modelo. Além disso, a
octree / quadtree global contém as informacdes sobre os tamanhos dos elementos necessarios
para reduzir o erro de discretizagdo (adaptatividade numérica) e sobre os tamanhos dos
elementos necessdrios para modelar adequadamente as curvaturas de curvas e superficies
(adaptatividade geométrica).

Uma vez obtida a octree / quadtree global levando em conta o erro numérico e as
curvaturas de curvas e superficies, o passo seguinte ¢ a geracdo da malha de elementos finitos
propriamente dita. A geracdo de malhas é feita por regides e parte da discretizagdo das curvas
para gerar as malhas de superficie no caso 3D e das malhas de dominio no caso 2D. No caso
3D, a geragdo da malha sélida de uma regido depende da discretizacdo das suas curvas e
superficies de bordo.

A necessidade de ordenar a discretizacdo comecando pelas curvas, passando pelas
superficies e finalizando com as regides se deve a dois motivos. Primeiro, por se adotar uma
técnica de Avanco de Fronteira, que parte do contorno discretizado de cada regido. Segundo, a
discretizagdo prévia das fronteiras das regides forca a compatibilidade entre as malhas das
regioes.

Nas secdes posteriores serd feita referéncia apenas para o caso 3D, pois em varios
passos do processo a implementagdo em 2D € andloga a de 3D. O caso 2D apenas serd
referenciado quando for necesario, quando a analogia entre os dois casos nao for valida.

2.1. Construcao da octree global baseada no erro numérico

O primeiro cubo da octree global € incializado com a menor dimensao que é capaz de
envolver completamente o modelo

Apoés se inicializar a octree global, calcula-se, de acordo com o volume de cada
elemento e com a razdo de erro associada a ele, o tamanho caracteristico que serd associado ao
seu centro geométrico. Este tamanho caracteristico serd usado no refinamento da octree
global.

Isto € feito sudvidindo-se recursivamente a célula que contém o centro geométrico de
cada elemento até que seu tamanho seja menor ou igual ao tamanho caracteristico do elemento

2.2. Refinamento da octree global baseado na geometria das curvas

Trés parametros devem ser adotados para se usar a adaptatividade geométrica, de
tal forma que os trechos das curvas que apresentarem maior curvatura serdo mais
refinados. Este fato também se torna muito importante para adaptatividade baseada em erro
numérico, pois, em geral, s3o justamente estes trechos que normalmente apresentam grande
gradiente da resposta.

Desses parametros, dois sdo dependentes do comprimento total da curva: o
comprimento maximo (dyax) € o comprimento minimo (dvn) de uma subdivisdo da
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curva. O outro parametro é angular. Ele serve para evitar que trechos de curvas que tenham
curvaturas acentuadas ndo sejam discretizadas, pois para o caso em que dois pontos estejam
em lados contrdrios a curvatura o parametro dyyn pode falhar, fazendo com que estes trechos
nao sejam refinados. A figura 2 abaixo ilustra a importancia da adaptatividade geométrica na
simulacdo de problemas de engenharia.

© @

Figura 2. (a) Tubo com pressdo interna, (b) Malha grosseira do modelo do tubo, (c) resultado do 1° passo do
processo adaptativo usando apenas critérios baseados na estimativa de erro e (d) resultado do 1° passo do
processo adaptativo usando os critérios de estimativa de erro e os critérios geométricos.

2.3. Refinamento da octree global baseado na adaptatividade geométrica das
superficies

No caso 3D, um ponto muito importante que deve ser considerado € a geracdo de malhas
em superficies de forma arbitrdria, levando em consideragc@o a curvatura das mesmas. Desta
forma, apés o refinamento da octree global considerando os critérios da andlise de erro e
usando-se os critérios da adaptatividade geométrica das curvas, deve-se refinar a octree global
considerando também as curvaturas das superficies. Para tanto, usou-se neste trabalho o
algoritmo desenvolvido por Miranda e Martha [7], que foi uma extensao da técnica de geracao
de malhas proposta por Cavalcante-Neto [2,3].

Nesse algoritmo a malha é gerada no espaco paramétrico da superficie, mas angulos e
distancias sdo calculados no espaco Cartesiano 3D. Dessa forma, os elementos finitos podem
ser distorcidos no espago paramétrico. Mas quando sdo mapeados ao espaco Cartesiano
devem apresentar boa razdo de aspecto. O algoritmo usa um mapeamento de métrica
desenvolvido por Tristano [8] para obter distncias e angulos corretos entre os dois espagos.

Este trabalho mantém a idéia de Miranda e Martha [7] de utilizar a quadtree auxiliar das
superficies para guardar as informagdes de métricas. Uma alternativa seria guardar essas
informagdes na octree global. Entretanto, se teria dificuldade em saber que informagdes
estariam associadas a quais superficies, quando uma mesma célula da octree global contivesse
trechos de mais de uma superficie. Por esta razdo cria-se a quadtree auxiliar, mas os valores
dos tamanhos caracteristicos 7 que controlam os tamanhos dos elementos a serem gerados na
malha de superficie, continuam sendo guardados na octree global.
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A figura 3 ilustra a importancia de se considerar a curvatura da superficie na geracio de
malhas. A figura 3.a mostra uma malha sem considerar as curvaturas das curvas de bordo e da
superficie. A figura 3.b mostra a quadtree auxiliar construida para realizar a adaptatividade
geométrica da superficie e a figura 3.c mostra a malha quando se considera a curvatura.
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Figura 3. Exemplo de uma malha em uma superficie 3D: (a) sem considerar informagdes sobre curvaturas; (b)
quadtree auxiliar construida para realizar a adaptatividade geométrica da superficie da figura (c) e (c) malha da
superficie apds se considerar as suas curvaturas (Lira [5]).

2.4. Refinamento da octree global para forcar minima disparidade de tamanho

Em seguida a octree € refinada para manter, entre duas células vizinhas, apenas um
nivel de diferenca de profundidade na decomposicdo recursiva, evitando uma ma transi¢ao
entre os elementos da malha a ser gerada. A figura 4 mostra um exemplo bidimensional com
este ajuste, onde as células marcadas em “x” serdo refinadas conforme este critério.

(@) (b)

Figura 4. (a) quadtree inicial sem refinamento que forca a diferenca minima entre as células, (b) quadtree final
com refinamento adicional que forca a diferenga minima entre as células.
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A figura 4, também mostra a capacidade que o algoritmo tem de tratar modelos com
multiregides, pois as regides em cor mais escura, sao regides com propriedades diferentes das
de cor mais clara. Isto é muito importante para tratar modelos que possuam caracteristicas
diferentes em regides diferentes, tal como: relagdes constitutivas, propriedades térmicas,
espessura, etc.

2.5. Refinamento das curvas

Ap6s a construcdo da octree / quadtree global, o passo seguinte é refinar as curvas do
contorno do modelo. Isto € feito através da técnica de Decomposicdo Espacial Recursiva
bindria (binary-tree) da curva. Desta vez, as novas subdivisdes das curvas serdo as
subdivisdes finais do passo corrente do processo adaptativo, pois agora a octree / quadtree
global ja contém todos os parametros necessarios a execucao da discretizacdo das curvas.
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Figura 5. Refinamento de uma curva reta usando a Decomposi¢ao Espacial Recursiva bindria (binary-tree).

A decomposi¢do recursiva bindria € descrita a seguir. Caso o tamanho da curva seja
maior que o tamanho da célula da octree global em que o centro da curva estd, a curva serd

z

dividida pela metade. O processo € repetido para as duas metades restantes e assim
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sucessivamente até que o critério acima nao seja atendido. A figura 5 ilustra esta técnica para
uma curva reta em 2D. A quadtree no trecho é mostrada tracejada. No inicio (Refinamento 0),
a curva tem um unico segmento de subdivisdo, que abrange todo o seu comprimento. No
passo seguinte (Refinamento 1), a curva € dividida em dois segmentos iguais. No terceiro
passo (Refinamento 2), os dois segmentos sdo divididos em outros dois. No passo seguinte
(Refinamento 3), apenas os segmentos da parte da direita sdo divididos. Finalmente, no tltimo
passo (Refinamento 4) somente o dltimo segmento € dividido pela metade.

2.6. Discretizacao das superficies

No caso 2D, apds o refinamento das curvas, como a quadtree global ja estd gerada e
contendo as informagdes necessdrias para definir o tamanho dos elementos gerados na malha
de superficie, parte-se para a geragao das malhas nas regides planas. O algoritmo adotado para
gerar a malha de elementos triangulares em uma regido plana € uma versdo simplificada do
algoritmo de geracdo de malhas volumétricas que é descrito na préxima se¢do. Por isto, o
algoritmo 2D nio serd descrito aqui. A guadtree global € utilizada para definir o tamanho dos
elementos gerados.

No caso 3D, o algoritmo de geracdo de malha em uma superficie ¢ semelhante ao
algoritmo de geragdo em uma regido plana. Isto porque a geracdo € feita no espago
paramétrico bidimensional da superficie. A principal diferenca € que os tamanhos dos
elementos gerados ficam definidos pela octree global. Além disto, para compensar as
distorcdes entre as métricas (angulos e distancias) dos espacos paramétrico e cartesiano 3D,
uma estrutura de dados do tipo quadtree auxiliar da superficie € utilizada. O procedimento
para a criacdo da quadtree auxiliar € andlogo ao que foi descrito para a discretizagdo das
curvas: o tamanho das células da quadtree auxiliar € ditado pela octree global, que ja foi
refinada considerando critérios de adaptatividade geométrica e numérica.

Uma vez gerada a quadtree auxiliar, o algoritmo de geracdo de malhas de superficie
segue o que estd descrito no trabalho de Miranda e Martha [7] que, como foi dito, € uma
versao simplificada do algoritmo de geracdo 3D [4].

2.7. Algoritmo de geracao de malhas volumétricas

O algoritmo utilizado estd descrito em detalhes no artigo de Cavalcante-Neto et al [4]
e tem trés requisitos basicos.

Primeiramente, o algoritmo deve produzir elementos de boa forma, evitando elementos
com apectos ruins. Apesar do algoritmo ndo garantir limites nos aspectos de forma dos
elementos, sdo tomados os cuidados necessarios a cada passo para gerar os elementos com a
melhor forma possivel.

O segundo requisito € que o algoritmo deve gerar uma malha que se conforme com a
malha triangular no contorno da regido. Isto € importante em varios contextos, como por
exemplo em propagacdo de trincas, pois permite que a geracdo de uma nova malha ocorra
localmente em uma regido proxima a uma trinca se propagando, ou seja, um numero
relativamente pequeno de elementos proximos a trinca podem ser removidos criando um
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vazio na malha; outra aplica¢do, de interesse direto deste trabalho, € na simulagdo de
problemas com a adaptatividade, onde apés uma andlise de erro realizada, pode-se remover
apenas uma parte localizada da malha, gerando-se igualmente um vazio na mesma e
conseqiientemente a necessidade de geracdo de novos elementos que se conformem com os
outros elementos remanescentes da malha anterior e que atendam aos critérios de erro pré-
estabelecidos.

O terceiro requisito do algoritmo é que ele tenha a capacidade de criar uma boa
transicdo entre regides com elementos de tamanhos varidveis. Esse requisito também ¢&
importante no contexto de propagacao de trincas e na andlise adaptativa, pois nestas situacoes,
dependendo do gradiente de tensdes, € necessario que se gerem maiores elementos em uma
regido do que em outra. Porém essa transi¢cdo deve ser suave, do contrdrio podem ocorrer
problemas numéricos.

2.8. Consideracoes relevantes do processo adaptativo

A idéia central do processo adaptativo em 3D é a criacdo de uma estrutura octree
global para armazenar a distribuicdo espacial dos tamanhos caracteristicos dos elementos
finitos que serdo gerados em cada passo do processo. Esta estrutura € construida em trés
passos, levando em conta o erro numérico (primeira etapa), curvatura das curvas (segunda
etapa) e curvatura das superficies (terceira etapa). A octree final de cada passo do processo
adaptativo € utilizada para discretizar curvas, superficies e regides (geracdo da malha).

Para se levar em conta as curvaturas das superficies constréi-se uma primeira versao
de uma estrutura quadtree auxiliar para cada superficie, seguindo o procedimento proposto
por Miranda e Martha [7] . Ocorre que para se criar a quadtree auxiliar € preciso partir de um
refinamento das curvas de bordo da superficie. Por isso, € necessario, fazer um refinamento
prévio das curvas, que leva em consideracdo o erro numérico (informacao contida na octree
global inicial) e as curvaturas das curvas. Esse refinamento prévio de curvas ndo é utilizado
para a discretizacdo final das curvas, pois neste estidgio ainda ndo se levou em conta as
curvaturas de todas as superficies na construcao final da octree global.

Por outro lado, a primeira versao da quadtree auxiliar de cada superficie ndo levou em
conta o erro numérico no interior da superficie e a influéncia das outras superficies. Por isso
esta versdo € descartada sem que se gere uma malha na superficie. Ela é apenas utilizada para
refinar a octree global considerando a curvatura de cada superficie. Somente apds a
constru¢do da octree global e de se obter a discretizagdo final das curvas é que se cria a
quadtree auxiliar final de cada superficie. Esta versdo final € utilizada para discretizar a
superficie.

3. EXEMPLOS

Para validar o processo adaptativo proposto sdo apresentados trés exemplos. Um
bastante conhecido e com solucdo analitica conhecida, outro analisado por A. Merrouche [1] e
o terceiro foi idealizado pelos autores deste trabalho. No primeiro e no terceiro exemplo os
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* « L, . . .
erros correntes de cada malha (77 ), que serve como critério de parada, foram adotados iguais

5%. No segundo exemplo usou-se, conforme A. Merrouche 7" =8%. Sé foram utilizados
elementos quadraticos. O processo adaptativo € interrompido quando o erro relativo corrente
for menor ou igual que o erro relativo maximo (77 <n )

E importante enfatizar que as comparagdes feitas nesse trabalho tém apenas o intuito
de mostrar o aspecto das malhas com os resultados do processo adaptativo conforme a
evolucdo do processo, mostrando também o comportamento do critério de convergéncia para
todos os casos. Portanto, ndo cabe avaliar, através dos resultados, qual método € mais
eficiente ou rapido, pois em alguns exemplos ndo se sabe qual foi a técnica de geracao de
malha, nem o método de suavizacdo e nem o critério de erro adotado pelos outros autores, nao
conseguindo, desta forma, compatibilizar as caracteristicas iniciais do problema: nimero de
nés (NN), nimero de elementos (NE) e o nimero de graus de liberdade (GDL). Além disto,
qualquer alteracdo na discretizacdo das curvas do modelo resultardo em malhas diferentes,
mesmo que as condicdes inciais tenham sido compativeis.

Nas ultimas malhas de todos os exemplos apresentou-se, apenas por motivos
ilustrativos, as malhas seguintes caso o critério de convergéncia nao tivesse sido atingido no
passo anterior do processo adaptativo.

3.1. Viga curta em balanco

O primeiro exemplo é uma viga curta em balanco, fixa em uma extremidade e
submetida a uma pressao tangente distribuida vertical na sua extremidade livre. Este problema

também foi analisado por Cavalcante-Neto [4]. Adotou-se o valor de ° = 5%, considerando

para a solugdo deste problema mdédulo de elasticidade E =1 e coeficiente de Poisson v =0.3

A figura 6 mostra as caracteristicas do problema.
z

T facex=0,u=0

|
|
1
|
|
facey =0, | Y face y
| 1
|
|
|

u=v=w=0v\
1.0

X

Figura 6. Viga curta em balanco.

A figura 7 mostra o aspecto das malhas para cada passo do processo adaptativo com os
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elementos quadriticos (TETRA10) e com as suas caracteristicas, nimero de nds (NN),

nimero de elementos (NE) e graus de liberdade (GDL).

STSZSA
awaw|
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X
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(b) NN = 3921, NE = 2240
GDL =10304, 7 =3.18 %

(a) NN =599, NE =336
GDL=1604, 7 =7.48 %
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p ¥
o

=

A=A

=

(c) Aspecto final da malha

Figura 7. Exemplo 1 com TETRA10: malha inicial (a), malhas seguintes (b,c).

A tabela 1 compara os resultados obtidos para o caso quadrético deste trabalho com os de

Cavalcante-Neto.
Tabela 1. Comparagdo dos resultados do exemplo da viga curta em balango 3D.
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Na tabela 1 a primeira coluna contém os nimeros correspondentes ao passo do
processo adaptativo e os dados com as caracteristicas das malhas.
Percebe-se que no processo adaptativo proposto os valores de 77 obtidos a cada passo

sao menores do que os obtidos por Cavalcante-Neto [4]. Porém o nimero de elementos é
maior. Portanto, como as caracteristicas iniciais ndo foram equivalentes, ndo se pode afirmar
com certeza em qual caso se obteve a convergéncia de forma mais rapida.

3.2. Sélido com cavidade cilindrica

O segundo exemplo é um sélido com uma cavidade cilindrica, submetida a uma
pressao axial. Este problema também foi analisado por A Merrouche [1], adotando o valor de

7" =8%, considerando para a solugdo deste problema mdédulo de elasticidade E=1
coeficiente de Poisson v = 0.3 A figura 8 mostra as caracteristicas do problema.

N

face z = 100,
w=v=u=0

100

P=1

Figura 8. Sélido com cavidade cilindrica.

Para este exemplo foram necessarios dois passos do processo adaptativo. A Merrouche
obteve convergéncia apds cinco passos.

A figura 9 mostra o aspecto das malhas para cada passo do processo adaptativo com os
elementos quadraticos (TETRA10) e com as suas caracteristicas, nimero de nés (NN),
numero de elementos (NE) e graus de liberdade (GDL).
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(a) NN =864, NE =527 (b) NN = 5302, NE = 3230
GDL =2466, 1 =12.62 % GDL =15207, 7 =6.14 %

(c) Aspecto final da malha

Figura 9. Exemplo 2 com TETRA10: malha inicial (a), malhas seguintes (b,c).

Este exemplo mostra bem que, apesar da segunda malha do processo adaptativo (figura
9.b) ja atender o critério de convergéncia adotado, a malha seguinte (figura 9.c) é bem mais
refinada.

A tabela 2 compara os resultados obtidos para o caso quadratico deste trabalho com os
de A Merrouche.

Tabela 2. Comparagio dos resultados do exemplo do sélido com uma cavidade cilindrica.

864
527
2466
12.62 %
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No trabalho de A Merrouche, sé sao apresentados os nimeros de elementos e o erros
correntes 77 correspondentes ao passo inicial e final. No ultimo passo os valores obtidos
foram os seguintes: NE =26643 e 17 =7.50% .

Como as caracteristicas iniciais ndo foram equivalentes, ndo se pode afirmar em qual
caso se obteve a convergéncia de forma mais rapida.

3.3. Portico misto 3D

O terceiro exemplo € um poértico misto, composto por trés barras, sendo cada barra
composta de um material diferente. O pdrtico € uniformemente carregado em uma
extremidade e preso em outra. Como o exemplo tem apenas a finalidade de mostrar a
aplicabilidade do processo adaptativo para problemas com multiregides, adotaram-se
propriedades hipotéticas paras os materiais. Sendo assim, atribui-se os seguintes valores para
os médulos de elasticidade: E, =1, E, =2 e E, =3 e os seguintes valores para os coeficientes

de Poisson v, =0.2, v, =0.3 e v;=0.4. As dimensdes, as condi¢cdes de contorno e atributos

do problema sdo mostrados na figura 10. Adotou-se o valor de 7° =5%.

1

5

barra 2

barra 3

Figura 10. Pértico misto. 3D

Para este exemplo foram necessdrios trés passos do processo adaptativo.

A figura 11 mostra o aspecto das malhas para cada passo do processo adaptativo com
os elementos quadréticos (TETRA10) e com as suas caracteristicas, nimero de ndés (NN),
nimero de elementos (NE) e graus de liberdade (GDL).
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(c) NN =18901, NE = 11629 (d) Aspecto final da malha
GDL = 55365, 7 =2.67 %

Figura 11. Exemplo 3 com TETRA10: malha inicial (a), malhas seguintes (b,c,d).

4. CONCLUSOES

Neste trabalho utilizou-se as malhas nao-estruturadas, pois elas se adequam melhor a
dominios arbitririos.

O processo adaptativo desse trabalho estd fundamentado no refinamento independente
de curvas, superficies e sélidos, usando uma estimava de erro a-posteriori baseada em normas
de erro numérico, métodos de suavizacdo do tipo Z2-HC [10] e SPR [11-12] e usando, de
forma hierdrquica, técnicas de geracao de malha de Avanco de Fronteira com uma fungdo de
espacamento nodal baseado em Decomposicao Espacial Recursiva binary-tree (1D), quadtree
(2D) e octree (3D). Foi tomado como referéncia o trabalho apresentado por Cavalcante-Neto
[2-4]

Foi estendida a fun¢do da técnica de Decomposi¢cdo Espacial Recursiva (quadtree ou
octree) para o refinamento do dominio, o que foi uma das principais contribui¢cdes deste
trabalho. Agora, além de garantir a boa transi¢do entre os elementos da malha, esta estrutura
guarda as informacgdes da razdo de erro, que sdo obtidas do resultado de andlise de elementos
finitos. Além disso, diferentemente dos trabalhos anteriores, a quadtree / octree é global e
unica para todo o modelo. Portanto, para refinar as curvas, basta apenas consultar as
informacdes guardadas na octree / quadtree global.

Outra contribuicdo deste trabalho consiste no fato de se fazer todo o processo
adaptativo baseado no erro numérico, mas obedecendo a geometria do modelo através da
utilizacdo da adaptatividade geométrica de curvas e superficies. Os parametros da
adaptatividade geométrica para as curvas sdo definidos por trés varidveis: tamanho minimo
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(dvv) € tamanho maximo (dyax) de um segmento de subdivisdo e uma tolerancia angular
(angror). Conforme o preenchimento destas varidveis, tem-se um nivel diferente de
refinamento para as curvas, porém os trechos de maior curvatura geralmente sdo mais
refinados.

Através do uso da octree / quadtree global o processo adaptativo para modelos com
multi-regides (vide exemplo 3) fica facilitado, pois as malhas de superficie e volumétricas
(3D) sao geradas individualmente para cada regido, usando-se a octree / quadtree global como
unico parametro de controle do tamanho dos elementos que sdo gerados nas malhas no
decorrer do processo adaptativo.

Como resultado final, este trabalho sintetizou varios trabalhos anteriores em um
produto final, onde automatizou-se o processo de geracao de malhas adaptativas em 2D e 3D.
De tal forma que os tunicos dados de entrada para se realizar tal processo sdo o modelo
geométrico, seus atributos e as suas respectivas malhas iniciais associadas. Uma vez feita a
andlise de elementos finitos de cada passo do processo, o algoritmo refina as regides em que
ocorrem altos gradientes de desposta e “desrefina” regides em que o refinamento existente €
desnecessario. Para ilustrar este fato e a eficicia do método, apresentou-se trés exemplos,
onde foi possivel verificar que todos os requisitos necessarios para validar tal procedimento
adaptativo foram atendidos.
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