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Resumo. Este trabalho apresenta quatro modelos que consideram o efeito do encruamento no 
tamanho e na forma de zonas plásticas à frente de trincas. Duas dessas formulações são 
baseadas na idéia de Irwin, que corrige o tamanho da zona plástica apenas na direção paralela à 
trinca, por haver tensões infinitas na sua ponta e tensões maiores do que a resistência ao 
escoamento dentro da zona plástica original. Os outros dois modelos são propostos com base na 
formulação de Rodriguez, que considera a correção das zonas plásticas em outras direções. 
Rodriguez analisou uma placa infinita e considerou apenas materiais perfeitamente plásticos, 
mas usou as tensões derivadas da função completa de tensão de Westergaard, em vez daquelas 
geradas apenas a partir do Fator de Intensidade de Tensão (FIT) para representar o campo de 
tensão em regiões próximas à ponta da trinca. As zonas plásticas normalizadas obtidas dessa 
forma simplificada ficam insensíveis à relação entre a tensão nominal e a resistência ao 
escoamento, e não reproduzem toda a física deste problema. As zonas plásticas obtidas pelos 
modelos propostos incluem este importante efeito, e são comparadas com os resultados obtidos 
por Rodriguez e com resultados experimentais apresentados por Tay et al (1995). 
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1 INTRODUÇÃO 

Interessado em estudar os efeitos de entalhes sobre o comportamento mecânico de 
componentes estruturais, Charles Edward Inglis (1913) modelou o campo de tensões 
linear elástico numa placa infinita com um furo elíptico. Como o Fator de Concentração 
de Tensões desta placa tende ao infinito, Kt = σmax/σn → ∞, quando o raio da ponta do 
entalhe tende a zero, ρ → 0, o campo de tensões em torno trincas possui uma  
singularidade característica desta formulação matemática, que o impede de ser usado em 
problemas de análise de tensão convencionais, onde se compara a tensão máxima com a 
resistência ao escoamento do material. Foi Alan Arnold Griffith (1920) quem resolveu o 
problema desta singularidade, mostrando que as trincas só se propagam se obedecerem 
à lei da conservação de energia, dando início assim à chamada Mecânica da Fratura 
(MF) moderna. 

Por conveniência a MF pode ser separada em Mecânica da Fratura Linear Elástica 
Mecânica da Fratura Elastoplástica (MFEP). A MFLE só é válida quando enquanto a 
perturbação no campo elástico à frente da ponta da trinca (zona plástica, zp) é pequena 
(Dowling et al, 1977). Caso contrário, é necessário usar a MFEP, que tem como 
parâmetros representativos a integral J e a abertura de ponta de trinca, CTOD. 

A MFLE pode ser usada quando a quantidade de material plastificado em torno da 
ponta da trinca é pequena em relação às dimensões do resto da peça, que permanece 
elástico. Irwin usou uma função complexa de tensão de Westergaard para representar o 
campo de tensão, e intoduziu os Fatores de Intensidade de Tensão (FIT) KI, KII e KIII 
para caracterizar a severidade do campo de tensões em torno da ponta das trincas na 
MFLE quando solicitadas em modo I, II ou III, respectivamente. Todavia, o campo de 
tensões gerado a partir dos FIT só é correto muito próximo da ponta das trincas. 

Usando as tensões geradas a partir de KI, a tensão de Mises como critério de 
escoamento, e igualando-a  à resistência ao escoamento SE, Irwin obteve a primeira 
estimativa para o tamanho da zp na direção do plano da trinca; e depois a corrigiu 
considerando o equilíbrio das tensões limitadas a SE dentro da zp. Kujawski e Ellyin 
(1986) propuseram considerar o efeito do encruamento na zp usando dois tipos de 
relação constitutiva: a lei de potência e a relação de Ramberg-Osgood. Em ambos os 
modelos, no entanto, eles também usaram o FIT para descrever o campo de tensão. 

Rodriguez (2007) usou a função completa de Westergaard para descrever o campo de 
tensão em uma placa infinita com uma trinca centrada (gerando assim um campo de 
tensões LE que satisfaz todas as suas condições de contorno, logo é válido em toda ela e 
não apenas muito próximo da ponta da trinca); e o usos para estimar a influência da 
tensão nominal no tamanho e na forma da zp. Ele também adaptou a idéia de Irwin 
(1956) para evitar a singularidade na ponta das trincas, corrigindo toda a fronteira das 
suas zp, não se limitando a estimá-la apenas no plano da trinca, à frente da sua ponta. 

Sousa et al (2009) usaram uma função complexa de tensão, obtida por Eftis e 
Liebowits (1972) para satisfazer de forma aproximada as condições de contorno de uma 
placa finita, para estudar os efeitos da geometria da placa no tamanho e na forma das 
zonas plásticas. Eles também apresentaram uma forma aproximada para considerar o 
efeito do encruamento, usando o modelo de Ramber-Osgood para descrever a relação 
tensão versus deformação dentro da zp. 

Este trabalho mostra quatro formas de avaliar o efeito do encruamento no tamanho 
da zp. Os dois modelos apresentados por Kujawski e Ellyin (1986) baseados no FIT, e 
dois modelos que usam a função completa de Westergaard. Nestes, um usa uma relação 
exponencial entre a tensão e a distância à ponta da trinca, e o outro usa a hipótese de 
Hutchinson, Rice e Rosengren para relacionar a deformação com a distância à ponta da 
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trinca, e o modelo de Ramberg-Osgood para relacionar tensões com deformações. Esses 
quatro modelos são comparados com os resultados experimentais apresentados por Tay 
et al (1995). 

2 ZONAS PLÁSTICAS NA MECÂNICA DA FRATURA LINEAR ELÁSTICA 

Segundo a MFLE tradicional, o campo de tensões em torno da ponta das trincas 
carregadas em  modo I pode ser obtido a partir do FIT conforme mostra a Eq. (1) 
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Irwin (1956) chegou nessas equações, partindo das seguintes relações complexas: 
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onde ( )zZ  é uma função analítica e z = x + iy um número complexo, e supondo r << a, 
onde r é a distância à ponta da trinca e a o seu tamanho. 

Sousa et al (2009) e Lopes et al (2009) explicaram a importância de se estimar 
corretamente o tamanho e a forma de zonas plásticas na validação da MFLE, pois para 
que ela seja válida é necessário que a zp seja “pequena”. Esta definição para o tamanho 
permitido para a zona plástica é portanto subjetiva, mas na prática é comum se usar o 
critério da norma ASTM E399 (2009), que trata dos ensaios de tenacidade, que assume 
válidas as previsões da MFLE quando todas as dimensões da peça trincada são maiores 
que 2.5(KI/SE)2. Todavia este critério não especifica as dimensões da zp, logo não 
clarifica quão menor que as dimensões da peça ela deve ser 

2.1 Zonas plásticas estimadas a partir do FIT 

Usando a Eq. (1) para descrever o campo de tensão expresso em coordenadas 
polares, o tamanho da zona plástica pode ser avaliado, numa primeira aproximação, 
pelo valor de r para θ = 0 no qual a componente de tensão normal ao plano da trinca σy 
se iguala à resistência ao escoamento do material SE. Dessa forma, tem-se: 
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Esta primeira aproximação zp0 pode ser grosseiramente associada a uma forma 
circular de zona plástica. Esse valor também serve como parâmetro de normalização de 
todos os cálculos de zonas plásticas que serão mostrados a seguir. A Eq. (3) estima o 
tamanho da zona plástica apenas a partir do FIT, que para o caso da placa infinita 

tracionada com uma trinca central é aK I  πσ= . Ao se usar um critério de 

escoamento, e.g. Mises, toda a fronteira da zp(r, θ) pode ser estimada por σMises(r, θ) = 
SE. Quando se assume σij = ƒ(KI, r, θ), a fronteira das zpMises(KI, r, θ) estimadas desta 
forma depende apenas do valor de KI, e não reconhece os efeitos da razão entre tensão 
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nominal e a resistência ao escoamento, σn/SE, nem tão pouco os efeitos da geometria da 
peça, que podem ser muito significativos na prática, como mostrado a seguir. 

2.2 Zonas plásticas obtidas a partir do FIT considerando o encruamento 

Kujawski e Ellyin (1986) apresentaram duas formas de considerar o efeito do 
encruamento no tamanho e na forma das zonas plásticas. A diferença básica entre elas 
está na hipótese adotada para a relação entre tensão e deformação. As duas formas 
também não variam com o ângulo θ , o que resulta em valores constantes de zona 
plástica. 

2.2.1 Encruamento Parabólico e FIT 

Essa lei adota a seguinte relação entre tensão e deformação para a fase plástica: 

n

E
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=

ε

ε
σ  (4) 

onde εE = SE/E é a deformação de escoamento, E é o módulo deelasticidade, e h é o 
expoente de encruamento. 

Ao partir da Eq. (4), Kujawski e Ellyin (1986) apresentaram a seguinte expressão 
para a estimar o tamanho das zonas plásticas: 
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2.2.2 Ramberg-Osgood e FIT 

Essa estimativa de zona plástica usa o modelo de Ramberg-Osgood para descrever a 
relação σε do material, 
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em que E é o módulo de elasticidade, n é o expoente de encruamento e β  é o 
coeficiente de encruamento. 

Partindo da Eq. (6), Kujawski e Ellyin (1986) apresentaram outra expressão para 
estimar o tamanho das zonas plásticas. 
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2.3 Zonas plásticas corrigidas usando o FIT - Irwin 

Como dito anteriormente, as zonas plásticas estimadas usando a Eq. (1) e a Eq. (2) 
não tratam adequadamente a singularidade intrínseca do modelo matemático, não 
considerando que os materiais dúcteis escoam dentro da zp, logam limitam as dentro 
dela. Irwin (1956) tratou desse problema apenas para materiais lineares perfeitamente 
plásticos (sem encruamento) com o valor do ângulo fixo em ( )0=θ . A Figura 1 e a 
Eq. (10) mostram a idéia de Irwin. 

 
Figura 1 - Redistribuição das tensões elásticas após se fazer a proposta, por Irwin, para manter o 

equilíbrio, usando um deslocamento x1 na distribuição de tensões ( )0,σ y x  e k define o estado plano 

(Castro e Meggiolaro, 2009). 
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Ao deslocar-se o campo de tensões de 1x , Irwin estimou uma zona plástica que é o 

dobro da zona plástica original ( )0Zp . 

2.3 Zonas plásticas estimadas a partir da Função de Tensão de Westergaard 
Completa - Z  

Ao se usar a Eq. (2) e a idéia de Irwin para limitar as tensões dentro da zp, são 
apresentadas três formas para fazer essa correção considerando o efeito do encruamento 

2.3.1 Zonas Plásticas estimadas por Rodriguez 

Rodriguez (2007) estudou a influência da razão entre a tensão nominal e a resistência 
ao escoamento σn/SE no tamanho da zona plástica em torno das pontas da trinca numa 
placa infinita em modo I, usando a função de Westergaard completa para calcular o 
campo de tensões Lineares Elásticas. Ele usou o critério de Mises para obter 

( ) EWestMises Szpr == θσ , :   
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]θσθθσθσσ ,,Im,,,Re,, WestnWestnWestnyy ZpZryZpZZp ′+=  (11) 

em que ( ) ( )θθ sin, rry = . 
Ao se usar o argumento de Irwin para evitar singularidade e, como a carga é uniaxial, 

considerando apenas o equilíbrio das forças geradas pela tensão σy, então: 

( ) ( ) rrEZpZp WestZp
nyyWestWestnyy d,,,,

0∫= θσσθσσ  (12) 

Assim, pode-se estimar o tamanho da zona plástica considerando o efeito da razão 
σn/SE e também o equilíbrio de forças geradas pelas tensões singulares por. 

( )
( ) rr

Zp
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Westnyy
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,,

1
0∫= θσσ
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 (13) 

 
Figura 2 – Limitação da tensão dentro da zona plástica (Rodriguez). 

2.3.2 Zonas plásticas com a análise do encruamento 

A proposta de Sousa et al (2009), de considerar o encruamento no tamanho e na 
forma das zonas plásticas usando a equação de Ramberg-Osgood tem base na idéia de 
energia, pois eles usaram tanto informação de deformação quanto de tensão em seus 
cálculos. A equação que eles usaram para a correção foi:  

( ) ( ) σεσεσ d d 
0

*
00

*

∫∫ −=
EWest S

West

EZp
EZp  (14) 

em que σmax é a tensão gerada quando o material atinge sua deformação máxima. O 

valor numérico de σmax  é obtido pela solução da Eq. (6), e *EZpWest  é a zona plástica 

equilibrada ao se usar o modelo de Ramberg-Osgood para descrever o comportamento 
plástico do material considerando o encruamento. Dois pontos devem ser enfatizados na 
correção proposta por Irwin: primeiro, os campos de tensão dados pelas equações (1) e 
(2) são obtidos em função das coordenadas polares r  e θ . Dessa forma, é necessário 
que haja alguma expressão entre deformação e/ou tensão em coordenadas polares, 

( )θε ,r  e/ou ( )θσ ,r ; segundo, pode-se pensar no artíficio matemático feito por Irwin 
como apenas uma igualdade de área, vide Figura 3. 

. 
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(a) (b) 

Figura 3 – (a) translação da parte elástica da tensão ( )θσ ,ry  e (b) equilíbrio de área sem alterar o 

campo elástico. 

Pela análise da Figura 3.b, pode-se perceber que o problema é justamente saber o 
comportamento da tensão ou da deformação em função da posição r. Para cada hipótese 
assumida, é mostrada uma formulação diferente que considera o efeito do encruamento 
no tamanho e na forma das zonas plásticas. 

2.3.2.1 Encruamento com a hipótese de Hutchinson, Rice e Rosengren e com uso do 
modelo de Ramberg-Osgood - 

ROHRRZp  

Nessa formulação, se usa o campo de Hutchinson, Rice e Rosengren para a relação 
deformação versus posição. 

( )nr +
≈

11
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Quando se substitui a Eq. (15) na Eq. (6), tem-se uma relação direta posição versus 
tensão, conforme mostra a Eq. (16). 
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Na adaptação da idéia de Sousa et al (2009), para complementos de área, obtém-se a 
seguinte equação: 
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Ao se isolar *EZpWest  na Eq. (17), obtêm-se os valores corrigidos das zonas 

plásticas para essa formulação de encruamento ( )
ROHRRZp . 
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2.3.2.2 Encruamento com relação parabólica entre tensão e posição - ZpP  

Conforme a Figura 3.b, percebe-se que para se levar em consideração o efeito do 
encruamento na correção das zonas plásticas é necessário saber o comportamento da 
tensão em função da posição r. Ao se adotar uma relação de potência, tem-se que 

mr += 11 ασ  (19) 

ocasião na qual α  e m são parâmetros que devem ser ajustados por meio de uma 
analogia à curva do modelo constitutivo. 

A Figura 4 mostra como a Eq. (19) simula apenas a parte plástica do comportamento 
do material. 

 
Figura 4 – comportamentos entre tensão e posição para diversos valores de m e α . 

No uso da ideia da correção proposta por Irwin, para 0=θ , e que foi adaptada por 
Rodriguez (2007) para qualquer θ , pode-se usar a composição de duas áreas, uma 
corresponde à parte linear elástica e outra, à parte plástica, Eq. (19), do comportamento 
do material. A equação final que fornecerá o valor da zona plástica corrigida e que 
considera o encruamento é dada por: 

( ) rrAAA WestZp
nyyNaoLinearLinearTotal d,,

0∫=+= θσσ  (20) 

em que 

( )ZpPZpA WestnyyLinear θσσ ,,=  e [ ] rrA
ZpP m

NaoLinear d  
0

11
∫

+= α  (21) 

e resulta em 
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( ) [ ] ( ) rrσσrrZpPZp WestZp
nyy

ZpP m
Westnyy d ,,d  ,,

00
11

∫∫ =+ + θαθσσ  (22) 

O valor de ZpP  que satisfizer a Eq. (22) será a zona plástica corrigida,  
considerando-se o encruamento. 

3 ESTUDOS DE CASO 

Dois casos serão estudados. O primeiro mostra como a proposta do item 2.3.2.2 
( )ZpP  reproduz os resultados obtidos por Rodriguez (2007) a título de caso limite e 
como os valores de m e α  influem no tamanho e na forma das zonas plásticas. O 
segundo caso compara as várias estimativas de zonas plásticas obtidas PotZpKE , 

ROZpKE , 
ROHRRZp , ZpP , WestZp  e EZpWest  com o resultado experimental medido 

por Tay et al (1995). 

3.1 Validação do modelo ZpP  

Para validar os resultados das zonas plásticas obtidas por ZpP , usou-se os resultados 
de Rodriguez (2007), nos quais ele analisou uma placa infinita ao considerar material 
perfeitamente plástico com um nível crescente de tensão nominal. 

Esse exemplo mostra o efeito do encruamento no tamanho e na forma das zonas 
plásticas conforme o modelo proposto para o caso de uma placa infinita com o tamanho 
da trinca igual a 10 mm e SnSe = 0,6. Quatro combinações diferentes de α e m serão 
estudadas. Para m = 1,0 com 0,0=α , dispõe-se de um material com comportamento 
plástico sem encruamento, para m = 0,8 com =α 0,2; para m = 25,0 com =α 0,8 e 
m = 2,0 com 5,1=α , tem-se um encruamento cada vez mais crescente. 

A Figura 5 mostra as zonas plásticas para os casos descritos acima para tensão plana, 
e a Figura 6 os mesmos casos correspondentes à Figura 5 só que para deformação plana.  

 
Figura 5 – Efeito do encruamento para o estado plano de tensão. 
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Figura 6 – Efeito do encruamento para o estado plano de deformação. 

3.2 Modelos de encruamento versus dados experimentais 

Tay et al (1995) usando técnicas especulares de laser para medir a zona plástica 
( )ZpExp  de uma placa com 200 mm de comprimento, 100 mm de largura, 2,5 mm de 
espessura e com 30 mm de trinca, localizada no centro da peça. O material analisado 
foi: alumínio 2024-T351 com módulo de elasticidade ( )E  igual a 73 GPa, coeficiente de 

Poisson ( )ν  igual a 0,3; tensão de escoamento ( )ES  igual a 370 MPa e com 
SnSe = 0,222. Para comparar os resultados, considerou-se o estado plano de tensão. 

A Figura 7 mostra a comparação entre a zona plástica obtida por Tay et al (1995) e as 
zonas plásticas obtidas pelos modelos 

ROHRRZp , ZpP , WestZp  e EZpWest . Já a 

Figura 8 compara os resultados experimentais, EZpWest , com os resultados vindos do 

uso dos modelos PotZpKE , ROZpKE , WestZp . 

Conforme indicado por Tay et al (1995), os valores do coeficiente de encruamento e 
do expoente de encruamento são respectivamente iguais a 0,002 e 0,07. Por meio dos 
valores de β  e n, obteve-se por ajuste, os valores de α  igual a 0,55 de ES  e m igual a 
3, que são usados pelo modelo ZpP . 
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Figura 7 – Comparação das zonas plásticas dos modelos 
ROHRRZp , ZpP , WestZp  e EZpWest  com 

a zona plástica ZpExp . 

 

 

Figura 8 – Comparação das zonas plásticas dos modelos PotZpKE , ROZpKE , WestZp  e EZpWest  

com a zona plástica ZpExp . 
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Pela análise da Figura 7 e da Figura 8, percebe-se que para 0=θ  os modelos 
EZpWest , PotZpKE  e 

ROHRRZp  são bem próximos do valor correspondente de ZpExp , 

porém EZpWest  é um pouco menor, 
ROHRRZp , um pouco maior e PotZpKE , 

praticamente igual a ZpExp . Na Figura 8, pode-se ver que tanto o modelo PotZpKE  

quanto o modelo ROZpKE  apresentam valores constantes ao longo de θ . O resultado 

obtido pelo modelo ZpP  possui praticamente a mesma ordem de grandeza e a mesma 
forma do resultado de ZpExp , parecendo estar apenas transladado um em relação ao 
outro. Este fato pode ter ocorrido por falha do modelo ZpP  ou até mesmo por 
imprecisão das medidas experimentais. 

4 CONCLUSÃO 

Este trabalho mostrou as duas formas de considerar o efeito do encruamento 
apresentadas por Kujawski e Ellyin (1986). Essas duas formas foram denominadas aqui 
neste trabalho de ROZpKE , que considera o modelo de Ramberg-Osgood para 

relacionar deformação ( )ε  com tensão ( )σ  e a outra, PotZpKE , que considera a lei de 

potência para relacionar essas grandezas. Essas duas formulações usam o Fator de 
Intensidade de Tensão para representar o campo de tensão. 

Dois modelos são propostos para simular o efeito do encruamento no tamanho e na 
forma das zonas plásticas: 

ROHRRZp  que considera a hipótese de Hutchinson, Rice e 

Rosengren para relacionar deformação com posição ( )r , Eq. (15), e usa o modelo de 
Ramberg-Osgood para relacionar deformação com tensão e o modelo denominado de 
ZpP , que considera uma relação de potência entre tensão e posição, Eq. (19). Esses dois 
modelos têm como base a ideia de Rodriguez (2007), que corrige as zonas plásticas 
originais em todas as direções, devido elas apresentarem tensões maiores que a tensão 
de escoamento nas regiões próximas à ponta da trinca. Os resultados de zonas plásticas 
obtidas por Rodriguez (2007) consideram apenas material perfeitamente plástico, 

EZpWest . Os dois modelos propostos consideram, assim como Rodriguez (2007), a 

função complexa de tensão de Westergaard para representar o campo de tensão. 
No estudo de caso, mostrou-se que o modelo ZpP  reproduz bem os resultados 

obtidos por Rodriguez (2007). Os quatro modelos de encruamento apresentados foram 
comparados com os dados experimentais, ZpExp , apresentados por Tay et al (1995), 
que fez suas medidas em uma placa finita de alumínio 2024-T351 sob uma relação entre 
a tensão nominal e tensão de escoamento igual 0,222. Constatou-se que os modelos 

PotZpKE  e ROZpKE  são constantes em todas as direções, sendo que PotZpKE  resultou 

em uma zona plástica igual a ZpExp  ao longo da direção paralela à trinca, 0=θ , e o 

resultado de ROZpKE  foi bem menor que o obtido experimentalmente.  

Para a direção paralela à trinca, o modelo EZpWest  estimou uma zona plástica menor 

que ZpExp  com um erro de 9,3 %, enquanto que 
ROHRRZp  estimou um valor maior 

que ZpExp  com um erro de 8,4 %. Para todas as outras direções, no entanto, os dois 
modelos indicaram medidas superestimadas. 

O modelo ZpP  teve seus parâmetros ajustados graficamente por meio do modelo de 
Ramberg-Osgood e estimou um valor menor que ZpExp  ao longo da direção paralela à 
trinca, com um erro de 33 %. A forma e a ordem de grandeza da zona plástica obtida 
por ZpP , parece, todavia, próxima à zona plástica ZpExp , havendo um translado de 
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uma em relação a outra. Este fato que pode ser justificado por falha do modelo ZpP  ou 
até mesmo por imprecisão das medidas experimentais, o que justifica um erro de 33 % 
na direção paralela ao plano da trinca. 
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