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Abstract. For a geometric nonlinear analysis, the beam theory employed, the strain-displacement
relations and the interpolation functions have a great influence in the structural response. Elements
with small slenderness or made of composite materials, in some cases, only can be described
considering the Timoshenko beam theory, and also presents an important reduction in the critical
buckling load when the higher-order terms in the strain tensor are considered. Beyond that, the bar
discretization also includes an important influence to the analyses, however when the interpolation
functions used are calculated directly from the solution of the equilibrium differential equation of an
infinitesimal element, a minimum discretization can be employed. Therefore, this work include these
effects in a unified element for a geometric nonlinear analyses, considering a updated Lagrangian
formulation, and develops a tangent stiffness matrix using the Timoshenko beam theory, higher-order
terms in the strain tensor and interpolation functions calculated from the equilibrium differential
equation of an deformed infinitesimal element. Results clearly shows that the developed element can
accurate describe the behavior of an element in a geometric nonlinear analyses using just one element
per member.
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1 Introducéo

Em uma anélise ndo linear geométrica utilizando métodos numéricos, como o método dos
elementos finito (MEF), a resposta da estrutura (modelo continuo) é diretamente influenciada pela
discretizacdo empregada (modelo discreto), portanto, se faz necessario um estudo de convergéncia de
malha e ainda, experiéncia do Engenheiro na analise que deve ser realizada. Esta influéncia ocorre
pelo fato de que as func¢des de interpolacdo que definem a configuracdo deformada da estrutura ndo
correspondem a solu¢do homogénea do problema. Assim, a solugdo do modelo discreto de elementos
finitos € uma aproximacao da solu¢do analitica.

Dessa forma, muitos autores desenvolveram pesquisas para reduzir essa depedéncia da
discretizacdo da estrutura nos resultados encontrados usando o método dos elementos finitos em uma
analise ndo linear geométrica. So e Chan [1] propuseram um elemento com ordem elevada, Burgos et
al. [2] fez uso da linearizacdo classica do problema de estabilidade e utilizou graus de liberdade
adicionais no interior dos elementos. Outros autores trabalharam no campo das cléssicas ou
modificadas fungdes de estabilidade como Chen e Lui [3], Aristizabal-Ochoa [4,5,6]. Enquanto que,
Yunhua [7] e Tang et al. [8] empregaram a abordagem de campos de deformag&o consistentes, e entéo,
os deslocamentos foram transformados em séries de poténcia.

Entretanto, algumas pesquisas buscam solucbes baseadas no equilibrio de elementos
infinitesimais em suas configuragdes indeformadas ou deformadas, levando em consideragdo a carga
axial do elemento, como é desenvolvido em Goto e Chen [9], Chan e Gu [10] e em Rodrigues et al.
[11]. Além disso, muitos trabalhos consideram ainda a deformacéo por cisalhamento na anélise, teoria
de flexdo de Timoshenko. Essa influéncia é importante em elementos com reduzido indice de esbeltez,
ou em materiais compdsitos em que se pode verificar que o mddulo de rigidez ao cisalhamento (yGA)
ndo é elevado em relagdo ao maddulo de rigidez flexao (EI).

Nesse campo de solucdo e utilizando a teoria de flexdo de Timoshenko, importantes trabalhos se
destacam como Davis et al. [12] e Nukulchai [13]. Muitas pesquisas nessa area, incluem ainda a
influéncia de elementos apoiados em bases elasticas, como desenvolvido em Onu [14], Morfidis [15] e
em Burgos e Martha [16].

Assim, este trabalho desenvolve uma matriz de rigidez tangente para um elemento baseado na
solucdo homogénea da equacdo diferencial do problema, ou seja, do equilibrio de um elemento
infinitesimal deformado, levando em consideracdo a carga axial nas equagdes de equilibrio. Para
alcangar este objetivo, as fungdes de interpolacdo dos deslocamentos do elemento sdo calculadas
diretamente dessa solugdo. Além disso, a formulagdo desenvolvida neste trabalho considera ainda a
influéncia da deformagé&o por cisalhamento (teoria de flexdo de Timoshenko), como desenvolvido em
Burgos e Martha [16].

Contudo, esta pesquisa inclui também termos de ordem elevada no tensor deformacéo de Green-
Lagrange, utilizando uma formulacdo Lagrangeana atualizada (Bathe e Bolourchi [17], Bathe [18] e
McGuire et al. [19]). Para a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, essa consideragdo é bem conhecida,
como apresentado nos trabalhos de Yang e Leu [20], Yang e Kuo [21] e ainda em Chen [22]. Quando
considerando a teoria de flexdo de Timoshenko esse desenvolvimento pode ser encontrado em
Rodrigues et al. [23].

Portanto, a formulacdo apresentada neste artigo unifica o desenvolvimento da matriz de rigidez
tangente, calculada a partir da solucdo da equacdo diferencial do problema, com a influéncia da
deformagdo por cisalhamento e a contribui¢do dos termos de ordem elevada no tensor deformacéo.
Como a equagdo diferencial corresponde ao equilibrio de um elemento infinitesimal deformado
considerando a teoria de flexdo de Timoshenko, as funcdes de interpolacdo e a matriz de rigidez
tangente sdo diretamente afetadas pela carga axial presente no elemento e também pela deformacéo
por cisalhamento.

O artigo esta organizado da seguinte maneira: a proxima secao introduz a teoria de flexdo de
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Timoshenko e a equacéo diferencial que governa o problema de um elemento infinitesimal deformado.
A secdo 3 apresenta as fungdes de interpolacdo calculadas diretamente da solu¢do homogénea da
equacdo diferencial do problema. Na sec¢do 4, essas funcGes de interpolagdo sdo usadas para calcular a
matriz de rigidez tangente utilizando a formulacdo Lagrangeana atualizada e considerando os termos
de ordem elevada no tensor deformacdo. Por fim, a eficiéncia da matriz de rigidez desenvolvida é
verificada com exemplos numéricos, empregando uma discretizacdo minima da estrutura (um
elemento por barra). A secdo 6 resume as conclusdes desse trabalho e aponta para futuros
desenvolvimentos.

2 Teoria de flexdo de Timoshenko

Na teoria de flexdo de Timoshenko, a rotacdo total da secdo transversal (dv,/dx) é composta
pela rotacdo devido a flexdo (6) acrescida da distor¢do por cisalhamento (y) de acordo com a Figura 1
eaeq. (1).

dvg

dX_, (Rotacdo da secdo
 transversal)

(Distorcdo por
cisalhamento)

Figura 1 — Teoria de flexdo de Timoshenko

“—Y_p 1
dx +vy 1)

Ainda, a partir do equilibrio de um elemento infinitesimal de viga deformado (Figura 2), a eq. (2)
e a eg. (3) podem ser escritas.

q
1711
/ M+ au
v J ™
M
/" 0 _/ P Id’v
dx
Figura 2 — Equilibrio de um element infinitesimal de viga deformado
av
ZFy - —dV+qx)dx=0- % = q(x) 2
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dx?
ZMO—>dM—(V+dV)dx—P.dv+q(x)T=0 (3)

Em que, v(x) corresponde ao deslocamento transversal, g(x) ao carregamento transversal
distribuido, V(x) a component vertical da forca na secdo transversal, P a componente da forga
horizontal e M (x) o momento fletor atuante na sec¢do transversal.

Desconsiderando os termos diferenciais de ordem elevada na eq. (3) e usando a equagéo
diferencial da linha elastica (M = EI d8/dx), eq. (4) pode ser deduzida.

d?6(x) dv(x) d20(x) dv(x) d?v(x)
El v V(x)—P o 0 - EI i dx P pre I 0
d3e d?
- El - P vlx) =q(x) (4)

dx3 dx?
Sabendo-se que a forga cortante atuante na secdo transversal é dada conforme a eq. (5), com A
sendo a area da secdo transversal, y o fator que define a area efetiva para o cisalhamento da secéo

transversal e G 0 modulo de rigidez ao cisalhamento, e utilizando a equacdo fundamental da estatica
(dM /dx = V), aeq. (6) pode ser obtida.

V(x) = —xGA.y(x) - V(x) = xGA. [B(x) B dl;(xx) -
dM (x) dv(x)
o - [e(x) T Tdx ] (6)

Novamente, empregando a equagéo diferencial da linha elastica (M = EI d6/dx), a eq. (6) pode
ser reescrita de acordo com a eq. (7).

dv(x) EI d?0
=0(x) ———
dx ¥GAdx?

Finalmente, substituindo esta expressdo na eq. (4), a equagdo diferencial de um elemento
infinitesimal deformado considerando a teoria de flexdo de Timoshenko pode ser escrita pela eq. (8).

(7)

d3e P do(x) q(x)
dx3 (14 P dx (14 P (8)
x (1 n XGA) El dx (1 n XGA) El

3 Funcoes de interpolacéo para elemento infinitesimal deformado considerando
a teoria de flexao de Timoshenko

A configuragdo deformada de um elemento pode ser escrito baseada nos deslocamentos nodais
usando funcdes de interpolacdo, conforme a eq. (9).

vo(x) = NP () + Ny () + Ny )y + N oy [Hol) ,
0(x) = Ny (x)d3 + Ny (x)d3 + N3 (x)ds + Ny (x)dg 6(x)

As funcbes de interpolacdo sdo calculadas diretamente pela solucdo homogénea da equacéo
diferencial do problema, isto €, do equilibrio de um elemento infinitesimal deformado considerando a
teoria de flexdo de Timoshenko, eq. (8). Essas equacbes podem ser reescritas usando as relacGes
apresentadas na eq. (10), de acordo com a eg. (11).
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. u P _E1
=, U= = , = —_— 10
[+ Bl XGAT? (10)
¥GA
d3o do(x
R S S (12)

dx3 dx ’ 1+ 0u2l2
A solucdo homogénea da eq. (11) é dada de acordo com a eq. (12) para qualquer valor de carga

axial, podendo ainda ser escrita conforme a eq. (13) para cargas de tragdo (forca axial positiva), ou
com a eq. (14) para cargas de compressdo (forca axial negativa).

0,(x) = A(cre™ — ce ™) + ¢4

12)
v (x) = (1 — QL2A?)[c e™ — ce™™] + c3x + ¢4
0n(x) = Alcicosh(Ax) + cysinh(Ax)] + ¢ 13)
v (x) = (1 — QL2A?)[c;sinh(Ax) + cycosh(Ax)] + c3x + ¢y
05, (x) = Alcycos(Ax) — cpsin(Ax)] + ¢ (14)

v (x) = (1 + QL2A?)[cysin(Ax) + c;cos(Ax)] + c3x + ¢4

Baseando-se na solugdo homogénea apresentada, as funcbes de interpolacdo podem ser
calculadas. Considerando apenas a solucdo exponencial, eq. (12), os deslocamentos transversais do
elemento podem ser escritos conforme a eq.(15).

1ol =~ .40y

6(x)
€1 (15)
B Ae?* Ae=4x 10 A
Ca

As condicdes de contorno séo encontradas analisando-se a solu¢gdo homogénea do problema nos
nos do elemento, de acordo com a eq. (16).

dé 170 (0) Cl + C2 + C4,
4= dj 6(0) | _ C1U — G+ C3
= di( ~ v [~ Jae* +ce™ + 3l +cy
dg o(L) cipett — cpue ™ + g
1 1 0 1 (16)
1
A H —H 1 0 C2 _ ’
@=5 ML e e ma =@
Cq
e —pett 1 0

Finalmente, usando a eq. (9), eq.(15) e a eq. (16), as funcBes de interpolacdo podem ser
expressadas usando a relacdo apresentada na eq. (17), e que, para a solucdo exponencial, as funcdes de
interpolacdo sdo apresentadas na eg.(18).

[} = bx1 1 () = ) = ). ) an
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eA(L+x) + eLA _ eAx _ eZAx _ LAeA(L+x) + AxeA(L+x) _ LAeAx + AxeAx
T 2ex1 = 26AC) § [AeAT) 1 [AeM 1 22 A20e T — 222 0etx |

Ny =

—LZAZQBA(L+X) _ LZAZ.QBLA + LZAZ.QeAx + LZAZ.QGZAx
+ 204 — 2A0L+X0) 4 [ AeAL+X) 4 [ AeA* 4 212420 L+X) — 21220/

eA(L_x)(LZAZ.Q _ 1)(eA(L+x) _ eLA _ eZAx _ e—A(L—x) + e—A(L—Zx) _ LZAZ.Q)
A(et — 1)(LA — 2eb4 — 212420 + LAet + 212A20e4 + 2)

Ny =

e = D(12020 — 1)(—LAe A + LAt + Axe U+ — LAe~40E70) 4 [ fe~4(b-20))

+
A(erd — 1)(LA — 2eb4 — 212 /20 + LAe + 212A20el4 + 2)

eAL=9(12420 — 1)(—2Axe™ + Axe AL — [2420e4L+%) 4 )
Al = 1) (LA — 2eL4 — 212A20 + LAelA + 212A20elA + 2)
eLA _ eA(L+x) + e/lx _ eZAx + AxeA(L+x) + Axe/lx + LZAZ.QeA(L+x)
Ng = 2e%4 — 2eAW+x) 4 [ NeAL+X) 4 [ Aedx 4 2]2A2QeA+X) — 2]2A2()eAx +
—[2A%0eM — [2N0e’™ + [2A20e?4
T 26— 2AWH) 1 [NeAT0) & [Ae + 22 A20eA T — 20212 0e

eA(L_x)(LZAZ.Q _ 1)(eA(L+x) _ eLA _ eZAx _ e—A(L—x) + e—A(L—Zx) + LA — LZAZ.Q)
a A(eld — 1) (LA — 2eb4 — 212420 + LAel4 + 212A20QelA + 2)
N eAL=9(12420 — 1)(—Axe ) — 2LAe* + LAe?"* + 2Axe™* — Axe™A1L=%) — [242e4(1+%))
A(eld — 1) (LA — 2eb4 — 212420 + LAel4 + 212A20QelA + 2)
+
e (12420 — 1) (12420 + [2A20e*"* + [2A20e™ 4 — [2420e~4(720) 4 1)
A(etd — 1) (LA — 2eb4 — 212420 + LAelA + 212A20e4 + 2)

N =

A(eA(L+x) _ eLA + e/lx _ eZAx)

6 _ _
N = = Gext — 260 § [AeATHD § [AeM 1 22420/ — 212 2 0ehn

e—/lx(eZLA + e/lx + eZAx + eZLAeAx _ LAeZLA + LAeZAx _ LZAZ.QEZLA _ LZAZ.QBAX)
(4 — 1)(LA — 2eL4 — 212420 + LAel + 212A20el4 + 2)

N e_Ax(—LZAZ.QQZAx _ LZAZ.QQZLAeAx) N
(el — 1) (LA — 2eL4 — 212420 + LAel4 + 212A20el4 + 2)

—elle= %X (2eM% + e24% — [2A%20) — 212 A% Ne™* — 217 A%Ne?M* + 1)
(el — 1) (LA — 2el4 — 212120 + LAelA + 212A%0et4 + 2)

0 A(eA(L+x) —ela + elx _ eZAx)

N = 2 — 2600 1 LAAGH 1 LAe § 222060+ — 212 A20ehs

Ne 3 e—Ax(eAx _ 1)(62LA _ e/lx _ LZAZ.QeZLA + LZAZ_QeAx)
€7 (el —1)(LA — 2er — 212420 + LAel4 + 212A20Qel4 + 2)

(18)
—elle M (e — 1)(LA — e™ — L2A%0 + LAe™™ + [2A%0e™* + 1)
evt — — 2e" — + LAe*” + et +
(et — 1)(LA — 2et0 — 212420 + LAel + 2124206l + 2)
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4 Matriz de rigidez tangente

A matriz de rigidez tangente é desenvolvida a partir da formulagéo Lagrangeana atualizada. Nesta
descricdo, o principio dos trabalhos virtuais é dado pela eq. (19),

f CijklAekl(YAeij av + f Ti]' AT]UdV = R(t+At) - R(t) (19)
%4 %4

sendo que Cjj; representa a matriz com os coeficiente da relagdo constitutiva do material, Ae a
parcela linear do tensor deformagdo de Green-Lagrange, Anm;; a parcela ndo linear deste tensor

deformacéo, 7;; o tensor tenséo de Cauchy, R® e R+49 o trabalho virtual devido ao carregamento
externo para uma configuragéo de referéncia conhecida e um configuracéo de referéncia desconhecida,
respectivamente. O lado esquerdo da eg. (19) pode ser expresso de acordo com a eq. (20) e a eq. (21).

f CijklAekISAeij dv = f Sxx.ESSxx av + f ny' G6yxy av (20)
v v %4

j TijAmjdej Txx5nxde+f TayOMxy AV (21)
v v v

Considerando a teoria de flexdo de Timoshenko, as parcelas linear e ndo linear do tensor
deformacdo de Green-Lagrange podem ser escritas com a eq. (22) e a eq. (23), respectivamente.

au, 06, N u_dv,
- Y= }/xy ~— Tt
x o X oy ox

=3 (5 G5 (B A e

0
Eo =
OX

L (22)

(23)
oudu ovov 00, ou
ny:_—+——=y Hz_gz_
OX oy Oxoy OX OX
Assim, a parcela linear do principio dos trabalhos virtuais, eq. (20), resultara na eq. (24).
L
SU = I(&u yaesz[ﬁ_U_yGGZ dA+I I( -6, jG(é‘@_é‘gzjdx dA
A0\ OX X OX OX OX OX
L L L
oU = J‘a—é‘a—d EA + J‘ae 58‘92(1)( E|Z+ J‘@é‘@dx GA+ Iezégzdx GA +
5 OX  OX o OX  OX v OX  OX 5 o
4

@ 6—dx]GA [j 56 deGA

Escrevendo-se a eq. (24) utilizando as funcdes de forma, obtém-se a eq. (25).
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sU, ={su}’ IEA{NU TN, dx{u) + {ov) IEIZ (N, 1IN, " dx{v} +
(v’ IGA{NV TN, Y dx{v)+{ov)' :[GA{NHZ}{NHZ Vdx{v) + (25)
—{ov}' IGA{NHZ}{NV dx {v) - {ov)' IGA{NV N, ) dx{v}

Usando as funcdes de interpolacdo desenvolvidas e apresentadas na eq.(18), a eq. (25) resultara
na matriz “elastica” do elemento. Esta matriz ndo pode ser considerada totalmente como elastica,
porgue a influéncia da carga axial esta presente nesta matriz com o parametro A, uma vez que as
funcBes de interpolacdo ja possuem essa influéncia em sua construcgao.

Por outro lado, a eq. (21) sera escrita de acordo com a eq. (26) e pela eq. (27) usando funcdes de
interpolacéo.

L 2 2 2
= o Y (2] (2] (2] |y b o
al % 2(\ ox OX OX OX OX
i 00, ou
t 8 20 —0 — ldx |dA
+£(.(|J. Xy (y ox z z aXJ J
1k auY (ovY [ 20, Y i 26, ou au
8U, =1 s [_j +[_] iphs (—j x+ | Mzs( Z—j—w[@—} d (26)
29 ox ox AL ox 0 ox ox) ox

P{N,H{N,"}" dx{v}

=
—
—~—
(o9
[
——
-
O ey
o
~—
P
o
—
—~—
=z
f=
—
-
o
>
~—
[
——
+
o5
<
——
4
O —_—yr

+{ov)' IPKZ{NGZ TN, Y dx{v}
’ (27)

+{5v}T

M, {N,, LN, Y dxful+{su}" [M, {N, TN, '} dx{v} +

O

{0V} O, NG (N} defu} —{ou)” [Q N, H{N,, | dx{v}

O O —
O ey ™

Dessa forma, mais uma vez, usando as funcBes de interpolacdo desenvolvidas anteriormente e
apresentadas na eq.(18), a eq. (27) resulta na matriz “geométrica” do elemento. Neste caso, a
influéncia da carga axial ocorre de duas formas, embutida nas funcdes de forma, também com o
parametro A, como também na propria formulagdo Lagrangeana atualizada com o fator P. Finalmente,
a matriz de rigidez tangente do elemento sera dada pela soma da duas matrizes, a “elastica” na eq.
(25), com a “geométrica” na eg. (27) .
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5 Aplicacbes numericas

Para validar a formulacéo apresentada neste trabalho, a carga critica de flambagem de diferentes
estruturas foi calculada. O elemento proposto (“TBT_Large_complete”) foi implementado no
programa computacional Ftool (Martha [24]), e os seus resultados foram comparados com a
formulacdo convencional e com o software Mastan2 v3.5 (“TBT_Mastan”), em todos os elementos foi
considerado a teoria de flexdo de Timoshenko. Para a formulagdo convencional sem considerar os
termos de ordem elevada no tensor deformacdo, o elemento foi nomeado como “TBT_Small_2tr”,
enguanto que, foi chamado de “TBT_Large_2tr” (Rodrigues et al. [23]) ao se considerar os termos de
ordem elevada no tensor deformagdo. Os mesmos exemplos estudados neste trabalho foram
desenvolvidos em Rodrigues et al. [23] e em Silva et al. [25], em que se verificou a influéncia da

teoria de flexdo de Timoshenko como também da consideracdo dos termos de ordem elevada no tensor
deformacao.

5.1 Carga critica de coluna simplesmente apoiada

O primeiro exemplo avalia a formulacdo desenvolvida para descrever o comportamento de uma
coluna simplesmente apoiada. A coluna possui comprimento de L = 1m, um fator de forma da se¢do
transversal de y = 1, Médulo de Young de E=10" kN/m 2 e coeficiente de Poisson nulo (v = 0),
Figura 3. A estrutura foi modelada com apenas um elemento para descrever a coluna, enquanto que a
resposta adotada como referéncia foi feita com uma discretizacdo de 5 elementos (Rodrigues et al.

[23]).
P
M=0.001PL
T /’ER Secéo transversal:

b=0.5m

H 7

Figura 3 — Coluna simplesmente apoiada

Para verificar a influéncia da teoria de flexdo de Timoshenko na resposta da estrutura, um
reduzido indice de esbeltez foi adotado (A = L/h). De acordo com Rodrigues et al. [23] ao se analisar
um elemento com indice de esbeltez 1 = 4,0, diferencas consideraveis ao se considerar a teoria de
flexdo de Timoshenko sdo obtidas, e ainda, este indice de esbeltez ndo é totalmente distante da

realidade e podem existir elementos com essa caracteristica. Assim, o0s resultados obtidos séo
demonstrados na Figura 4.
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16 1 pL2/ /

¢ e ¢ cEm ¢ eEme ¢ CE— ¢ CEmms ¢ CEmms ¢ s ¢ mmm o

12 -

- - = -TBT_Small_2tr

— - TBT_Large 2tr

-=--=TBT_Large_complete

4 —— TBT_Large_2tr_5el
TBT_Mastan
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Figura 4 — Curvas de equilibrio para coluna simplesmente apoiada

A partir das curvas de equilibrio apresentadas, pode-se verificar que ao se modelar a coluna
empregando apenas um elemento, a melhor resposta é obtida pelo elemento desenvolvido neste
trabalho (TBT_Large complete). A trajetéria fornecida por este elemento se aproxima
consideravelmente da curva resposta (discretizada com 5 elementos), e ainda, a carga critica de
flambagem da coluna é a mesma obtida. As outras formulacdes fornecem cargas criticas com valores
bem superiores ao real. Também pode-se observar a influéncia da consideragéo dos termos de ordem
elevada no tensor deformacdo na resposta da estrutura (Large), uma vez que 0 Seu emprego reduz a
carga critica de flambagem.

5.2 Carga critica de viga-coluna

O segundo estudo verifica o elemento formulado para analisar uma viga-coluna com dois vaos,
Figura 5. As propriedades geométricas da estrutura sao as mesmas do exemplo anterior (comprimento
L = 1m, fator de forma da secédo transversal y = 1), e as propriedades do material também sdo as
mesmas (médulo de Young E=10" kN/m?, coeficiente de Poisson nulo, v = 0). Para avaliar a matriz de
rigidez tangente desenvolvida, ambos os vaos sdo modelados utilizando apenas um elemento em cada,
e a resposta encontrada foi comparada com uma formulacdo convencional e uma discretizacdo de 5
elementos por vao, conforme elaborado em Rodrigues et al. [23].

Secdo transversal: b =p5m M=0.001PL
N7 M=0.
p 7 e B WP
_"‘?;;;;LH____“ _________________ —emmT T O - —
- L . L ~

Figura 5 — Viga-coluna

Também como no exemplo anterior, foi considerado um indice de esbeltez A = 4,0, de maneira
que a influéncia da teoria de flexdo de Timoshenko seja mais perceptivel, e também, dos termos de
ordem elevada no tensor deformacéo. Os resultados s&o apresentados na Figura 6.
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Figura 6 — Curvas de equilibrio para viga-coluna

A partir da analise da Figura 6, pode ser observado que o elemento desenvolvido neste trabalho
(TBT_Large_complete) fornece resultados melhores para a resposta da estrutura, ou seja, utilizando
apenas um elemento por véo, a formulacdo proposta obteve o mesmo resultado para a carga critica de
flambagem da viga-coluna, e a trajetorioa de equilibrio deste elemento sobrepbe a curva de equilibrio
da formulagdo convencional utilizando discretizagcdo de 5 elementos por barra / véo. Este exemplo
também mostra claramente a importancia da consideracdo dos termos de ordem elevada do tensor
deformacdo para a formulacdo de um elemento, uma vez que a carga critica tem uma significativa
reducao ao se empregar estes termos.

5.3 Carga critica de portico de Roorda

O ultimo exemplo examina a carga critica de flambagem de um pértico de Roorda com a
formulacéo desenvolvida neste trabalho. O portico analisado € mostrado na Figura 7. As propriedades
geométricas sdo as mesmas utilizadas nos exemplos anteriores, comprimento L = 1m, fator de forma
de secfo transversal y = 1, médulo de Young E=10" kN/m? e coeficiente de Poisson nulo (v = 0).
Para validar o potencial do element formulado, a estrutura foi discretizada com apenas um elemento
por barra. A resposta da estrutura também foi comparada com os resultados encontrados por
Rodrigues et al. [23] utilizando uma discretizacdo de 5 elementos por barra.

P
_ A El
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= L =
L EI
Y
Eersr

Figura 7 — Pértico de Roorda
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Os resultados considerando um indice de esbeltez de A = 4,0 sdo mostrados na Figura 8.

2,5 -

.'/'
15
1
— - - =TBT_Small_2tr

— - TBT_Large 2tr

-=--=TBT_Large_complete

—— TBT_Large_2tr 5el
TBT_Mastan

0,5

u/L

O f T T T T 1
0,E+00 2,E-03 4,E-03 6,E-03 8,E-03 1,E-02

Figura 8 — Curvas de equilibrio para portico de Roorda

As curvas de equilibrio mostram que o elemento desenvolvido neste trabalho
(TBT_Large_complete), empregando apenas um element por barra, fornece resultados satisfatorios
para predizer o comportamento ndo linear geométrico do portico, pois a resposta dada pelo elemento é
préximo a curva de equilibrio obtida com uma estrutura mais discretizada (5 elementos por barra), e a
diferenca entre a carga critica de flambagem para essas duas formulagdes € aceitavel, menor do que
10%.

Entretanto, empregar a formulacdo usual com apenas um elemento por barra fornece resultados
contrarios a seguranga, com erro na carga critica de flambagem da ordem de 100%. A Figura 8
também mostra que ndo considerar os termos de ordem elevada no tensor deformarcéo eleva o erro
desta carga critica.

6 Conclusoes

Uma matriz de rigidez tangente completa foi desenvolvida para realizar analises ndo lineares
geométricas, essa matriz é calculada considerando uma formulagdo Lagrangeana atualizada e usando
fungdes de interpolacdo calculadas diretamente da solugdo homogénea da equacdo diferencial do
problema. Para reduzir o efeito da influéncia da discretizacdo da estrutura nos resultados, o problema
considera o equilibrio de um elemento infinitesimal deformado, dessa forma, as funcGes de
interpolacdo dependem da carga axial atuante no elemento, e consequentemente a matriz de rigidez
também. A formulag&o desenvolvida neste trabalho também considera a deformag&o por cisalhamento,
ou seja, a teoria de flexdo de Timoshenko. Além disso, a matriz de rigidez tangente é obtida utilizando
todos os termos do tensor deformacé&o, inclusive os de ordem elevada.

As aplicagbes numéricas apresentadas claramente demonstram a eficiéncia e a independéncia de
discretizacdo da formulagéo desenvolvida, uma vez que, ao se empregar apenas um elemento por barra
em uma estrutura resultados satisfatérios sdo obtidos para a curva de equilibrio e para a carga critica
da estrutura. Os exemplos também evidenciam a importancia de formular elementos considerando a
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influéncia da deformagéo por cisalhamento e dos termos de ordem elevada no tensor deformacgédo de
Green-Lagrange, pois esses efeitos geram uma reducdo significativa na carga de flambagem da
estrutura.

Futuros trabalhos utilizam a abordagem apresentada para desenvolver elementos completos em
um contexto espacial (elementos 3D), considerando os efeitos e ndo linearidades apresentadas, e
adicionando-se ao problema a influéncia da interacdo entre tor¢do e carga axial, assim como, das
rotacdes finitas.
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