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Resumo

O problema da viga submetida a carregamento axial tem sido objeto de estudo de diversos pesquisadores
desde que Euler deduziu uma expressédo para a carga de bifurcagdo de uma coluna simplesmente apoiada.
O modelo de Euler-Bernoulli para vigas desconsidera distor¢des por cisalhamento e, como consequéncia,
supbe que a derivada do deslocamento transversal seja igual & rotacdo da secdo transversal. Quando o
modelo de Timoshenko para uma viga é aplicado, considera-se normalmente a distor¢do por cisalhamento
como uma rotagcdo adicional, sendo esta incorporada ao problema, que, dessa forma, leva em conta a
rotacdo da secdo transversal e o deslocamento transversal como variaveis independentes. Entretanto,
textos de Timoshenko e Gere apontam para uma maneira alternativa de se considerar a distor¢do por
cisalhamento, porém na literatura esse fato tem sido pouco estudado. Em situa¢des usuais, a forma
alternativa ndo leva a grandes diferencas nos resultados, embora haja casos especificos em que se
verificam discrepancias. Além disso, quando ndo ha carga axial as duas formula¢cbes levam aos mesmos
resultados. O objetivo deste artigo € discutir, no contexto de uma andlise de segunda ordem (efeito P-A), as
diferencas e inconsisténcias entre as duas alternativas para considerar a distor¢do por cisalhamento. S&o
utilizados exemplos numéricos de vigas-coluna com diferentes condi¢fes de contorno, tanto para o célculo
de cargas criticas quanto de efeitos de segunda ordem.

Palavra-Chave: Teoria de Timoshenko, Carga critica, Cisalhamento, Analise de segunda ordem

Abstract

Buckling of beam-columns has been studied by many researchers since Euler derived an analytical
expression for the limit bifurcation load of an axially loaded simply supported beam. The mathematical model
of Euler-Bernoulli for beams neglects shear deformation and, as a consequence, assumes that the derivative
of transversal displacements is equal to the rotation of the beam’s cross-section. In Timoshenko’s beam
theory, shear deformation is usually considered as an additional cross-section rotation. Nonetheless, original
texts of Timoshenko and Gere had already pointed out an alternative manner of considering shear
deformation, although the great majority of literature articles neglect this fact. For usual situations, the
alternative model does not lead to big differences in the results, although in some specific cases some
discrepancies may be observed. Besides, when the beam is not axially loaded, both formulations provide the
same results. The objective of this paper is to discuss, in the context of a second-order analysis, the
differences in results considering the two alternatives for shear deformation. This is done using some
numerical examples of known models, such as beam-columns with various end conditions, for which critical
loads and second order effects are obtained.

Keywords: Timoshenko beam theory, Critical load, Shear, Second order analysis
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1 Introducéao

O modelo classico da teoria de vigas de Timoshenko considera a distorcdo por
cisalhamento como uma rotagdo adicional da secdo transversal (Timoshenko, 1921),
resultando em uma formulacdo que leva em conta a rotacdo da secao transversal e o
deslocamento transversal como variaveis independentes.

Entretanto, Timoshenko and Gere (1961) apresentam uma alternativa (ndo usualmente
adotada) a formulacéo tradicional para considerar a deformacao por cisalhamento, que a
interpreta ndo como uma rotacdo adicional da secdo transversal, mas como uma
distorgéo cisalhante do elemento infinitesimal de viga.

Para uma analise de primeira ordem, em que a flexdo da viga néo € influenciada pela
carga axial, as duas alternativas para a interpretacdo da distor¢cdo por cisalhamento
resultam em formulacdes absolutamente iguais. Entretanto, sera mostrado que a
alternativa classica apresenta uma inconsisténcia na relacdo de compatibilidade para
deformacfes axiais. Além disso, quando sdo considerados efeitos de segunda ordem,
existem discrepancias na formulagcdo matematica do problema, e consequentemente nos
resultados.

O objetivo deste trabalho é discutir, no contexto de uma analise de segunda ordem (néo
linearidade geomeétrica), as diferencas de resultados entre a forma classica de considerar
a distorcéo por cisalhamento (rotagcéo adicional) e a forma alternativa (distor¢éao cisalhante
do elemento infinitesimal de viga). O artigo descreve a analise de uma viga submetida a
uma carga axial de compressédo, com diferentes condicdes de contorno, em que essa
diferenca na consideracdo da distor¢do por cisalhamento leva a valores completamente
diferentes de cargas criticas. Outro exemplo analisado € o conhecido pértico de Roorda.

1.1 Equag0es Diferenciais

Na figura 1 mostra-se a configuracdo deformada do elemento infinitesimal de uma viga
submetida a um carregamento transversal distribuido q e uma carga axial constante P.

q

(O A

M + dM

P < V+dVv
dx
Figura 1 - Equilibrio de um elemento de viga deformado.

Levando em conta as forcas apresentadas, a imposi¢cdo do equilibrio leva as seguintes
expressoes:
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—dV +q(x)dx=0 — avx) q(x) (Equagéao 1)
2
dM — (V +dV )dx — Pdv+q(x)d%=o—>%=wx)+ P% (Equacéo 2)

onde:

V(X) = deslocamento transversal

q(x) = carga transversal distribuida

V(x) = componente vertical do esforco na secéo transversal
P = componente horizontal do esforgo na se¢éo transversal
M(x) = momento fletor na sec¢éo transversal

Considerando a relacéo entre momento fletor e a curvatura M (x) = El dg/dx, obtém-se:

40 _dv(x) _p dv(x)

El
dx® dx dx?

(Equacéo 3)

onde:
El =rigidez a flexdo da viga
0(x) = rotacdo da secéo transversal

Substituindo a expresséo para a derivada do esforgo transversal q(x) =dV/dx, tem-se:

d*O(x) B, d?v(x)

El
dx® dx?

=q(x) (Equagao 4)

1.1.1 Teoria de vigas de Navier

No caso da teoria de vigas de Navier (Euler-Bernoulli), a rotacdo pode ser escrita como a
derivada do deslocamento transversal (6 =dv/dx), resultando em:

dv(x) P d*(x) _q(x)

dx* ElI dx*  El

(Equacéo 5)

A equacéo diferencial acima representa a formulacdo de Euler-Bernoulli considerando
uma carga axial constante, desprezando deformagbes por cisalhamento. Sua solugéo
resulta no deslocamento transversal v(x) e a rotagdo é obtida por 8(x) =dv/dx.

1.1.2 Forma classica da teoria de Timoshenko

No caso da teoria classica de vigas de Timoshenko, a rotagcdo néo fica mais associada a
derivada do deslocamento transversal, conforme ilustrado na figura 2.
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Esta nova hipdtese modifica as equacdes diferenciais mostradas anteriormente, pois se
torna necessario incluir o termo associado a distor¢do por cisalhamento provocada pelo
esforco cortante (note que o sinal negativo vem das diferentes convencdes de sinais entre
o esforgo cortante e a tensdo de cisalhamento):

y(x) = ?— o(x)
X

(Equacéo 6)
Q(X) =—xGA-y(x) = xGA- (H(X) -

dx

onde:

G = mdbdulo de cisalhamento do material

A = &rea da secdao transversal

y = fator que define a area efetiva para cisalhamento da secéo transversal
Q(x) = esforgo cortante

v(x) = distor¢ao por cisalhamento

ﬁ (rotacao total da segao)
dx N
(rotacao J
~ v
y por flexdo) y=—-0
dx
(distorc¢ao por
cisalhamento)

X

Figura 2 - Consideracao do cisalhamento na viga de Timoshenko.

A teoria classica de vigas de Timoshenko considera a distor¢cdo por cisalhamento como
uma rotagéo adicional da secéo transversal (Reddy et al., 1997), conforme mostra a figura
3. Nota-se que a projecao dos esforcos € obtida usando a rotacéo total da secdo e néo
apenas a rotacdo por flexdo 6. Tal consideracéo leva as seguintes expressdes para 0s
esforcos seccionais:

dv(x)
dx

N(x)=P-V (x)(0+y)=P-V(x) _ .
dv(x) (Equacao 7)

Qx)=P(0+7)+V (x)= P24V (x)
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Figura 3 - Esforcos e deslocamentos na forma classica da viga de Timoshenko.

E interessante notar que a hipétese da Teoria da Elasticidade classica supde que o
deslocamento axial (e, consequentemente, a deformacdo axial) depende apenas da
rotacdo por flexao (Boresi et al., 2010):

u(x, y) =Uy(x) - yo(x)
o U (9 dox) (Equacéo 8)
7 dx y dx

Entretanto, ao observar a deformacéo da secao transversal na figura 3, nota-se que o
mais correto seria expressar o deslocamento axial como dependente tanto da rotacéo por
flexdo quanto da distor¢ao por cisalhamento:

u(x, y) = Uy (x) = y[0(x) +7(X)]
Lo duy(x) {de(x) +d7/(x)} (Equacao 9)
T dx dx dx

A principio, essa diferenca entre as expressdes revela uma possivel incoeréncia na
formulacao tradicional de Timoshenko. A hipétese de que a distor¢do por cisalhamento é
constante ao longo do eixo da viga resolve tal incoeréncia.

Outra constatacdo importante € obtida com a substituicdo da expressado para o esforco
cortante das expressdes anteriores, corroborando a consagrada relacdo diferencial entre
o momento fletor e o esfor¢o cortante:

% =Q(x) (Equacéo 10)

Igualando as expressdes para o esfor¢o cortante Q(X) nas equacdes acima, obtém-se
uma expressao para a derivada do deslocamento transversal:
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dM (x) _ ZGA-(@(X)— dv(x)j
dx dx
El d?9(x)

dv(x)
Y o) - ——
dx () 2GA  dx?

(Equacéo 11)

Substituindo a expresséo de (11) em (4), tem-se:

P \d%(x) da(x) i}
Elll -P = E 12
( +ZGAJ S -P =900 (Equagdo 12)

1.1.3 Forma alternativa da teoria de Timoshenko

Timoshenko e Gere (1961) apresentam uma alternativa (ndo usualmente adotada) a
formulacao tradicional para considerar a deformacéo por cisalhamento, que a interpreta
nao como uma rotacdo adicional da secéo transversal, mas como uma distor¢cdo do
elemento infinitesimal de viga, conforme mostra a figura 4. Observa-se que, com essa
interpretacdo, a decomposicéo dos esfor¢os seccionais € feita utilizando apenas a rotacao
por flexao:

N (x)=P -V (x)6(x)

Q(x)=PO(x)+V (x)

%

M+ dM
N+dN
=

Q+dQ

%

Figura 4 - Esfor¢os e deslocamentos na forma alternativa da viga de Timoshenko.

(Equacéo 13)

Nota-se que a hipotese mostrada na figura 4 é coerente com a expressdo classica da
Teoria da Elasticidade para o deslocamento axial. Substituindo a expressdo para o
esforco cortante, chega-se a uma nova relacao diferencial:
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dM (x) _ dv()
dx _Q(X)H{ dx Q(X)} (Equacéao 14)
dM(x) _ AHas

Q(X)+P7(X)=Q(x)[1_ij

dx YGA

Igualando as expressdes para o esfor¢o cortante Q(x), obtém-se:

DO cnp)o-210)
dv(x) El  d?4(x) (Equagao 15)
x0T easp) o
X

Analisando as expressoes, fica evidente que a diferenca entre as duas consideracfes da
teoria sé existe quando ha carga axial. Caso contrario, as duas formulagcdes recaem na
mesma equacao diferencial. Substituindo a expresséo (15) em (4), tem-se:

Bl d°0(0) L do(x)
L P dx® P dx =409
7GA

(Equacéo 16)

2 Solucao das Equagdes Diferenciais

Tanto a forma classica quanto a alternativa da equacéo diferencial da viga de Timoshenko
submetida a carga axial apresentam o mesmo padrao de solucdo. Quando a carga axial &
de compressédo, tradicionalmente utiliza-se a solugdo trigonométrica da equacao
diferencial pela sua simplicidade. Neste caso, deve-se ter em conta que o sinal da carga
axial é negativo, o que altera alguns parametros das equacdes, cuja solu¢cao encontra-se
a seguir:

4°0(x) , ,»d0(3) _
dx® dx
0(x) = Asin(Ax)+ Bcos(Ax)+C (Equacéo 17)
(1+QA%1%)

V(X) = [ Bsin(4x)— Acos(Ax)]+Cx+D

onde:

1 A .
A= u |——— = parametro de carga na forma classica
1-Qul

A=u (1+ Qu° L2) = parametro de carga na forma alternativa
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n= JP/E = parametro de carga sem cisalhamento
Q=EIl/yGAL® = constante levar em conta o cisalhamento (Reddy, 1997)

Caso o0 objetivo seja a obtencdo de cargas criticas, imp6em-se as condigdes de contorno
na solucdo da equacao diferencial e encontra-se o menor valor de A (autovalor) que
permite uma solucao néo trivial associada a uma configuragéo deformada (autofuncéo).

3 Exemplos

Buscando dar énfase aos casos com solugdo analitica conhecida, primeiramente foram
obtidas cargas criticas de flambagem para colunas com duas diferentes condicGes de
contorno: biapoiada (coluna classica de Euler) e biengastada. Posteriormente, a analise
se estendeu ao efeito P-A em uma coluna engastada e livre.

3.1 Coluna de Euler (biapoiada)

A figura 5 mostra uma viga-coluna biapoiada submetida a uma carga axial de
compressdo. Sua menor carga critica de flambagem é dada por P, = z*El /L°.

P
A AN
Figura 5 — Coluna de Euler

Aplicando-se as condi¢cdes de contorno (deslocamento e o momento fletor nulos nas
extremidades), chega-se a uma condic&o para que a solucéo seja nao trivial. Tal condi¢éo
para o parametro de carga independe da forma utilizada (classica ou alternativa):

sin(AL)=0 (Equagé&o 18)

O menor valor ndo nulo de A que satisfaz a equacéo € dado por A =/L. Substituindo na
expressado da forma classica da teoria de vigas de Timoshenko, chega-se a:

2
P _ 7 El ) El

= Q=——_ (Equacdo 19
o« |_2(1+er2) ZGAL? (Equac )

Substituindo na expresséo para a equacao diferencial da forma alternativa da teoria de
vigas de Timoshenko, chega-se a:

P, =22 (Jrrara-1), a=—E . (Equagdo 20)
2 ZGAL

ANAIS DO 57° CONGRESSO BRASILEIRO DO CONCRETO - CBC2015 -57CBC 8



A Anais do 57° Congresso Brasileiro do Concreto
CBC2015 O
’J Outubro / 2015

IBRACON

Bonito*MS 2015

@ 2015 - IBRACON - ISSN 2175-8182

Os resultados encontrados séo idénticos aos obtidos por Timoshenko and Gere (1961).
Reescrevendo os resultados para as duas cargas criticas em forma adimensional, pode-
se obter uma relacéo com a carga de Euler de forma a poder comparar os resultados:

I:>cr,c _ 1
P (1+Q7*) N
5 (Equacéo 21)
1
ra _ J1+4 29—1)
P 27:29( "

onde:
P__ € a carga critica utilizando a forma classica

cr,c

P_. € a carga critica utilizando a forma alternativa

cr.a

P, é a carga critica de Euler

No grafico da figura 6 € mostrada a comparacdo entre as duas cargas criticas para
valores usuais de Q.

1 3 3 T T

classica
09k alternativa ||

0.8~

0.7

P

cr

0.5~

0.4~

0.3

02 r r r r
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Q

Figura 6 - Carga critica para a coluna de Euler em funcdo do parametro Q.

3.2 Coluna Biengastada

A figura 7 mostra uma viga-coluna biengastada submetida a uma carga axial de
compress&o. Sua menor carga critica de flambagem é dada por P, =47°El/L°.
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\ P
N =g

Figura 7 — Coluna biengastada
Aplicando-se as condicbes de contorno (deslocamento e rotacdo nulos nas

extremidades), chega-se a um sistema de equacdes cuja condicdo de determinante nulo
(indeterminado) leva, no caso da forma classica, a:

2(1+ QA% )[1-cos(AL)] - ALsin(AL) =0 (Equacdo 22)
No caso da forma alternativa, apos algumas simplificacdes:

(1+»\/1+ 4§MZL2)[l—cos(ﬂ,L)]—/lLsin(/lL) _0 (Equacdo 23)

O menor valor ndo nulo de A que satisfaz tanto a Eq. (30) quanto a Eq. (33) é dado por
A=2x/L. Substituindo na expressdo para a equacdo diferencial da forma classica da
teoria de vigas de Timoshenko, chega-se a:

2
Pcr = %, Q = EI 2 (Equagao 24)
L (1+4Q7?) ZGA L

Substituindo na expresséo para a equacao diferencial da forma alternativa da teoria de
vigas de Timoshenko, chega-se a:

P = %(«/1+167[2Q —1), Q= GEAI\ - (Equacéo 25)
4

Reescrevendo os resultados para as duas cargas criticas em forma adimensional, pode-
se obter uma relacdo com o valor analitico de forma a poder comparar os resultados.

Pcr,c 1

Poo (1+4Q7°%)

P
cra _ ﬁ(«m 167°0 -1

cr,0 T

(Equacéo 26)

onde:
P_. é a carga critica utilizando a forma classica,

cr,c

P_. é acarga critica utilizando a forma alternativa,

cr,a

P

cr,0

€ a carga critica da coluna biengastada.
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No grafico da figura 8 € mostrada a comparacdo entre as duas cargas criticas para
valores usuais de Q. Nota-se que a consideracdo do cisalhamento influencia de forma
mais acentuada na coluna biengastada do que na biapoiada.

1 3 T 3 T

classica

0.9 alternativa ||

0.8

0.7

0.6

0

0.5

/P
crcr

0.4

0.3

0.2

0.1

0 r r r r
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Q
Figura 8 - Carga critica para a coluna biengastada em fun¢éo do pardmetro Q.

3.3 Efeito P-Delta

Uma coluna engastada e livre submetida a uma carga axial P e uma carga transversal oP,
tem um Fator de Amplificacdo de Momento (FAM) na base dado por (desconsiderando o
cisalhamento):

tan (L)

FAM = (Equacéo 27)

Para a forma classica, o fator é dado por:

2
FAM = %(1_Qﬂzl_z) tan(4L) _tan(4L)

AL

(Equacéo 28)

No caso da forma alternativa:

EAM — tan(/lL)(

1+Qu*1?) (Equacéo 29)
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No gréafico da figura 10 é mostrada a comparacdo entre as duas cargas criticas
(alternativa e classica) para valores usuais de Q, utilizando P = P./2. Nota-se que,
desconsiderando o cisalhamento, o fator é dado por FAM = 1.8168.

4.5 T T T T T

trad
alt

FAM
w
T
1

2.5t e i

15 r r r r r
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Q

Figura 10 - FAM em funcéo do parametro Q.

4 Conclusoes

Normas de projeto de estruturas recentes preveem a consideragdo de efeitos de n&o-
linearidade geométrica na analise de estruturas. Em analise de porticos, esses efeitos sao
geralmente considerados através de uma analise de estabilidade ou de segunda ordem.
Além disso, programas de analise de estruturas modernos levam em consideracao, além
das deformacOes axiais e de flexdo nos elementos estruturais, distorcbes por
cisalhamento (teoria de vigas de Timoshenko), embora estas distor¢cdes nos casos usuais
de barras esbeltas sejam pequenas.

A andlise de estabilidade de colunas delgadas considerando efeitos de segunda ordem é
um problema bastante conhecido, com solu¢des analiticas disponiveis, e a andlise de
segunda ordem para porticos com colunas esbeltas tem sido estudada por iniumeros
engenheiros e pesquisadores dada sua importancia no projeto de estruturas.

Por outro lado, a andlise de estabilidade de estruturas com efeitos de segunda ordem
considerando distor¢des por cisalhamento tem poucas soluc¢des disponiveis na literatura
(Onu 2008; Areiza-Hurtado et al. 2005), pois geralmente o efeito de cisalhamento nédo é
importante para vigas-colunas delgadas. Entretanto, existem situagbes em que, mesmo
com uma relacdo comprimento/altura de uma barra relativamente pequena, a combinacao
de efeitos de segunda ordem com distorcdo por cisalhamento pode ser importante,
merecendo uma maior investigagéo. Este foi o objetivo deste artigo.

Discutiu-se a influéncia de duas alternativas de interpretacdo da teoria de vigas de
Timoshenko para considerar deformacdes por cisalhamento em vigas submetidas ao
efeito axial de compressdo em uma analise de segunda ordem. A alternativa classica
interpreta a distor¢céo por cisalhamento como uma rotagéo adicional da sec¢éo transversal
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e a teoria menos usual (também apresentada por Timoshenko) considera deformacao por
cisalhamento como uma distor¢éo cisalhante do elemento infinitesimal de viga.

Além disso, foi mostrado que a alternativa classica da teoria de Timoshenko apresenta
uma inconsisténcia na relagdo de compatibilidade para deformacbes axiais. Essa
inconsisténcia ndo aparece para vigas com esforgo cortante e distor¢do por cisalhamento
constantes.

Os resultados mostram que, quando uma viga estd submetida a uma carga axial, essa
diferenca na consideragdo da distorcdo por cisalhamento acarreta em valores
completamente diferentes de cargas criticas. O efeito P-A também foi investigado para
uma coluna engastada e livre, levando a resultados bastante diferentes para as duas
formulacdes.
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