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Abstract. This work presents a methodology for adaptive generation of 3D finite-element
meshes using geometric modeling with multi-regions and parametric surfaces. The adaptive
strategy adopted in this methodology is based on independent refinements of curves, surfaces
and solids. Initially, the model's curves are refined using a binary-partition algorithm in
parametric space. The discretization of these curves is used as input for the refinement of
adjacent surfaces. Surface discretization is also performed in parametric space and employs
a quadtree-based refinement coupled to an advancing-front technique for the generation of an
unstructured triangulation. These surface meshes are used as input for the refinement of
adjacent volumetric domains. Volume discretization combines an octree refinement with an
advancing-front technique to generate an unstructured mesh of tetrahedral elements. In all
stages of the adaptive strategy, the refinement of curves, surface meshes, and solid meshes is
based on estimated numerical errors associated to the mesh of the previous step in the
adaptive process. In addition, curve and surface refinement takes into account metric
distortions between parametric and Cartesian spaces and high curvatures of the model's
geometric entities. The adaptive strategy is implemented in a modeler, called MG, which is
responsible for the creation of a geometric model with multi-regions, in which curves and
surfaces are represented by NURBS, and for the interactive and automatic finite-element
mesh generation associated to surfaces and solid regions. Numerical examples of the
simulation of engineering problems are presented in order to validate the methodology
proposed in this work.
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1. INTRODUCAO

Em simulagdes numéricas usando o Método dos Elementos Finitos (MEF), dois
importantes aspectos que devem ser considerados sdo a geragdo automatica da malha de
elementos finitos do modelo e a definicdo do grau de refinamento associado a essa malha.
Esse refinamento deve ocorrer de modo que a densidade dos elementos gerados varie com o
gradiente da solucdo obtida. Neste contexto, técnicas adaptativas sdo procedimentos uteis que
auxiliam na defini¢cdo de tais aspectos.

Algumas estratégias t€m sido propostas para considerar esses aspectos de uma forma
eficiente. Em trabalho anterior apresentado pelos autores (Cavalcante-Neto et al., 1998), foi
proposta uma estratégia auto-adaptativa bidimensional capaz de realizar simulagdes
envolvendo geragdo de malhas e métodos adaptativos de forma automatica. Outros trabalhos
também foram propostos para considerar o mesmo problema usando diferentes enfoques
como, por exemplo, o grupo de Mark Shephard (Bachmann & Shephard, 1989), do Instituto
Politécnico de Rensselaer, Estados Unidos. Em trés dimensoes, entretanto, o desenvolvimento
de analises adaptativas ¢ mais complicado porque a geragdo de malhas volumétricas e a
obtencdo dos estimadores de erros sdo tarefas muito mais complexas. Pesquisas tém sido
realizadas em ambas as areas para desenvolver métodos e algoritmos capazes de tratar este
problema em 3D. Outro trabalho anterior relacionado com os autores (Cavalcante-Neto, 1998)
propos uma técnica de geracdo de malhas volumétricas de elementos tetraédricos, para
dominios de regido arbitraria, que, juntamente com a implementagao de estimadores de erro
em trés dimensdes, também mostrados nesse trabalho, definiram um protdtipo de um
ambiente para geracdo adaptativa em trés dimensdes. Entretanto, esse trabalho ndo gerava
todo o processo automaticamente, isto ¢, a malha era gerada independentemente da estimativa
de erro, que tinham que ser combinadas separadamente. Além disso, apesar de tratar multi-
regides, ndo o fazia de forma totalmente eficiente e ndo tratava superficies paramétricas,
essencial em varios tipos de simulacdes.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma metodologia para a geracdo
adaptativa de malhas de elementos finitos tridimensionais usando modelagem geométrica com
multi-regides e superficies paramétricas. A estratégia adaptativa adotada é baseada no
refinamento independente de curvas, superficies e solidos.

Inicialmente, as curvas do modelo sdo refinadas usando um algoritmo de subdivisdo
binaria no seu espaco paramétrico. A discretizacdo dessas curvas ¢ usada como dado de
entrada para o refinamento das superficies adjacentes.

A discretizagdo das superficies também ¢ feito no seu espaco paramétrico e usa
refinamento baseado em quadtrees acoplados a uma técnica de avanco de fronteira para a
geracdo de malhas triangulares ndo-estruturadas (Miranda & Martha, 2002). Essas superficies
sdo usadas como dado de entrada para o refinamento dos dominios volumétricos adjacentes.

A discretizagdo do volume combina uma técnica de decomposi¢do espacial recursiva,
usando uma octree como estrutura auxiliar, com uma técnica de avanco de fronteira
(Cavalcante-Neto et al., 2001) para obter uma malha ndo-estruturada de elementos
tetraédricos.

Em todos os estagios da estratégia adaptativa apresentada, o refinamento das curvas,
malhas de superficies e malhas so6lidas € baseado em erros numéricos estimados associados a
malha do passo anterior do processo adaptativo. Além disso, o refinamento de curvas e
superficies também consideram distor¢des métricas entre os espagos paramétricos e
Cartesiano e grandes curvaturas das entidades geométricas do modelo.

Os erros numéricos sao armazenados em uma estrutura auxiliar de composi¢do espacial
recursiva, denominada octree, cujo objetivo principal ¢ aumentar a performace na realizagdo
de buscas nas suas folhas internas.



A estratégia adaptativa ¢ implementada em um modelador, chamado MG (Coelho et al,
2000; Lira et al., 2002), que ¢ responsavel pela criagdo do modelo geométrico com multi-
regides, onde as curvas e superficies sdo representadas por NURBS (Piegl & Tiller, 1999), ¢
pela geragdo da malha de elementos finitos associadas a essas superficies e aos solidos do
modelo.

A Secdo 2 deste trabalho apresenta os detalhes da estratégia adaptativa desenvolvida. A
geracdo da octree global ¢ apresentada na Secdo 3. A Secdo 4 trata do refinamento das curvas,
enquanto que as Segoes 5 e 6 abordam o processo de discretizagdo das superficies e sélidos do
modelo. A Secdo 7 apresenta exemplos numéricos usados para validar a metodologia
proposta, simulando problemas de engenharia. Por fim, a Secdo 8 descreve as conclusdes
deste trabalho.

2. ESTRATEGIA

A estratégia adaptativa, proposta neste trabalho, para analise de modelos tridimensionais
pelo MEF ¢ resultante da aplicacdo de técnicas para geragdo de malhas ndo estruturadas em
superficies e regides, combinadas com erros numéricos associados a discretizacdo. Os
estimadores de erros numéricos sdo implementados a partir de procedimentos desenvolvidos
para modelos bidimensionais (Paulino et al., 1999) e estendidos para trés dimensdes
(Cavalcante-Neto, 1998). Esses estimadores de erros numéricos baseiam-se em técnicas de
estimativa de erro bem difundidas na literatura, chamadas Superconvergent Recovery
Technique (SPR) (Zienkiewicz & Zhu, 1992a; Zienkiewicz & Zhu, 1992b; Zienkiewicz &
Zhu, 1994) e Recovery by Equilibrium in Patches (REP) (Boroomand & Zienkiewicz, 1997).
Os estimadores de erros numéricos foram implementados em um programa para andlise
numérica por elementos finitos (Martha & Parente Jr., 2002) em cujo desenvolvimento os
autores estiveram envolvidos. Vale a pena ressaltar que a troca dessas técnicas de estimativa
de erro por qualquer outra técnica mais recente ou mais eficiente pode ser feita de maneira
facil e direta, facilitada pela organizag@o orientada a objetos do programa de analise. A Fig. 1
ilustra o processo de refinamento adaptativo proposto neste trabalho.
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Figura 1 — Processo de refinamento adaptativo proposto.



A estratégia tem como dado inicial a malha volumétrica do problema correspondente e as
entidades geométricas (curvas e superficies) associadas ao modelo. Em um primeiro instante,
essa malha ¢ analisada numericamente, fornecendo as informagdes necessarias para o inicio
do procedimento adaptativo. Essas informagdes sdo basicamente os erros numéricos
associados a cada elemento volumétrico da discretizagdo. A partir desses erros, verifica-se a
necessidade ou ndo da realiza¢do do refinamento adaptativo. Se houver uma convergéncia dos
resultados alcancados, o processo adaptativo € encerrado.

Se a convergéncia ndo ¢ obtida, os tamanhos de novos elementos sdo calculados com
base nos erros numéricos da andlise de erro. Todos os dados dos novos tamanhos sado
armazenados em uma estrutura auxiliar de composicdo espacial recursiva, uma arvore octaria
(octree), que tem a vantagem de realizar busca rapida nas folhas internas. Essa estrutura tem
também a vantagem de representar o tamanho desejado do elemento com aproximadamente o
mesmo tamanho das folhas internas. Por esses motivos, a estrutura octree ¢ utilizada para
auxiliar na discretizag@o da curvas, malhas de superficie e também da malha volumétrica.

Primeiramente, as curvas sdo refinadas com base na estimativa de erros dos elementos
armazenados na octree e que sdo adjacentes as curvas em questdo, obtidos na analise
numérica da malha do passo anterior, € com o auxilio de uma estrutura de dados de arvore
binaria. Esse refinamento vai subdividir as curvas em segmentos cujos tamanhos sdo
consistentes com os tamanhos da analise de erro. Isto é mostrado na Secéo 4.

Apos o refinamento das curvas, ¢ realizada a discretizacdo das malhas associadas a cada
uma das superficies do modelo. No refinamento dessas malhas, ¢ utilizada uma estrutura de
decomposigdo espacial recursiva, auxiliando a sua constru¢do. Nesta fase, dois importantes
detalhes sdo considerados. O primeiro refere-se a utilizagdo de erros numéricos associados aos
elementos volumétricos adjacentes a uma dada superficie na discretizagdo da sua malha,
gerando elementos de superficie compativeis com os erros utilizados. O segundo detalhe
refere-se a utilizagdo, no refinamento, de critérios geométricos para garantir uma malha mais
discretizada em locais com acentuadas curvaturas. Esses detalhes provém caracteristicas
numéricas e geométricas no refinamento das malhas de superficies do modelo. Isto ¢é
mostrado na Secédo 5.

A ultima fase (Secdo 6) do processo de refinamento adaptativo relaciona-se a
discretizagdo dos dominios das regides do modelo. Essa discretizagdo ¢ realizada a partir das
malhas de elementos finitos associadas as superficies do contorno dessas regides,
considerando também os erros numéricos associados aos elementos das malhas volumétricas
do passo anterior do processo adaptativo. Mais uma vez, por se tratar de uma metodologia que
permite tratar multi-regides, cada regido somente leva em consideracdo os elementos a ela
associados.

Ao final, nova analise de erros ¢ realizada para verificar a qualidade dos resultados
alcangados. Todo o processo adaptativo € repetido caso a convergéncia ndo tenha sido obtida.

3. GERACAO DA OCTREE GLOBAL

Sdo dois os objetivos principais da octree auxiliar. O primeiro ¢ desenvolver diretrizes
locais usadas para definir a discretizacdo das curvas e malhas de superficie. O segundo ¢
definir os tamanhos dos elementos tetraédricos a serem gerados durante o procedimento de
avango da fronteira.

A geracdo da octree envolve dois passos. Em um primeiro passo, a octree ¢ inicializada
baseada nos dados de entrada, que sdo os novos tamanhos dos elementos resultantes da
andlise de erro. Em um outro passo, a octree ¢ refinada para se obter uma melhor transi¢cao
dos tamanhos dos elementos gerados no avango da fronteira no refinamento das superficies.



3.1 Geracio da octree baseada nos novos tamanhos dos elementos

Inicialmente, um cubo envolvente é criado baseado no maximo intervalo de qualquer uma
das trés coordenadas cartesianas dos nds dos dados de entrada. Este cubo € a célula raiz da
octree. No primeiro passo de refinamento da octree, cada resultado de erro do elemento da
malha de contorno fornecida € usado para determinar a profundidade local da subdivisdao. As
coordenadas dos pontos de integracdo de Gauss de cada elemento e a razdo de erro sdo
determinados. Com auxilio de técnicas de estimativa de erros, sao determinados novos
tamanhos dos elementos para cada ponto de Gauss. A célula da octree contendo a coordenada
do ponto de Gauss ¢ determinada. Se a area da face da célula é maior do que o tamanho dado,
entdo esta célula ¢ subdividida em oito células menores. Este processo ¢ repetido
recursivamente e acaba quando a area da face da célula ¢ menor do que um fator do tamanho
dado. Nesta implementacao, um fator de 0,4 foi usado. O uso deste fator ¢ recomendado em
alguns trabalhos baseados em octree encontrados na literatura (Shephard e Georges, 1991),
para evitar o excessivo refinamento quando da construcdo da octree. Este processo € repetido
para todas as faces do contorno do modelo fornecidas. O resultado ¢ ilustrado na Fig. 2 para o
exemplo bidimensional, usando uma quadtree.

Figura 2 — Geragao da octree, mas exemplificada com uma quadtree, baseada nos novos
tamanhos dos elementos.

3.2 Refinamento da octree para forcar disparidade de tamanho minima
A octree ¢ posteriormente processada para forcar um unico nivel de diferenga entre

células vizinhas. Isto forca uma transicdo natural entre regides com diferentes graus de
refinamento. Esta operacdo ¢ realizada percorrendo a octree e examinando o nivel de



refinamento entre células adjacentes. Se a diferenca ¢ mais do que um nivel, as células
apropriadas sdo refinadas até que o critério seja satisfeito. A Fig. 3 mostra a quadtree gerada
para o exemplo bidimensional apos a aplicagdo desse procedimento.

Figura 3 - Geragdo da octree, mas exemplificada com uma quadtree, para forgar disparidade
de tamanho minima.

4. REFINAMENTO DAS CURVAS

A metodologia utilizada no refinamento das curvas do modelo ¢ uma versdo
unidimensional do procedimento utilizado para discretizar as superficies. O refinamento de
cada curva utiliza uma técnica de enumeragao espacial recursiva baseada em uma estrutura de
dados de arvore binaria (binary tree). A idéia € gerar uma discretizacdo nas curvas em fungao
de suas curvaturas e dos tamanhos caracteristicos (analise de erro) dos elementos adjacentes a
essas curvas. Esses tamanhos caracteristicos sdo calculados com base na estimativa de erro
numérico de cada elemento no passo anterior do processo adaptativo.

No inicio do processo, o comprimento ¢ o ponto médio da curva sdo obtidos. A partir do
ponto médio € obtido a célula na octree global onde o ponto se encontra. Faz-se entdo a
comparagdo para saber se a curvatura no ponto atende um critério de curvatura maxima e se o
tamanho do segmento ¢ menor que o tamanho da célula correspondente. Se os dois critérios
forem atendidos, o processo ¢ interrompido e prossegue para o passo de obtengdo do pontos
sobre a curva. Caso contrario, a curva ¢ subdividida em duas particdes e cada particdo ¢
testada, de mesmo modo como foi descrito para toda a curva, até que atenda os dois critérios
em todos os pontos. As subdivisdes da curva em partigdes sdo subdivisdes na arvore bindria,
como mostra o exemplo da Fig. 4. Cada folha da arvore (célula que nédo possui filho) vai gerar
uma aresta na curva refinada.



Figura 4 — Curva discretizada e sua arvore bindria correspondente.

5. DISCRETIZACAO DAS SUPERFICIES

A discretizacdo da malha em cada superficie € baseada no algoritmo apresentado pelos
autores (Miranda & Martha, 2002). Esse algoritmo ¢ aplicado na geracdo de malhas
triangulares em superficies com geometria arbitraria utilizando a sua descrigdo paramétrica.
Essa descri¢do paramétrica é utilizada por ser mais comum e eficiente, pois a geragdo da
malha ¢ realizada a partir da utilizagdo de técnicas de triangulagdo bidimensional, com
corregdes de distor¢do da geometria da superficie. Utilizando o seu espago paramétrico, a
superficie 3D ¢ mapeada para uma superficie 2D e, entdo, a triangulagdo ¢ realizada com
correcdo de distor¢des. Em seguida, a malha resultante dessa triangulacdo ¢ reconduzida ao
espacgo 3D. Tal processo pode ser visualizado na Fig. 5.

v

Figura 5 — Geragdo de malhas em superficies.

Esse algoritmo utilizado na geragdo de malhas em superficies ¢ baseado na combinagao
de técnicas de avango de fronteira com decomposicao espacial recursiva. Essa decomposigao
¢ realizada utilizando-se uma arvore quaterndria (quadtree) para armazenar métricas e
desenvolver diretrizes locais usadas na definicdo do tamanho dos elementos que serdo
gerados.

A geragdo da quadtree possui quatro etapas. A primeira refere-se a sua construgéo inicial
que ¢ baseada na discretizacdo do contorno fornecida. No entanto, essa constru¢io inicial
pode deixar células no interior do dominio com tamanho bem maior que as células localizadas



na proximidade do contorno. A segunda etapa ¢ usada para refinar a quadtree, garantindo que
nenhuma célula no interior seja maior que a maior célula no contorno. Na seqiiéncia, faz-se
um novo refinamento for¢ando um unico nivel de diferenga entre células vizinhas. Essa
operacdo garante uma transicdo natural e suave entre regides com diferentes graus de
refinamento. Depois, outra etapa ¢ responsavel pelo refinamento das células em locais com
acentuada curvatura na superficie tridimensional. Essa etapa é importante, pois evita que
aspectos pontiagudos sejam visiveis em células adjacentes, apresentando uma transi¢do ainda
mais suave da curvatura entre células. Finalmente, os tamanhos provenientes da analise de
erro, armazenados na octree global, sdo utilizados no refinamento final da quadtree. Desse
modo, a geracdo dos novos elementos triangulares irdo refletir os tamanhos resultantes da
analise de erro. Essa seqiiéncia descrita na geragdo e refinamento da quadtree ¢ ilustrada na
Fig. 6. Ja a Fig. 7 ilustra um exemplo de geragcdo de malha em uma superficie considerando os
aspectos relacionados a acentuadas curvaturas.
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Figura 6 - Geragdo da quadtree: (a) Modelo 2D e seu refinamento no contorno; (b) Quadtree
inicial; (¢) Quadtree apds o primeiro refinamento; (d) Quadtree apds o segundo refinamento.
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Figura 7 — Malha em uma superficie 3D.



A técnica de avanco de fronteira é baseada em um procedimento padrdo encontrado na
literatura, com pequenas modificagdes (Miranda & Martha, 2002). Esse procedimento inicia-
se pelo contorno que delimita o dominio a ser preenchido com uma malha triangular. O
processo de avango de fronteiras ¢ dividido em duas fases. Na primeira, tenta-se gerar
elementos com forma 6tima baseados em geometria. Idealmente, a malha do dominio deve ser
inteiramente gerada nesta fase. No entanto, isso depende principalmente da discretizacdo do
dominio fornecida. Essa fase inicia-se com a cria¢ao de uma fronteira de avango inicial. Essa
fronteira ¢ formada pelos segmentos discretizados no contorno fornecidos como dados de
entrada. Esse contorno avanca tentando-se formar tridngulos baseados principalmente em
consideragdes geométricas. Se, apos a realizagdo dessa fase inicial, elementos 6timos nao
forem mais criados, inicia-se a segunda fase do procedimento. Nessa nova fase, elementos
validos sdo criados a partir da topologia, ndo garantindo que cada elemento gerado ird possuir
uma boa forma.

Ap6s as etapas de decomposi¢ao esparcial recursiva e avango de fronteira, uma técnica de
suavizagdo ¢ aplicada para melhorar a qualidade da malha através do reposicionamento de nos
dentro de um retalho (grupo de elementos adjacentes). Uma formulagdo deste procedimento ¢
descrito a partir da forma genérica de uma Fungdo Laplaciana Ponderada (Miranda & Martha,
2002).

6. DISCRETIZACAO DOS VOLUMES

A discretizagdo da malha em cada regido fechada do modelo ¢ baseada em uma técnica
utilizada para a geracdo de elementos tetraédricos em dominios arbitrarios apresentado pelos
autores (Cavalcante-Neto et al., 2001). Assim como o procedimento usado na geragdo de
malhas em superficies, este € baseado na técnica de avango de fronteira combinado com uma
técnica de decomposicdo espacial recursiva. Neste caso tridimensional, a decomposicdo ¢
realizada com o auxilio da arvore octree global apresentada na Secédo 4.

A partir da octree global, ¢ aplicada a técnica de avango de fronteira. Essa técnica ¢é
baseada em um procedimento padrdo encontrado na literatura, com duas fases adicionais
(Cavalcante-Neto et al., 2001), utilizadas para garantir a geracdo de malhas volumétricas
validas para quaisquer dominios. Esse procedimento ¢ dividido em trés fases. A primeira
refere-se a geracdo de elementos e ¢ realizada baseando-se apenas em informagoes
geométricas. Nessa fase, tenta-se gerar elementos tetraédricos com formas 6timas.

A segunda fase ¢ aplicada quando nao ¢ mais possivel gerar elementos baseados em
geometria. Entdo, utiliza-se as informacdes topologicas para criar elementos validos, mas nao
necessariamente com boa forma.

O processo de avango de fronteira encerra-se com a aplicacdo de um procedimento de
“volta-passo” (back-tracking), onde algumas faces dos elementos que estdo impedindo o
avanco do algoritmo sdo eliminadas.

Apoés as técnicas de decomposicdo espacial recursiva e avango de fronteira serem
aplicadas, um procedimento de suavizacdo convencional ¢ utilizado para tentar gerar
elementos com formas 6timas. Esse procedimento consiste, basicamente, na relocacdo de nos
baseado na média das coordenadas nodais, com testes de validacao.

A estratégia utilizada para o refinamento adaptativo das malhas volumétricas usam a
mesma arvore octree global descrita anteriormente, gerando células cujos tamanhos sdo
baseados nos erros numéricos obtidos na analise de erros.



7. EXEMPLOS

Esta secdo apresenta exemplos que servem para ilustrar e validar a estratégia adaptativa
que estd sendo proposta no presente trabalho. Dois problemas bidimensionais de engenharia
sdo utilizados como exemplos. Modelos tridimensionais, como os mostrados na Fig. 8, ndo

sdo ilustrados, pois a estratégia adaptativa proposta neste trabalho ainda estd fase de
desenvolvimento.
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Figura 8 — Exemplos de modelos tridimensionais.

Os exemplos abordam desde a descricdo geométrica do problema, até a obteng¢do dos
resultados finais de malha e tensdes. A malha inicial é gerada a partir da subdivisdo das
curvas do contorno, que podem ser quaisquer, sem considera¢do de tamanho e forma dos
elementos. Com a andlise de erro, obtém-se os parametros necessarios para o refinamento
adaptativo e, por conseguinte, uma melhor qualidade da malha de elementos finitos.

O exemplo 1 representa uma ligagdo submetida a tracdo cujas condigdes de contorno
impostas e a geometria do modelo sdo mostradas na Fig. 9. A Fig. 10 ilustra a seqiiéncia de
refinamento adaptativo da malha. A Fig. 10(a) mostra a malha inicial cuja qualidade dos
elementos ndo foi considerada na sua geracdo. Por exemplo, pode-se observar que na
extremidade direta do modelo existem elementos bastante distorcidos e alongados. Isso gerou
uma descontinuidade muito grande entre os resultados dos elementos, conforme apresentado
na Fig. 10(b). Esses resultados foram utilizados para o calculo de novos tamanhos de
elementos, que por sua vez, foram utilizados na geracdo de uma nova discretizacdo adaptativa
das curvas de bordo ¢ malha do dominio (Fig. 10(c)). O mesmo processo foi novamente
realizado resultando na malha da Fig. 10(d). Finalmente, a Fig. 11 representa as tensoes
horizontais provenientes de analise com o uso da malha final. Esses resultados ficaram mais
suavizados em relagdo aos mostrados na Fig. 10(b).

Alguns comentarios podem se obtidos a partir do exemplo 1. Observa-se que na Fig.
10(d) houve um desrefinamento da malha na extremidade direita em relacdo a Fig. 10(c). Esse
comportamento € uma caracteristica dessa estratégia: os elementos sdo refinados ou
desrefinados de acordo com os resultados da analise adaptativa. Outro comportamento
importante € a transi¢cdo de tamanho entre elementos da malha que é aproximadamente igual a
transicdo proveniente da quadtree. Por isso, a importancia de se utilizar o passo descrito na
Secdo 3.2, onde o refinamento da quadtree for¢ca uma disparidade de tamanho minima.



Observa-se ainda que apesar da geometria do modelo e de suas condi¢des de contorno serem
simétricas, ndo existe uma simetria na malha final obtida. Isso ocorre porque os elementos da
malha inicial ndo estdo dispostos simetricamente ao longo do modelo, provocando tal efeito.

4]
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Figura 9 — Geometria e condi¢des de contorno do exemplo 1.
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Figura 10 — (a) Malha inicial qualquer do exemplo 1; (b) Resultados associados a malha
inicial: tens@o na diregdo horizontal; (¢) Malha ap6s um passo de refinamento; (d) Malha final
obtida ap6s dois passos de refinamento.
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Figura 11 — Resultado associado a malha final do exemplo 1: tensdo na dire¢do horizontal.

A mesma analise adaptativa foi realizada em uma viga simétrica entalhada e bi-apoiada
sob carregamento horizontal constante, de acordo com a Fig. 12. A Fig. 13 mostra o processo
adaptativo de refinamento: (a) malha inicial sem nenhuma consideracdo de qualidade dos
elementos; (b) resultados de tensdes horizontais provenientes da malha inicial (notar uma nao
simetria nos resultados); (c) malha ap6s um primeiro passo de refinamento adaptativo; (d)
malha apds dois passos de refinamento adaptativo. Nota-se um refinamento maior no canto do
entalhe, pois ha uma concentracdao de tensdes bastante acentuada neste local. Finalmente, as
tensdes horizontais da malha final (Fig. 14) apresentam simetria, que ¢ um resultado bastante
diferente dos iniciais (Fig. 13(b)). Observa-se novamente que a ndo simetria da malha final
obtida € provocada pela ndo simetria da malha inicial utilizada no processo de refinamento.

Figura 12 — Geometria e condi¢des de contorno do exemplo 2.

Deve-se observar que em todos os exemplos mostrados acima foram utilizados elementos
triangulares quadraticos para a obtengao dos estimadores de erros usados no refinamento
adaptativo da malha de elementos finitos.



(a)

(b)

(©)

(d)

Figura 13 — (a) Malha inicial qualquer do exemplo 2; (b) Resultados associados a malha
inicial: tens@o na direcao horizontal; (c) Malha ap6s um passo de refinamento; (d) Malha final
obtida apos dois passos de refinamento.

Figura 14 — Resultado associado a malha final do exemplo 2: tenséo na dire¢do horizontal.



8. CONCLUSAO

Este trabalho propde uma metodologia para geragdo adaptativa de malhas tridimensionais
de elementos finitos usando modelagem geométrica com multi-regids e superficies
paramétricas.

A estratégia adaptativa adotada nessa metodologia ¢ baseada no refinamento
independente das curvas, superficies e regides do modelo. Esses refinamentos usam erros
numéricos estimados associados & malha do passo anterior do processo adaptativo.

Esses erros numéricos sdo armazenados em uma estrutura auxiliar de composi¢ao
espacial recursiva, denominada octree, cujo objetivo principal ¢ aumentar a performace na
realizagdo das buscas necessarias no processo adaptativo proposto. A utilizacdo dessa
estrutura ¢ uma das vantagens apresentadas pelo presente trabalho, pois permite a utilizagdo
da estratégia de uma forma rapida e eficiente, evitando buscas exaustivas nas estruturas de
dados dos modulos adaptativos.

Os refinamentos das curvas e superficies consideram também as distor¢des métricas entre
os espacos paramétricos e Cartesiano e grandes curvaturas das entidades geométricas do
modelo.

A estratégia adaptativa proposta ¢ implementada em um modelador, denominado MG, o
qual ¢ responsavel pela criagdo do modelo geométrico com multi-regides e curvas e
superficies paramétricas do tipo NURBS. O modelador também ¢ responsavel pela geracao,
tanto em superficies quanto em solidos, das malhas de elementos finitos usadas no processo
adaptativo.

Dois exemplos numéricos de simulacdo de problemas de engenharia sdo apresentados
para validar a metodologia proposta neste trabalho. Esses exemplos sdo bidimensionais, pois a
implementagdo computacional da presente estratégia ainda esta em desenvolvimento.
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