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Abstract. A andlise elasto-pldstica de estruturas, sob sua forma incremental, requer a solucdo
de uma série de subproblemas, comumente denominado de Retorno a Superficie de Escoa-
mento, em que deseja-se determinar, a partir de um estado de tensées inicial, o incremento
de tensoes eldsticas e pldsticas correspondentes ao incremento de deformacoes. Em geral, a
solucdo de tais subproblemas é obtida através de algoritmos especificamente projetados em
Jfuncdo do critério de escoamento do material analisado e sua respectiva lei constitutiva. Nesse
trabalho demonstra-se uma formulagdo alternativa para a solugdo de problemas de Retorno a
Superficie de Escoamento através da Programagdo Matemdtica. Especificamente, serdo abor-
dados algumas das superficies de escoamento mais comuns da literatura, e.g. Tresca, von
Mises, Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, que podem ser convenientemente reescritas através
de restricoes conicas. Sendo assim, o problema de Retorno a Superficie de Escoamento pode
ser reformulado como um problema de Programagdo Cénica, para o qual métodos numéricos
eficientes e robustos podem ser utilizados para a solucdo do problema.
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1 INTRODUCAO

O dimensionamento plastico de estruturas apresenta diversas vantagens sobre o dimensio-
namento eldstico. Do ponto de vista econdmico, estruturas projetadas sob o critério de colapso
plastico tendem a ser consideravelmente mais leves e, portanto, mais econdmicas. Ja sob o
aspecto mecanico, o projeto plastico permite prever o mecanismo de colapso da estrutura sob
sua carga limite, proporcionando uma maior seguranga quanto as medidas a serem tomadas
na situacdo de cargas excepcionais. De fato, por estas e outras vantagens, diversas normas e
especificacdes baseiam-se em conceitos de dimensionamento pléstico.

Em termos da andlise mecanica, o projeto pldstico exige um estudo quanto a evolugdo das
deformagdes plésticas que ocorrem ao longo da estrutura devido ao escoamento do material.
Tal estudo € fundamental para a avaliacdo dos mecanismos de colapso sob a qual a estrutura
estd sujeita, assim como na determinacdo de sua carga limite de colapso. Um tema central em
plasticidade diz respeito ao estudo da andlise limite (AL) que tem como objetivo estimar a carga
de colapso global de estruturas adotando-se a hip6tese de um comportamento rigido-plastico do
material. Alternativamente, a andlise elasto-plastica (AEP) consiste em uma abordagem mais
geral em que o histérico das deformacgdes plasticas ao longo do carregamento da estrutura €
obtido por meio de uma andlise incremental-iterativa.

O modelo matemadtico da plasticidade proporciona uma metodologia geral que permite des-
crever o comportamento constitutivo continuo de certos materiais. Em linhas gerais, o modelo
constitutivo elasto-plastico descreve a taxa de evolucdo das deformagdes plésticas em termos
do carregamento aplicado a estrutura. Dessa forma, um passo fundamental na anélise elasto-
plastica consiste na solug@o local das equacdes constitutivas da plasticidade ou, equivalente-
mente, na solu¢do de um problema de valor inicial constitutivo elasto-plastico. Especificamente,
tal problema consiste em um sistema de equacgdes diferenciais sujeito a restricdes na forma
de equacdes algébricas, formalmente denominado sistema de equacées diferencial-algébrico
(EDA).

Solucdes analiticas para sistemas de EAD s6 sdo possiveis para modelos constitutivos e
histéricos de deformacgdes extremamente simples e, portanto, a utilizacdo de métodos numéri-
cos para solucdo de problemas préticos de engenharia € essencial. A metodologia geral para
a solucao numérica de tais problemas baseia-se, primeiramente, na discretizacdo das equagdes
diferenciais por meio do método de Euler. Uma vez discretizado, o problema ¢é transformado
em um sistema de equagdes algébricas sujeito as restricdes impostas pelas condicdes de carre-
gamento/descarregamento e pelo critério de resisténcia do material. Em um segundo momento,
o problema discretizado € resolvido por meio do algoritmo preditor/corretor que basicamente
consiste de dois passos: o passo preditor eldstico, em que se verifica a hipdtese do incremento
de deformacdes ser puramente eldstico, e o passo corretor pldstico (ou de retorno a superficie
de escoamento), onde o sistema de equacdes do problema discretizado € resolvido.

O sistema de equacdes do problema de retorno a superficie de escoamento é, em geral,
ndo-linear. Além disso, o problema ainda estd sujeito a condicdo de positividade estrita do
multiplicador plastico. Dessa forma, a alternativa mais comum na prética € resolver o sistema
de equacdes ndo-lineares utilizando-se algum método iterativo, em geral o método de Newton-
Raphson, e em seguida verificar a admissibilidade da solu¢@o quanto a restri¢ao de positividade
do multiplicador pléstico. Alternativamente, é possivel ainda formular o retorno a superficie
de escoamento como um problema de programacdo matematica, interpretacdo conhecida na
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literatura como closest point projection (Simo & Hughes, 2013). De fato, considerando-se
os critérios de escoamento mais comuns apresentados na literatura, o problema de retorno a
superficie de escoamento pode ser formulado como um problema de otimizacdo convexa para
o qual a solugdo € unica. Em particular, apresenta-se neste trabalho uma classe de critérios de
escoamento para os quais o retorno a superficie de escoamento pode ser resolvido por meio de
problemas de otimizagdo conica quadratica e semidefinida.

2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € apresentar uma alternativa para a solu¢do de problemas de
retorno a superficie de escoamento (PRSE) utilizando-se uma formulacdo baseada em progra-
macdo matematica. Especificamente, demonstra-se a representacio conica de diversos critérios
de escoamento de forma a se obter um problema de otimizacdo convexa com restri¢des conicas.
Em particular, sdo apresentadas as formulacdes que permitem reescrever o PRSE como proble-
mas de otimizagdo conica quadratica (OCQ) e de otimizagdo conica semi-definida (OCSD).

3 CRITERIOS DE ESCOAMENTO

Os critérios de resisténcia dos materiais desempenham um papel fundamental na analise
e dimensionamento de estruturas civis. Nos projetos em que se considera somente o regime
linear eldstico, tais critérios representam restri¢des locais de tensao que devem ser estritamente
verificados. J4 em projetos que contemplam uma andlise elasto-plastica, tais critérios permitem
observar a evolucao das deformacdes pldsticas que por sua vez devem ser limitadas de forma a
prevenir o surgimento de mecanismos de colapso.

Matematicamente, um critério de resisténcia pode ser representado como uma condic¢io de
inclusdo da forma

S M , M={XeS|f(X)<r) (1)

onde X, representa o tensor de tensdo de Cauchy em um ponto p, M € o conjunto dos estados
de tensdo admissiveis e S? é o conjunto das matrizes simétricas 3x3. A funcio f representa a
superficie de escoamento (para f(X) = 0) e k, € o nivel de resisténcia local em um certo ponto
.

Os critérios de escoamento isotropicos (Souza Neto et al., 2008) s@o aqueles para os quais
as fungdes f sdo invariantes quanto a rotacdo de X, e, portanto, podem ser expressas em termos
das tensdes principais

or = M(X), k=1,2,3 (2)

em que A\ (X) sdo os autovalores do tensor de tensdes X € S3.

A seguir sdo apresentados alguns dos critérios de resisténcia mais comumente encontrados
na literatura.
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3.1 Critério de Rankine

O critério de Rankine, também conhecido como critério da maxima tensdo normal (Chen
& Han, 1987), € um critério muito utilizado para a modelagem de materiais frageis. De acordo
com este critério, a falha do material ocorre quando a méxima tensao principal atinge o valor de
resisténcia a tracdo normal o7, obtido a partir de um ensaio de tragdo simples. Sua superficie
de escoamento pode ser representada pelas equagdes

0, =0r , O2=0r , 03=0T (3)

Ja o conjunto das tensdes admissiveis pode ser expresso como
Mzr ={X € 8| N\pax(X) < 07} 4)

3.2 Critério de Tresca

Considerado como o primeiro critério de escoamento para metais, o critério de Tresca
sugere que o escoamento do material ocorre quando a méxima tensdo de cisalhamento atinge
um valor limite de resisténcia de cisalhamento 7,. Tal limite se relaciona com o limite de tensdo
normal por meio de

o
Ty = 7@, 5)
Sua superficie de escoamento pode ser representada pelas equagdes

01 —03=0y , 01 —03=0y , 01 —03=20y
(6)

01 —03=0y , 01 —03=0y , 01 —03=20y

e seu conjunto de tensdes admissiveis pode ser expresso como
3

Mp ={X € 8°|1/2(Anaz(X) — Anin(X)) < 7, } (7)

3.3 Critério de Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb € considerado uma generalizacdo do critério de Tresca. Sua
superficie de escoamento pode ser representada pela equacao

T=c—o,tan¢ 8
onde 7 € tensdo cisalhante, c é a coesdo, o, € a tensdo normal e ¢ € o angulo de atrito.

Em termos das tensdes principais a Eq. (8) pode ser escrita como
— 1 3 1—-03
%cos@:c— (U o 7 7 sin¢> tan ¢ )]

+
2 2
assumindo-se o; > g9 > 03.

O seu conjunto de tensdes admissiveis pode ser dado por
Mare = {X € 8|ar e (X) — Brnin(X) < k} (10)
onde a = (1 +sin¢), f = (1 —sing) e kK = 2ccos ¢.

Vale notar que para ¢ = 0, o critério de Mohr-Coulomb se reduz ao critério de Tresca e que
para ¢ = 7/2 se reduz ao critério de Rankine.
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3.4 Critério de von Mises

O critério de von Mises, vastamente utilizado na modelagem de metais, sugere que o esco-
amento do material ocorre quando a médxima energia de distor¢ao de cisalhamento, ou a tensdo
cisalhante octaédrica, atinge um certo valor critico, de acordo com a Eq. (11).

T2
Wo =25 Tur=1/27, an

em que Wp € a energia de distor¢do de cisalhamento, G € o médulo de elasticidade transversal
do material, 7, € a tensdo de escoamento em cisalhamento puro e 7, € a tensdo octaédrica.

A partir das seguintes relacoes

WD = QJ_éa Toct = §J2 (12)

onde .J; € o segundo invariante do tensor de tensdes desviador, dado por

J2: (0'1—02)2+(02—603)2+(O’3—01)2 (13)

o critério pode ser convenientemente reescrito como
Vo =1y (14)

Sendo assim, a superficie de escoamento pode ser expressa por

(01 — 02)? + (00 — 03)* + (03 — 01)* = 67'y2 (15)

e seu conjunto de tensdes admissiveis pode ser escrito como

My ={X € 8|/ L(X) <7,}. (16)

3.5 Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker-Prager é considerado como uma generalizagdo do critério de von
Mises em que se introduz uma sensibilidade ao escoamento do material quanto a pressao hi-
drostética. Tal propriedade é imposta por meio de um termo adicional a expressao do critério
de von Mises (Eq. (14)), resultando em

aoy+\/Jo =T, (17)

onde o € uma constante do material e 0, = % (011 + 092 + 033) € a pressao hidrostatica.

O seu conjunto de tensdes admissiveis pode ser expresso por
Mpp = {X € S’lam(X) + v/ h(X) < 7} (18)

em que m(X) = 1/3tr(X).
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4 PROGRAMACAO CONICA

A otimizagdo cOnica € uma classe de problemas de programagdo matematica em que a
func¢do objetivo € convexa e o conjunto de restri¢des € dado pela intersecdo de restri¢cdes lineares
com um cone convexo. Um problema de programacgado conica geral pode ser descrito como

min c'x

Ax=Db (19)
s.t.

xeK

em que x € o vetor das varidveis de projeto, Ax = b é um conjunto de restri¢des lineares e K é
0 cone convexo associado ao problema.

Alguns exemplos de otimizacao cdnica sdo a programacao linear (LP), programacdo qua-
drética convexa (Convex QP), programacgdo conica de segunda ordem (SOCP) e a programacdo
semi-definida (SDP). A Figura 1 ilustra os diferentes subcampos contidos na programagao co-
nica.

Convex
cp| spP (socP( op

Figura 1: Subcampos da programacio conica.

Cada um desses subcampos se distingue pelo tipo de cone associado ao problema. Por
exemplo, em problemas de programacao linear o cone associado € conhecido como cone R,
que € definido como

R, = {z € Rjz > 0} (20)

Portanto, um problema de programacao linear geral pode ser expresso como

min c'x min cTx

Ax=Db ou Ax=Db (21)
s.t. Ss.t.

x>0 x € Ry

Analogamente, nos problemas de SOCP o cone associado € denominado cone de segunda
ordem, também conhecido como ice-cream cone ou o cone de Lorentz, definido como

CcS0C — {x € R" 21 > ||zam| ,x1 > 0} 22)
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Portanto, um problema de SOCP geral pode ser escrito como

( T

min c¢'x
x min ctx
Ax=Db x
ou Ax=Db (23)
s.t. > ) s.t.
21>  psoc
L Tt Z 0

A programacdo semi-definida tem como cone associado
CP ={X € S"|X =0} (24)

onde > € utilizado para indicar que a matriz X € positiva semi-definida, especificamente
Y =7 < w'(Y-2Z)w>0 YweR" (25)

Dessa forma, um problema de SDP geral pode ser escrito como

H;}Il (C,X) H;}Il (C,X)

(Ai, X) =b; ou (A;, X) = b, (26)
S.t. s.t.

X =0 X e copr

em que (-, -) é o produto interno usual no espago das matrizes quadradas, ou seja

(V,2) =) "> Xi¥i; = tr(X"Y) (27)

i=1 j=1

Alternativamente, um problema de programacao conica semi-definida poder ser expresso
em termos de desigualdades matriciais lineares, ou seja

min c¢’x

S.t. Co + Z Czl'l ~ 0
=1

emque C € S"(k=0,1,2,...).

(28)

Vale ressaltar que os cones C°9¢ e C5PF pertencem a uma classe de cones denominados

self-scaled (veja (Boyd & Vandenberghe, 2010) para uma defini¢cdo detalhada). Em (Neste-
rov & Todd, 1997) apresenta-se a extensdo do algoritmo de pontos interiores primal-dual para
problemas programacao conica envolvendo cones self-scaled. Essa formula¢ao permite a im-
plementacdo numérica de forma robusta e eficiente para a solu¢do de SOCPs e SDPs. De acordo
com (Lobo et al., 1998), considerando-se o algoritmo de pontos interiores, uma andlise tedrica
de pior caso mostra que o nimero de iteragdes para resolver um problema de SOCP cresce
no maximo pela raiz quadrada do nimero de varidveis de projeto, enquanto que experimentos
numéricos apontam que, tipicamente, o nimero de iteracdes exigido varia entre 5 e 50, quase
independente do tamanho do problema. Uma implementagdo numérica passo-a-passo do algo-
ritmo de pontos interiores primal-dual para a otimizagdo cOnica quadratica € apresentada em
(Andersen et al., 2003).
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5 REPRESENTACAO CONICA DOS CRITERIOS DE ESCOAMENTO

A secdo 3 apresenta os critérios mais comuns propostos na literatura. Demonstra-se agora
que tais critérios podem ser convenientemente reescritos nas suas respectivas formas conicas.
Em particular, os critérios de von Mises e de Drucker-Prager podem ser representados por
meio de restricdes conicas quadraticas. J4 os critérios de Rankine, Tresca e Mohr-Coulomb,
formulados em termos autovalores mdximos e/ou minimos, podem ser reescritos como restri-
¢des conicas semi-definidas. E importante notar que tal representacio é essencial para que o
problema de otimizac¢@o possa ser formulado na forma conica, resultando portanto em um pro-
blema de otimizagdo convexo de solugdo tnica que pode ser resolvido utilizando-se os métodos
numéricos apropriados para programagao conica.

5.1 Ciritérios de Drucker-Prager e von Mises

Como indicado anteriormente, o critério de Drucker-Prager é uma generalizacio do crité-
rio de von Mises em que um termo relacionado a pressao hidrostatica € introduzido. De fato,
tomando-se o = 0 na Eq. (17) obtemos a Eq. (14) que representa o critério de von Mises. Ana-
logamente, o critério de Mohr-Coulomb € generalizacdo dos critérios de Rankine e de Tresca.
Dessa forma, basta entdo demonstrar a representagdo conica para 0s casos mais gerais.

5.2 Representacao conica quadratica do critério de Drucker-Prager

Em termos do tensor de tensdes de Cauchy, a expressao da Eq. (13) pode ser reescrita como

Jo(X) = \/((711 — 099)° + (011 — 033)" + (099 — 033)° + 6 (03, + 035 + 035)
L(2) =

29
5 (29)
Alternativamente, coletando-se os elementos do tensor 2. no vetor
T
0= [011 022 033 012 013 023 (30)
pode-se reescrever a Eq. (29) na seguinte forma vetorial
Jo(0) = o' Po (31)
em que
2 -1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 00
-1 -1 2 0 00
P=- (32)
6lo 0o 0 600
0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 6
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Observa-se que a matriz P € positiva semi-definida e, portanto, de acordo com o Teorema
Espectral, pode ser decomposta como

P=VTDV (33)

em que V' é a matriz que armazena os autovetores ¢ D = diag(A(P), ..., \¢(P)) tal que
Mo(P)>0(k=1,..,6).

Dessa forma, pode-se ainda decompor P como

L=D3V — P=1LTL (34)

Logo, o termo +/.J; na expressao da Eq. (17) pode ser reescrito como

Vs = VoTPo = Va™VIDVe = Vol [T Lo = || Lo|| (35)
Por sua vez, o termo da pressao hidrostitica pode ser convenientemente reescrito como
T T
op=m(X)=0"b, b=|1/3 1/3 1/3 0 0 0] : (36)

Por fim, o conjunto das tensdes admissiveis do critério de Drucker-Prager, de acordo com
a Eq. (18), pode ser reescrito como o seguinte cone de segunda ordem

Mpp={2€R" | |Lo| < (7, — ac’b), (1, — acTb) > 0}. (37)

5.3 Representacao conica semi-definida do critério de Mohr-Coulomb

O ponto central na representacdo conica semi-definida do critério de Mohr-Coulomb, e seus
correspondentes casos particulares, € notar que restricdes quanto a0 maximo/minimo autovalor
de uma matriz podem ser reescritas como restri¢des conicas semi-definidas. Para isso, nota-se
primeiramente que para X € R™*"

)\k(X - t[d) = )\k(X) —t (k‘ = 1, ..,n) (38)

em que /; € a matriz identidade de tamanho apropriado.

Portanto, segue que
)\maz(X - t]d) = )\ma:c (X) —1 (39)
logo € evidente que

Mae(X) <t <= tl,— X =0 (40)

Observa-se também que

)\m'm(X) = _)\max(_X) (41)
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€ portanto

~Amin(X) <t <= tId+ X = 0 (42)

Nota-se também que a desigualdade da Eq. (10) pode ser divida em duas igualdades equi-
valentes, de acordo com

a)\max(X) - ﬁ)\mzn(X> S K <= a)\ma:r(X) S ("f - y); _6>\mm<X) S Yy (43)

em que y € R é uma varidvel auxiliar.

Portanto, o conjunto de tensdes admissiveis da Eq. (10) pode ser escrito por meio da
seguinte restricao conica semi-definida

Muc={ (X,y) € S® xR| —yly —aX + Iy = 0,yl;+ X =0 }. (44)

6 PRINCIPIO DA MAXIMA DISSIPACAO PLASTICA

Atualmente, o Principio da Mdxima Dissipacdo Pldstica (PMDP) exerce um papel central
na formulacao matemdtica de modelos constitutivos elasto-plasticos. Em contraste ao método
construtivo, em que as leis de escoamento e encruamento sdo postuladas, a formulag@o por meio
do PMDP segue de argumentos matematicos embasados na teoria de programagio matematica,
como multiplicadores de Lagrange e condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Contudo, vale
ressaltar que o PMDP se limita a modelos elasto-plasticos com leis de escoamento e encrua-
mento associativas. De fato, tais hipoteses sdo consequéncias diretas do PMDP.

Seja
A= {(0,4)[f(0,A) < 0} (45)

em que A € um conjunto de varidveis associadas ao fendmeno encruamento. O PMDP esta-
belece que, para uma dada taxa de deformacdo pléstica €’ e uma dada taxa de variacdo das
varidveis internas de encruamento &, o estado verdadeiro {o, A} € A ¢, dentre todos os estados
admissiveis {o*, A*} € M, aquele para o qual a dissipagao plastica

DP(0,AéP &) =0: ¢ — Axa (46)
¢ méxima, ou seja

DP(0, A, %, &) > DP (0", A%, ", &)V (6", A*) € A (47)

Alternativamente, o PMDP estabelece que o estado verdadeiro {o, A} € A é a solugdo do
seguinte problema de otimizacdo

max DP(c*, A* éP &)

st. f(o, A <0

(48)
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Utilizando-se 0 Método dos Multiplicadores de Lagrange (Nocedal & Wright, 20006), tal
problema pode ser reformulado como o problema de se determinar os pontos estaciondrios da
funcdo Lagrangiana

5(0*714*76'17,@,7) =—0": Ep_‘_A*a_’Yf (U*7A*) (49)
em que € o multiplicador de Lagrange associado a restri¢do do problema da Eq. (48), também
conhecido como multiplicador pléstico.

As condi¢des de primeira ordem de KKT para este problema levam a

a. lei de escoamento associativa

p o
Jo Oo
b. lei de encruamento associativa
0L (0, A, e, &,5) . . 0f(0,A)
DA 0= a==ra oD

c. condigcoes complementares de carregamento/descarregamento
¥>0, f(0,4) <0, §f(0,4) =0 (52)

Considerando-se ainda

d. decomposigdo aditiva das deformagoes

e=¢€"+¢€ (53)
em que € € o tensor das deformacdes totais e €° o tensor das deformacodes eldsticas, e
e. lei de Hook para deformacoes eldsticas

o=0C:¢ 54)

o modelo constitutivo elasto-pldstico fica completamente definido.

7 INTEGRACAO DAS EQUACOES CONSTITUTIVAS ELASTO PLAS-
TICAS

Sejam dados em um determinado tempo ¢, as deformacao eldsticas €°(t,), as deformagdes
plasticas €(t), as varidveis internas de encruamento a(ty) e seja €(¢) o histérico de defor-
magdes totais para ¢ € [tg,T]. Considere ainda um modelo constitutivo elasto-plastico como
o descrito pelas Egs. (50-54). Entdo, o problema de valor inicial constitutivo elasto-plastico
consiste em se determinar as fungdes €°(), «(t) e ¥ que satisfazem V¢ € [t, T

e g 714
e(t) = e(t) — v(t)%@)(t))
a(t) = =31 215G (5%
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FORMULACAO E SOLUCAO DE PROBLEMAS DE RETORNO A SUPERFICIE DE ESCOAMENTO VIA
PROGRAMACAO CONICA

Como mencionado anteriormente, tal sistema de equacées diferencial-algébrico (EAD) s6
admite solucdes analiticas para casos muitos simples e, portanto, de forma a tratar problemas
mais complexos em geral adota-se uma metodologia numérica.

Em geral, o primeiro passo para o tratamento numérico de tal problema é adotar um Método
de Euler para discretizacdo temporal das Eqgs. (55). Em particular, empregando-se o esquema
implicito obtém-se o seguinte sistema de equacoes algébricas

€1 =€+ Ae — Av—f('j”“’A”“)

aU'n+1

Of(0nt1,An+1)
2 e (56)

st. Ay >0, f(an+17 An—H) <0, A'Vf(o-n—i—h An-i-l) =0.

Opq1 = Op — A/y

Uma vez obtidas as equacdes na forma discreta, prossegue-se com o algoritmo predi-
tor/corretor. Primeiramente, assume-se que a variacdo de deformagdes Ae é puramente eldstica,
passo conhecido como preditor elastico. Essa hipotese é chamada de solugdo frial, tal que

etrial _ _e trial __
el = e¢ + Ae, ot = q, (57)

Se tal solucio satisfaz

Fle T A <0 (58)
entdo simplesmente atualiza-se as varidveis
ial
(Jntr = (nt (59)

Caso contrério, prossegue-se com 0 passo corretor plastico, em que resolve-se o seguinte
sistema de equacgdes nio-linear

Efz—f—l = Efz + Ae — A,yf(anleaAnle)

a(7"r1,+1

Of(Ont1,An+1) (60)

f(0n+1a An+1) =0

Uma vez obtida obtida a solugdo (€5, o,+1) de tal sistema, verifica-se as restrigdes das
Egs. (56). Caso seja satisfeito, as varidveis sdo atualizadas. Caso contrario, deve-se obter outra
solugdo para o sistema.

Alternativamente, o problema discreto da Eq. (56) pode ser interpretado como um pro-

blema de otimizagdo convexa da seguinte forma

min 3(o% —): O (o — 0) + (A — A): DV (AT, — 4) o
s.t. flo,A) <0

onde D € o modulo pléstico generalizado tal que

A=Da < a=D"'A (62)
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Considerando-se a Lagrangiana associada ao problema da Eq. (61)
1, & .
L(0, 4, A7) = (o = 0): OV (o8 — o)

+ 5 (Anh — A): D7 (AR — A) + Avf(o, 4) (63)

| —

as condi¢des de KKT levam a

PLLAL) — () = €5,y = € + Ae — AyLloitnst)
0L(0,A,A 0f(on+1,An
A8 = 0 = a1 =y — Ay Ann) (64)

A7 > Oa f(0n+17An+1> < Oa Afyf(o-n+17 An+1) =0
que prova que a solu¢@o (0,41, A,11) do problema de otimizacdo corresponde a solucdo do

problema da Eq. (56).

8 SOLUCAO DE PROBLEMAS DE RETORNO A SUPERFICIE DE
ESCOAMENTO VIA PROGRAMACAO CONICA

Considerando-se um encruamento isotropico linear, dado por
oy(€’) =0y + He (65)

onde €’ € a deformacgdo plastica acumulada e H € médulo de encruamento linear isotrépico.
Temos portanto que

A=He’, a=eé¢ —= D=H (66)

Dessa forma, os critérios de resisténcia sdo reescritos, sem perda de generalidade, como
(Z,,a0) eM , M={(X,k) eS8 xR|f(X) <o, + Hk} (67)

E o problema de otimiza¢do da Eq. (61) pode ser reescrito como

min (048 — o) TC7H ot — o) + L (a2 — o) H (ol — a)

7 (68)
s.t. flo,a) € M

Verifica-se porém que a fungdo objetivo de tal problema € ndo-linear e, portanto, a primeira
vista, o problema ndo pode ser formulado como um problema de otimizagdo conica do tipo da
Eq. (19). Contudo, observa-se que tal problema € equivalente a

min Y1ty
0,Y1,Y2
Hott — o) C ot — ) < () .
s.L. s —)H (o) —a) <y (2)
f(o,a) e M (3)
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FORMULACAO E SOLUCAO DE PROBLEMAS DE RETORNO A SUPERFICIE DE ESCOAMENTO VIA
PROGRAMACAO CONICA

sendo que as restricdes (1) e (2) podem ser reescritas como restricdes conicas quadraticas (vide
(Ben-Tal & Nemirovski, 2001)).

Segue portanto que, para o caso em que a restri¢cdo (3) possa ser reformulada como um
restricdo cOnica, ou seja, para os casos em que o critério de escoamento possa ser reescrito na
forma conica, a solu¢do do problema de retorno a superficie da Eq. (56) pode ser reformulado
como um problema de otimizag¢do cOnica.

9 RESULTADOS

Um aspecto fundamental na implementacdo numérica do modelo da plasticidade consiste
na precisao dos algoritmos de integracdo das equacdes constitutivas elasto-plasticas. Para in-
crementos de deformacdes arbitrariamente pequenos € possivel demonstrar matematicamente a
ordem de precisdo de certos algoritmos. Contudo, considerando problemas praticos, € impor-
tante avaliar a precisdo dos algoritmos de integracao para o caso de incrementos suficientemente
"grandes", ou seja, incrementos correspondentes a passos finitos de carga. Adota-se neste traba-
lho o procedimento proposto por (Krieg & Krieg, 1977) que consiste no uso de iso-error maps
para a avaliacdo de diversos algoritmos de integracdo. De acordo com (Souza Neto et al., 2008),
tal ferramenta demonstrou ser efetiva e atualmente € a mais aceita para o estudo da precisdo de
algoritmos de integracdo sob grandes incrementos de deformacdo.

Geracao dos iso-error maps

Considere um estado de tensdes arbitrario o, sob a superficie de escoamento, ou seja

f (00, 5) =0, (70)
o vetor n normal a superficie no ponto o,
of
L= = 71
n 8@- o=04 ( )

e um vetor t tangente a superficie. Construindo-se a sequéncia de incrementos conforme
Ac" = Aoyt + Ao,n (72)

e definindo a medida de erro

\/(Oexact - Unum) : (Oexact - Unum)

= 73
‘ v/ Oexact * Oexact ( )

em que o, € 0 valor obtido pelo algoritmo de integracao sob o incremento definido na Eq. (72)
pelo par de pontos (0, 0,,) € Oexaer € s0luc@o exata das equagdes constitutivas elasto-plasticas
para o mesmo incremento. Entdo, o iso-error map consiste nas isocurvas da seguinte funcao

e:R? 5 R

(o¢,00) — €(0p, 00) .

Deve-se observar, contudo, que a solucdo analitica para tal problema é de dificil obtencao
e so esta disponivel para problemas muito simples. Sendo assim, de forma a se obter iso-
error maps para problemas gerais, a solucdo exata é obtida dividindo-se tal incremento em um
numero suficiente de sub-incrementos. Assim como adotado em (Souza Neto et al., 2008), neste
trabalho considera-se uma divisdo em 1000 sub-incrementos.
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9.1 Geracao do iso-error map para o critério de Drucker-Prager

Considere o critério de Drucker-Prager, Eq. (17), com constantes « = 1 e 7, = 2.
Tomando-se o ponto inicial sobre a superficie de escoamento o, como

00:210000] (74)

e tomando-se o vetor tangente t de forma que esteja contido no plano desviador, obtém-se o
iso-error map conforme ilustrado na Figura 2a.

6 > 6
g e 2 5
v ] / / 4
~n
/ A 75
, / - ]
//
& ‘ . =
< [, i bz
|| s 10 4 24
2r B | | i /
5 \ “ ‘ /
0 S
- 1 1 4 0

0 2 4 6 0 2 4 6
Aoy Aor/q
. (b) Drucker-Prager iso-error map para comparacio.
(a) Drucker-Prager iso-error map. Fonte: (Souza Neto et al., 2008).

Figura 2: Iso-error maps para o critério de Drucker-Prager.

Para efeitos de comparacao, apresenta-se na Figura 2b o iso-error map apresentado em
(Souza Neto et al., 2008). E importante destacar que os resultados foram obtidos para mode-
los com constantes e pontos de partida diferentes e, portanto, deseja-se somente comparar os
resultados de maneira qualitativa.

9.2 Geracao do iso-error map para o critério de Mohr-Coulomb

Considere o critério de Mohr-Coulomb, Eq. (8), com constantes ¢ = V2 /2ec=1.

Arbitra-se 3 diferentes pontos na superficie de escoamento como

o4 = gBtoc
_ | —Bay—1) —@Bay—1) —(3a.+2)

op = [ Bl —Gacl) —Gesd) g g ] (75)
— —(Baz+1) —(3ay—2) —(3az+1)

go [ 2az+ay QQxiay 2az+ay 000 :|

de forma que os pontos estejam localizados conforme o esquema da Figura 3.

Além disso, definem-se os vetores normais ng € ng, nos pontos de singularidade do cri-
tério, como a média dos planos adjacentes. Por fim, toma-se o vetor tangente t de forma que
esteja contido no plano desviador. Sob essas hipéteses, o iso-error map obtido para cada um
dos 3 casos € ilustrado nas Figuras 4a, 4b e 4c.
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Figura 3: Representaciao geométrica dos pontos A, B e C.
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(a) Mohr-Coulomb iso-error map ponto A. (b) Mohr-Coulomb iso-error map ponto B.
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(c) Mohr-Coulomb iso-error map ponto C.

Figura 4: Mohr-Coulomb iso-error maps.
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10 CONCLUSAO

Demonstra-se, neste trabalho, uma formulacdo para a solu¢do de problemas de retorno a
superficie por meio da programacdo conica. Uma das maiores vantagens dessa alternativa €
verificada para o caso de critérios de escoamento com singularidades. Tal situacdo apresenta
diversos empecilhos para a construcao de algoritmos de retorno a superficie relacionados com
o cdlculo da derivada da superficie de escoamento em relagdo ao tensor de tensdes nas regides
de singularidade. Observa-se, porém, que tal tratamento ndo € necessario para a formulagdo
apresentada. De fato, tais casos acomodam-se naturalmente na metodologia da programacgdo
matematica. Além do mais, algoritmos robustos e eficientes estdo disponiveis para a solugdo de
programacdo conica, de modo que o problema possa ser resolvido de forma eficiente. Por outro
lado, nota-se que a formulacdo apresentada € limitada a modelos constitutivos elasto-plasticos
associativos com encruamento linear. Sendo assim, materiais como solos e rochas, que em geral
ndo apresentam um comportamento segundo a lei associativa, ndo podem ser incorporados na
formulag@o proposta.
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