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Resumo. Este trabalho apresenta uma formulacdo puramente baseada em plasticidade para
ser aplicada a otimizagdo topologica. A principal ideia da otimizagdo topologica em mecdnica
dos solidos é encontrar a distribui¢cdo de material dentro do dominio de forma a otimizar uma
medida de performance e satisfazer um conjunto de restricoes. Uma possibilidade é mini-
mizar a flexibilidade da estrutura satisfazendo que o volume seja menor do que um determi-
nado valor. Essa é a formulagdo cldssica da otimizagdo topologica, que é vastamente utilizada
na literatura. Ndo obstante fornecer resultados interessantes, verificacoes adicionais, relati-
vas ao critério de seguranga estrutural, sdo necessdrias para viabilizar sua aplicagdo prdtica.
Esse critério de seguranga pode ser definido como limitar as tensoes eldsticas ao critério de
plastificacdo em todo o dominio. Esta definicdo leva a otimizacdo topolégica com restrigcoes
de tensoes. Por outro lado, em aplicacoes de projeto por estado limite iltimo busca-se ti-
rar proveito de toda capacidade resistente da estrutura. Dessa forma, este trabalho aborda a
incorporagdo do projeto estrutural pldstico a otimizagdo topoldgica. A formulagdo proposta
€ uma extensdo da andlise limite, que fornece uma estimativa da carga de colapso de uma
estrutura diretamente por meio da programacdo matemdtica, assegurando a eficiéncia com-
putacional da metodologia proposta. De forma a verificar a otimizacdo topologica pldstica e
comparar a topologia final com as obtidas através da otimizagdo topologica cldssica e da com
restri¢do de tensoes, sdo apresentados exemplos numéricos.

Palavras chave: Otimizagdo Topologica, Andlise Limite, Projeto Estrutural Pldstico
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1 INTRODUCAO

Otimizacgdo estrutural é uma drea que visa, através de manipulagcdes dos parametros que
descrevem um projeto, aprimorar o desempenho da estrutura. Essa drea tem na otimizacdo
topoldgica um ramo de grande importancia. Essa otimizacao busca a melhor distribuicao de
material ao longo de um dominio original de projeto. Sua formulacao mais frequentemente
Andreassen et al. (2011); Bendsge & Sigmund (1999); Eschenauer & Olhoftf (2001); Rozvany
(2009) pode ser vista como um grande passo na dire¢do de um projeto estrutural completamente
automadtico. Entretanto, os projetos obtidos por meio desse processo podem apresentar severas
concentragoes de tensdes Holmberg et al. (2013).

Emergiu do intuito de encontrar uma metodologia automatizada de projeto, que pudesse
satisfazer os critérios de seguranca quanto ao colapso estrutural, a otimizagdo topolégica com
restri¢oes de tensdes Holmberg et al. (2013); Duysinx & Bendsge (1998); Verbart et al. (2016a,b);
Paris et al. (2009); Lee et al. (2012). Nessa formulacdo busca-se, em geral, uma distribui¢ao
de material que atenda o critério de plastificacdo do material, em todo dominio 6timo, com o
menor volume possivel.

Contudo, em vérias aplicacdes busca-se prover seguranca a estrutura em relacao ao colapso
plastico utilizando toda a capacidade de deformacdo plastica do material Wong (2009); Neal
(1977); Moy (1981). Esse € o caso no estado limite dltimo de esgotamento da capacidade
resistente do material considerado em diversos documentos normativos. Nessa metodologia de
projeto verifica-se que a estrutura nao atingird o colapso plastico para condi¢des extremas de
carregamento.

Dessa forma, este trabalho busca apresentar uma metodologia de otimizagdo topoldgica
considerando o critério de projeto estrutural plastico do material. As equagdes fundamentais
desta formulacao sdo derivadas dos teoremas limites da plasticidade Gvozdev (1936); Drucker
et al. (1952). A otimizagdo topoldgica considerando andlise limite é amplamente empregada
para trelicas, sendo comumente referida como método de estrutura base (Ground Structure)
Dorn (1964); Ohsaki (2016); Zegard & Paulino (2014, 2015); Sokét (2011).

Todavia, poucos s@o os trabalhos encontrados na literatura Kammoun & Smaoui (2015) em
que a formulacao plastica adotada no método de estrutura base € estendida para o meio continuo
usando os desenvolvimentos da andlise limite para derivar as equacdes de equilibrio. Ainda o
trabalho de Kammoun e Smaoui Kammoun & Smaoui (2015) represente um grande avango
nessa frente, os resultados apresentados mostram dificuldade em obter resultados discretos, i.e.,
resultados em que hd material em apenas parte do dominio original.

Este trabalho busca, entdo, apresentar uma nova forma de penalizacao da formulagdo continua
da otimizacao topoldgica considerando andlise limite. Por essa proposta busca-se a obtencao de
resultados discretos que estejam mais proximos do projeto estrutural final. Por fim, serdo apre-
sentados resultados comprovando a acurdcia da metodologia proposta e serd mostrado como
essa formulac@o € mais vantajosa em problemas em que o interesse estd, de fato, no limite da
capacidade resistente da estrutura.

2 ANALISE LIMITE

A andlise limite € uma técnica para estimar a carga de colapso de uma estrutura. Ou seja, o
valor maximo que se pode majorar as cargas aplicadas de modo a levar a estrutura a iminéncia do
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colapso plastico. Para esse fim, a andlise limite ¢ mais eficiente que a andlise elastoplastica, por
nao haver necessidade de encontrar configuragcdes de equilibrio intermedidrias. Desse modo, a
andlise limite € mais propicia a ser empregada com a otimizagao topoldgica.

A andlise limite € baseada nos teoremas limites da plasticidadeGvozdev (1936); Drucker
et al. (1952). A formulagdo do problema pelo teorema do limite inferior — também conhecido
como teorema estatico — permite que o problema seja formulado apenas em termos das varidveis
estdticas, tensoes e forca. Esse teorema pode ser enunciado como: se pode ser encontrado um
estado de tensdes o;; seguro e estaticamente admissivel, a estrutura ndo atingiu o colapso ou
estd na iminéncia de colapsar Drucker (1958).

Um estado de tensoes o;; € dito seguro se atende a funcdo de plastificagdo f em todo
dominio:

ademais, um estado de tensdes € dito estaticamente admissivel se atende as equacgdes de equilibrio:

O-z'j,j + bz = 0

O'Z'jnj = tl

Ve, 2)

em que, b é uma forca de corpo e ¢ sdo forgas distribuidas no contorno cuja normal é n.

Decorre do teorema estédtico que a real carga de colapso serd a maior possivel de se obter
um estado de tensdes seguro e estaticamente admissivel. Ou seja,

A = sup {M € R 3045, 0455 + pbi = 0, 055n5 = pts, f (035) < O} ; (3)

em que, u é qualquer possivel fator de majoracao das cargas e A\, o supremo do conjunto definido
na Eq. (3), € areal carga de colapso da estrutura.

Para resolver a Eq. (3) seria necessdrio achar funcdes que atendessem as condi¢des impos-
tas para cada valor de ;4 e tomar o maximo possivel. Para viabilizar essa andlise utiliza-se a
discretizag@o por meio do método dos elementos finitos. Essa formulacdo € derivada a partir do
principio dos trabalhos virtuais, escolhendo-se um campo para interpola¢iao dos deslocamentos
e outro, independente, para interpolar tensdes Krabbenhoft et al. (2005).

Por fim, encontra-se uma equacgao de equilibrio
AB = pF, “)

em que, A é uma matriz de equilibrio; F € o vetor de carregamentos equivalente; e 3 sdo
parametros adotados para interpolar o campo de tensdes no elemento.

A formulagdo continua do problema de andlise limite, Eq. (3), apds a discretizacdo pelo
método dos elementos finitos, pode ser reescrita como
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A= max
M8} Ao}
A3 =uF
P=u | 5)
s.t. o=Dg
frio)<0VQ

em que D € a matriz de relag@o entre os parametros de tensao e os valores de tensdo nos pontos
criticos.

3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA CONSIDERANDO ANALISE LIMITE

O objetivo basico da otimizacdo topoldgica considerando anélise limite é determinar a es-
trutura de minimo volume que esteja na iminéncia de colapso para o carregamento de projeto.
Ou seja, pelo teorema do limite inferior buscamos um campo de densidades p :  — {0,1} de
menor volume possivel para o qual € possivel encontrar um estado de tensdes seguro e estatica-
mente admissivel, ou seja,

V =inf {/ P dQ,p S ./—"(Q, {0, 1}) ) Elaij70ij,j + bl = O,aijnj = ti, f (Uij7p) < O} . (6)
Q

Ressalta-se que, na Eq. (6), a funcdo de plastificacdo ¢ dependente tanto da distribuicao de
material p, quanto do estado de tensdes.

A discretizagdo do material no dominio seguird o modelo SIMP Bendsge & Sigmund
(2004) em que, para essa distribui¢do, € assumida uma funcao continua que tende para a des-
continua 6tima. Logo, substitui-se p por p : 2 — [0, 1]. Posteriormente o valor de p é elevado
ap € N, formando, para cada ponto de €2 uma sequéncia {p ?} pen- Pode-se verificar que,

b VA
1101€HN1p 0Vpe0,1),
e

limpP =1 < p=1.
peN

Desse modo, p tende a fun¢do descontinua p quando p tende a infinito. Ademais, as fungdes p
utilizadas aqui sao determinadas interpolando os valores de uma discretizagdo do dominio por
meio de uma técnica de filtro Bendsge & Sigmund (2004).

A partir da discretizacdo da interpolagao do material e das equacdes de equilibrio por meio
do método dos elementos finitos, pode-se entao escrever o problema como

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.EF. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Florianépolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017



G. Barros, 1. Menezes, L. F. Martha

%
s v
AB=F
o =Dg : ()
S.L. .
frlo,p) <0VQ
L 0<p <1

A penalizacdo do problema com densidades continuas para discretas € feita em cada ponto
de avaliacdo do critério de plastificacdo. Nesse aspecto faz-se referéncia ao trabalho de Kam-
moun and Smaoui Kammoun & Smaoui (2015), no qual a penalizacdo € aplicada apenas na
fungdo objetivo. A abordagem mostrada aqui é mais vantajosa para se obter um projeto dis-
creto, uma vez que a densidade € penalizada individualmente por elemento.

Em geral, as fungdes de plastificagdo podem ser escritas como

flo)=s(o)<r (o), (®)

desse modo, podemos penalizar a restricao presente na otimizacao topoldgica como

flo,p)=s(o)<r(o)p”. ©)

Esse principio, aplicado ao critério de von Mises, é dado por:

flo,p)=Ve™co < pPoy. (10)

4 RESULTADOS

Nesta secao sao apresentados exemplos numéricos para valida¢do da metodologia proposta
e comparagao a topologia final encontrada com a dada pela otimizagao topoldgica regular e a
com restri¢do de tensao.

4.1 MBB-Beam

O problema MBB-Beam ¢ um exemplo classico de otimizacao topoldgica. Ele consiste
de uma viga biapoiada com carga concentrada aplicada no meio do vao. O modelo adotado,
considerando a simetria da peca é mostrado na Fig. 1. O material adotado segue o critério de
plastificag@o de von Mises com tensdo de escoamento 350MPa, médulo de elasticidade 71GPa
e coeficiente de Poisson 0.3; a peca € assumida com espessura de 1 mm; sua geometria € dada
ainda por L = 100mm; e a carga aplica a viga possui magnitude F' = 1.5kN.
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Figura 1: Geometria do problema MBB-Beam Holmberg et al. (2013)

O resultado para otimizagao topoldgica regular Talischi et al. (2010) é mostrado na Fig. 2,
enquanto que o resultado considerando restri¢ao de tensao Holmberg et al. (2013) € mostrado
na Fig. 3. A topologia obtida pela metodologia apresentada é mostrada na Fig. 4 e o mapa
de tensdes no colapso da peca € mostrado na Fig. 5. Para tais resultados, foi utilizada uma
discretizagdao com 1200 elementos.

Figura 2: Otimizacao topologica regular do problema MBB-Beam

Figura 3: Otimizacao topoldgica com restri¢io de tensoes do problema MBB-Beam
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Figura 4: Otimizacao topolégica considerando analise limite do problema MBB-Beam
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Figura 5: Mapa de tensoes da topologia encontrada considerando analise limite

4.2 L-shaped beam

O problema L-shaped beam € extremamente popular para a otimizagdo topoldgica com
restricdo de tensdes Holmberg et al. (2013); Duysinx & Bendsge (1998), pois possui uma
concentracdo de tensdo intrinseca a sua geometria. O modelo estrutural adotado é mostrado
na Fig. 6. O material empregado e a magnitude do carregamento sao os mesmo do problema
MBB-Beam (ver item 4.1). A geometria do problema ¢ dada por L. = 200mm e espessura igual
a lmm.

Utilizando o PolyTop Talischi et al. (2012) realizou-se a otimizag¢ado topoldgica regular, cujo
resultado € mostrado na Fig. 7. O resultado considerando concentracdo de tensdes Holmberg
etal. (2013) é apresentado na Fig. 8. A otimizagdo topoldgica considerando andlise limite desse
problema resulta na distribuicao de material mostrada na Fig. 9, para a qual tem-se o mapa de
tensdes no colapso mostrado na Fig. 10.
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Figura 6: Geometria do problema L-shaped beam Holmberg et al. (2013)

Figura 7: Otimizacao topologica regular do problema L-shaped beam
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Figura 8: Otimizacao topoldgica com restricao de tensées do problema L-shaped beam Holmberg et al.
(2013)

Figura 9: Otimizacao topologica considerando analise limite do problema L-shaped beam
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Figura 10: Mapa de tensoes da topologia encontrada considerando analise limite
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5 CONCLUSOES

Com base nos desenvolvimentos mostrados e nos resultados numéricos obtidos pode-se
constatar que a otimizagdo topoldgica considerando andlise limite permite alcangar volumes
menores do que os obtidos com a otimizagdo topoldgica considerando restricdo de tensoes.
Desse modo, essa técnica pode ser muito Util para aplicacdes de projeto em estado limite dltimo,
uma vez que nesse caso busca-se prover seguranca a estrutura quanto ao esgotamento de sua
capacidade resistente.

Vale ressaltar ainda que, a otimizagdo topoldgica com restri¢do de tensdes recai, em ge-
ral, num problema de programacdo matematica altamente nao-linearVerbart et al. (2016a).
Desse modo, as solu¢des encontradas na literatura sao, em geral, extremamente dependentes
dos parametros utilizados na otimizagao, como solugio inicial e constantes de penalizacao das
tensoes. Isso fica evidenciado pela quantidade de diferentes resultados que podem ser obtidos
variando-se tais parametros Holmberg et al. (2013).

Nesse aspecto, vale ressaltar que a otimizacao topoldgica considerando andlise limite re-
cai num problema de programacao matemdtica mais bem comportado: fun¢do objetivo linear;
restricdes lineares relativas as equacdes de equilibrio; e a unica fonte de nao-linearidade se-
ria a fungdo de plastificacdo. Contudo, todas as funcdes de plastificacdo apresentam dominios
convexos. Desse modo, o problema fica definido como uma solugdo sucessiva de problemas
convexos.

Por fim, vale mencionar que essa formulacdo é facilmente extensivel para problemas tridi-
mensionais, uma vez que a andlise limite nesses casos é bem conhecida na literatura. Ademais,
pode-se estudar também, para trabalhos futuros, a extensao dessa formulagdo a problemas com
mais de um material como, por exemplo, em estruturas de concreto armado.
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