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Resumo

O presente trabalho visa dar complemento a ferramenta grafica interativa previamente criada com a finalidade
de modelar e dimensionar vigas e pilares em concreto armado. A ferramenta existente tem como base o
programa FTOOL, que de maneira didatica modela e calcula estruturas em duas dimensdes, resultando em
deslocamentos, reacdes e esfor¢cos internos. Com base nos esforcos e dados iniciais da estrutura tais como
materiais, se¢des e cobrimento, a nova ferramenta verifica em condi¢des de servico vigas e pilares detalhados
com base na NBR 6118:2014.

Observa-se que é necessario inserir uma analise da rigidez das secdes, que ap0s a fissuragédo da peca, na
transicdo do Estadio | para o Estadio Il, tem sua rigidez reduzida, o que é implementado no novo programa.
Desta forma, é necessario reavaliar a rigidez das diversas secdes de maneira iterativa, fazendo-se a
redistribuicdo de esforcos de acordo com a variagdo das rijezas nas se¢des dos elementos estruturais.
Propdem-se a comparagéo entre a rigidez fissurada calculada com base na NBR 6118:2014 apds o momento
de fissuracdo ser atingido e a rigidez secante obtida pelas relagbes momento-curvatura, tanto para os pilares
como para as vigas.

Palavra-Chave: Concreto Armado; Ferramenta Gréafica-interativa; Redu¢do da Rigidez por Fissuragéo

Abstract

The present work aims to complement the graphics-interactive tool previously created for modeling and
designing reinforced concrete beams and columns. The existent tool is based on the FTOOL program, which
didactically models and calculates two dimension structures, resulting in deflection, reactions and internal
forces. Based on the forces and initial data of the structure, such as materials, cross sections and cover, the
new tool verifies on serviceability conditions beams and columns detailed under the requirements of NBR
6118:2014.

It is necessary to introduce the analysis of the section stiffness, which after start to cracking, in transition
between Stages | and Il, its stiffness is reduced, which is implemented on the new program. Thus, it is
necessary to reassess the stiffness of the various sections iteratively, making the redistribution of the forces
by the variation of stiffness on the structural elements section.

It is proposed the comparison between the cracked stiffness calculated based on the NBR 6118:2014 when
the cracking moment is reached and the secant stiffness obtained by the moment-curvature relation, for both
beams and columns.

Keywords: Reinforced Concrete; Graphics-interactive Tool; Stiffness Reduction by Cracking
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1 Introducéo

Seja o FTOOL, programa tratado neste trabalho, tendo sido iniciado como um programa de
ferramenta educacional para andlise estrutural, resolvendo porticos planos pelo método dos
deslocamentos, é necessario que o usuario insira as propriedades da secdo e do material
para que o programa calcule as rijezas e a partir dos deslocamentos encontrados, definir
os esforgos internos.

Porém, com as adicbes de funcbes para dimensionamento de concreto armado, é
necessario inserir algumas analises, como ja feito nos trabalhos de NISKIER (2004) e
SILVA (2017). NISKIER adiciona os métodos para dimensionamento de vigas em concreto
armado segundo a NBR 6118:2003, enquanto SILVA atualiza os métodos para a norma de
2014 e insere a analise ndo-linear geométrica. Fica a cargo deste trabalho inserir a anélise
nao-linear fisica do concreto, que sera considerada pela reducéo da rigidez da secéo de
acordo com o diagrama de momento-curvatura.

O diagrama € obtido de forma iterativa, com a variagdo da linha neutra pela se¢do com
carregamento normal e momento fletor conhecidos. Desta forma encontra-se 0 momento
fletor e curvatura autoequilibrados para cada posi¢ao da linha neutra. A rigidez secante da
secdo sera a inclinacdo do diagrama encontrado, rigidez esta adotada na analise. Para a
insercao desta rigidez no programa, opta-se pela analogia de vigas conjugadas, dado que
0s elementos tém inércia variavel ao longo do vao, obtendo os parametros de rigidez a
rotacdo de maneira numérica.

2 Objetivo

Implementar no programa FTOOL a analise ndo-linear fisica a partir da rigidez secante da
secdao, calculada conforme o diagrama de momento curvatura.

Comparar os resultados obtidos com a inércia de fissuracao conforme a NBR 6118:2014.
Adotar a rigidez secante obtida para verificacbes em servi¢co, dado que o FTOOL apresenta
resultados de flecha em vigas.

3 Diagrama Momento-Curvatura da Se¢é&o

O digrama momento-curvatura para uma secado de concreto armado, com carregamento
normal conhecido, é obtido a partir da resolucdo das equacdes de equilibrio na secao,
conforme o item 15.3.1 da NBR 6118:2014.

As equacdes de equilibrio aqui calculadas séo referentes as for¢cas atuantes na direcao do
eixo x local e aos momentos fletores em torno do eixo z local, que possuem como incognitas
a posicéo da linha neutra e a curvatura da secao. Define-se a origem dos eixos de
orientacdo a meia altura da secéo de concreto, no eixo de simetria:
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Figura 1 — Orientacdo de eixos na secao

A forca atuante no concreto € calculada pela integracdo dupla da tens&o no concreto, pelos
eixos y e z, entre as fibras comprimidas do concreto, conforme abaixo:

h/2
F. = j j o. dydz=b L o.(y)dy (Equacéao 1)
[2=X

Onde,

b € alargura da secéo;

h € a altura da secao;

X é a posicao da linha neutra a partir da fibra mais comprimida do concreto;

F. é a forca de compressao atuante no concreto;

o. € atensdo de compressao atuante no concreto;

A tensdo atuante no concreto, é calculada considerando o item 8.2.10.1 da NBR 6118:2014,
gue adota o diagrama parabola retangulo para tenséo e deformacgéo no concreto. Opta-se
por este modelo para melhor aproximagdo do modelo com a realidade, descartando o
modelo simplificado sugerido pelo item 17.2.2 onde o diagrama € substituido por um
retangulo de profundidade Ax, com A variando de acordo com a resisténcia caracteristica

do concreto.
ka /
0,85 foq

/ s

/
Figura 2 — Diagrama de tensao-deformacao no concreto (ABNT, 2014)
Define-se a tensdo atuante no concreto por:

€c2 €cu €c

n
o. =085 f.4 [1 - (1 - ;—C) ] (Equacéo 2)
c2
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Onde,

fea € aresisténcia a compresséao de calculo do concreto;

. € a deformacéo especifica do concreto;

£, € a deformacéo especifica de encurtamento do concreto no inicio do patamar plastico;
£, € a deformacgédo especifica de encurtamento do concreto na ruptura;

n é um parametro da equacéo de tensao;

De acordo com a classe do concreto, os valores de n, €., e &, podem ser alterados,
conforme abaixo:

Seja a classe do concreto até C50:

n=2
£c = 2,0 %o (Equacéo 3)
Ecu = 3,5 %0

Seja a classe do concreto C55 até C60:
n =14+ 23,4[(90 — f.,)/100]*
€2 = 2,0 %o + 0,085%0 - (f. — 50)%°3 (Equacio 4)
Ecu = 2,6 %0 + 35%o0 * [(90 — f.)/100]*

Para consideracdo da deformacédo por fluéncia, segundo o item 11.3.3.1 e 0 anexo A.2.2
da NBR 6118:2014, as deformacdes especificas do concreto séo alteradas da seguinte
forma:

Ecc = (1 +¢) (Equacéo 5)

Observa-se que fica a cargo do usuario definir o valor da fluéncia na analise, dado que varia
de acordo com a classe do concreto, tempo de carregamento, ambiente e a secao
transversal.

Para definicdo da forga atuante na i-ésima armadura, faz-se o produto da tenséo pela area
de aco:
Fgi = 0,(e()) - Asi (Equacio 6)

Observa-se que a tensdo esta em funcéo da deformacéo da i-ésima armadura, pois deve-
se considerar o diagrama tenséo-deformacgao do aco, que conforme o item 8.3.6 da NBR
6118:2014, adota-se o diagrama com patamar de escoamento, assim apoés atingir a o limite
de escoamento, o a¢co se deforma indefinidamente sem acréscimo da tensdo. Portanto,
para agos com deformacgéo inferior ao limite de escoamento, a tensdo sera calculada da
seguinte forma:

osi = Es - €(y) (Equagao 7)

Para as armaduras com deformacéao superior ao limite de escoamento, define-se como a
tensdo sendo igual a tenséo de escoamento:

Osi = fya (Equac&o 8)
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Aplica-se a teoria das vigas de Navier-Bernoulli, onde as deformagdes tém uma distribui¢cao
linear na sec¢ao transversal, conforme a figura abaixo:

A

y
S A v & /a
i =
o
<F e X D
= LN
WA,

Figura 3 — Distribuicdo de deformac¢fes segundo teoria das vigas de Navier-Bernoulli

Desta forma, fica possivel fazer uma relacéo entre a curvatura(l/r), a distancia da fibra até
0 centro da sec¢éao (y), a deformacéo na fibra(e,) e a posi¢ao da linha neutra(X) :

ee==r-(v= (", -x)) (Equagao 9)

Substituindo 1/r por k, e derivando:
dy = — dex/k (Equacio 10)

Desta forma, todas as equacdes desenvolvidas estardo em funcdo da posi¢cdo da linha
neutra(x) e da curvatura da se(;éo(l/r). Calculando o momento causado pela forca no
concreto:

h/2

kx

& h ~

M.=b- J y-o.(y)dy=b- J (—? +5- X) -0 (e, (K)) dex/k (Equagao 11)
h/Z_X 0

As equacodes de equilibrio de forga e momento fletor na se¢éo podem entéo ser escritas da
seguinte forma, respectivamente:
P=F.(k,X) + F;;(k, X) (Equacéo 12)

M=M,(k,X)+y FskX) (Equacéo 13)

Observa-se que o diagrama € obtido de forma numérica pelo método de Newton-Raphson,
onde busca-se a curvatura da se¢ao que combinada com a posi¢ao da linha neutra, sejam
autoequilibradas. A rotina é programada em linguagem C, sendo adicionada ao codigo ja
existente do FTOOL, portanto, ndo ha inputs no programa, apenas 0s resultados das
analises anteriores:
e Importam-se as propriedades do concreto e aco adotados, como resisténcia
caracteristica a compressao do concreto, coeficiente de fluéncia do concreto e a
tensdo de escoamento do aco;
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e Os dados da secédo do elemento estrutural em concreto armado, como largura,
altura, cobrimento, posi¢ao e area das armaduras;

e O esforco normal atuante na secéo analisada;

e Da-se um chute inicial para o valor da curvatura,

e Limita-se o numero de iteracdes, que para cada uma delas a posicéo da linha neutra
varia do topo da secdo(X = 0) até a base (X = h);

e Dado o valor da curvatura e da posi¢cao da linha neutra, calcula-se a deformacao
especifica em x;

e Com as deformacdes, calcula-se as for¢as do concreto e do aco;

e Aplicando o método de Newton-Raphson, busca-se a raiz da equacédo de equilibrio
das forcas, considerando a forca externa, do concreto e do aco. Observa-se que as
forcas de ago e concreto estdo em fungédo da curvatura e linha neutra, portanto,
busca-se a curvatura que combinada com a linha neutra da iteracdo tenha a secao
em equilibrio;

e Com o valor da curvatura encontrado, pode-se calcular o momento atuante na sec¢éo;

e Com os valores de curvatura e momento encontrados, monta-se o diagrama
momento-curvatura.

4 Rigidez Secante a Partir do Diagrama Momento-Curvatura

Conforme explicitado anteriormente, a consideragéo da néo linearidade fisica da secao sera
feita com a adocdo da rigidez secante resultante do diagrama momento-curvatura,
conforme o item 15.3.1 da NBR 6118:2014 orienta a fazer, abaixo o diagrama:

M Curva obtida
A Secante s com1,10f e Nﬁy
s

S D S S S S S —— e —-'-'--'—--———-—_—-———-——:::T_—_'-w- ————— -

B ELU
Curva obtida
—comO0,85f,
I o

A 1/r

Figura 4 — Relagdo momento-curvatura (ABNT, 2014)
Observa-se que a inclinacdo do diagrama é a rigidez secante da sec¢éo de concreto armado,
gue conforme a NBR 6118:2014 permite-se a adocao da rigidez secante para analise
estrutural, desta forma, combina-se o0 modulo de elasticidade secante com a inércia bruta
da secéo. A rigidez se da pela inclinacéo do diagrama, conforme a equacao abaixo:
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(El)sec[kN-mz] = M

Y [Yml

Para cada secéo da estrutura, sera calculada a rigidez de acordo com o carregamento
atuante, dado que se trata de uma verificagdo da sec¢éo existente com sec¢éo de concreto e
distribuicdo das armaduras conhecidos.

(Equacéo 14)

5 Alteracdo da Rigidez dos Elementos — Analogia Viga Conjugada

Conforme exposto anteriormente, o FTOOL utiliza o método dos deslocamentos para
analise de estruturas. Seja a modelagem da estrutura por elementos de barra, a solucéo se
daréa pelas configuracdes das deformadas das barras isoladas. E conhecido na literatura os
parametros fundamentais para uma barra isolada, que sdo os momentos de engastamento
perfeito e coeficientes de rigidez locais para o caso de barra com secdo transversal
constante. Porém, como é o proposto por este trabalho analisar a variacdo da rigidez ao
longo do vao dos elementos, ou seja, com propriedades de secao transversal variaveis,
sera utilizado o método proposto por VILELA(2008), que a partir da analogia de vigas
conjugadas (Processo de Mohr) resulta em integrais que sdo numericamente resolvidas por
integracao de Gauss.

Pela metodologia das vigas conjugadas, compara-se as equacdes diferenciais de equilibrio
e de compatibilidade do comportamento de barras a flexdo, conforme a tabela abaixo:

Tabela 1- Comparacao entre equacdes diferenciais de equilibrio e de compatibilidade.
Equacdes de

Equacdes de Equilibrio e
Compatibilidade

am _ dv —0

=W =W
d’M dv _ M(x)
PG dx® _ El(x)

Observa-se M(x) analogo a v(x), Q(x) analogo a 6(x) e q(x) a M(x)/EI(x). Para analogia
da viga, utilizam-se as equacdes de compatibilidade da viga real como equagles de
equilibrio de uma viga ficticia, com carregamento g¢(x) = M(x)/EI(x), cortante Q¢(x) =
0(x) e momento fletor M¢(x) = v(x), abaixo a analogia da viga conjugada:

Tabela 2 — Analogia da viga conjugada.

Viga Real Viga Conjugada
Carregamento q(x) q°(x) = M(x)/EI(x)
Cortante Q(x) Q¢(x) = 0(x)
Momento Fletor M(x) M¢(x) = v(x)
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Rotacao 0(x)

Deslocamento

v(x)

Transversal

Converte-se as restricdes de apoio da viga real para a viga conjugada, que no lugar de
deslocamento e rotacdo, serdo expressas em momento fletor e cortante. A tabela abaixo
mostra as conversdes propostas para as condi¢coes de apoio:

Tabela 3 — Converséo de reacdes de apoio para viga conjugada.

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
apoio simplas A A apoio simplas
v=0 00 T P T A ME=0 QE =0
angaste 3 . axtramidada livre
=0 @=0 '—ir;‘: —_— MSf=0 Q‘le.‘.l'

axtramidada lvra angasia

\ .
p-0 @20 ——F Mc=0 Qc=p

angaste deslizania g y . engasta daslizanta

020 6=0 R — Mc=0 Q=0
T=p4 ME = e .
AT 1, ) T
ME = 2
v=p ME=p
angasie com §—5 IE —p C—'\IL extremidade lvre com
N

recalque vartical momento aplicado
i _/ MC=p

o= p@ Q<= PT .
engasie com \‘ '\‘ extremidade lvre com
k

recalgue rotacao . l fiorga aplicada
E/q_ ' .
H}H— £ _ Q" =
_ — (.
apoio simplas intarna g = O Qe = Q% rétula interna
=10 ME=0
rétula interna ‘_E""“ _5 bhr QL”“ =% apoio simples interno
o=l ME=0
&'.H‘;l = HaEr Qcﬂﬂ‘_:_ QLﬁ'
apoio simples interno . { ff ratula interna com
com recalque vertical v=p mamento aplicado
i, MCE = 2 M-=p
descontinuidade da ; , | AME=p o
deslocamento  p=-=====g==f-=-- ., momento aplicado
transversal  TT—_ | E ad

i & |ac=p to
descontinuidade de w '
rotagao o Adl=p ; forga aplicada

Para analise da viga pela analogia de viga conjugada, deve-se:
e Converter as restricbes de apoio conforme a tabela acima;
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e Determinar o diagrama de momento fletores da viga real parametrizado pelos valores
dos momentos fletores nas extremidades das barras;

e Determinar 0 carregamento da viga conjugada (
q¢(x) = M(x)/EI(x)). Neste ponto, insere-se a variagdo da secdo ao longo do vao
da viga.

e Impor s condi¢cdes de equilibrio da viga conjugada, o que equivale as condicfes de
compatibilidade da viga real.

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
Ma/EI(0) q°(x)= M(x)/EI(x)

==
;:JT Mg/ EIl
e —+
va=10 =10 Msa=0 Mg=0
Ba=+p =0 Qa=+p Qi=0

Diagrama de momentos fletores:

_Jilr'i)'l -
IC) =y
$ A
J, 'G}:f"r E
Mi(x)

Figura 5 — Parametros de rigidez a rotacdo da extremidade inicial da viga biengastada.

£
YF,=0 = jqc[xﬁ-dx+p=ﬂ

—_ '!'_,_
YM;=0= Jq“[x]-x-.f:w 0
o

Seja o0 ponto importante a definicdo dos parametros de rigidez a rotacao Ky, tyz, Kz € tga,
obtém-se os valores a partir da solucdo do sistema formado pelas duas condi¢des de
equilibrio da viga conjugada, tendo um carregamento autoequilibrado, sendo o somatorio
das forgcas em y e 0 momento em torno de A. Conforme abaixo:

l
Z E,=0- f q°(x)-dx+p=20 (Equacéo 15)
0

l
ZMj =0- f q°(x) x-dx =0 (Equacao 16)
0

Com as equacgbes acima, é possivel determinar as incognitas de momento M, e Mg, que
para explicitar os valores de M, e Mg, deve-se decompor o diagrama de momentos fletores
em duas parcelas lineares, uma dependendo de M, e outra de Mg, conforme abaixo:
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—Ma

"”*f HTWS“WHWTH s, M

p ’;f?thJlllLL 1] JJH I_u@q{

lmm M, - ?-1' M(x)= M, "| "

Figura 6 — Digramas que isolam os efeitos dos momentos aplicados nas extremidades.

Definindo:

M(x) = M, - G ~1) (Equacdo 17)

X ~
M(x) = Mg - (T) (Equacéo 18)

Substituindo as equagdes 17 e 18 nas equagodes 15 e 16:

¥/
— : L. gyl - 5
F =0- [j EI() dx| My + jEI(x) dx|-Mg+p=0 (Equacéao 19)
0
“i-x ¥
c __ — . . . . = a
ZMA—O—0—> f EI(x) dx| My + JEI(x) dx| Mg =0 (Equacéao 20)
0 0

Com a solucéo do sistema de equacdes 19 e 20, obtém-se os valores de M, e Mg, sendo
possivel obter os valores de K, e t p:

M

K, = 7A (Equacéo 21)
M

tap = MB (Equacao 22)

A

De forma anéaloga, obtém-se os valores de K € tg,:

M

Kg = TB (Equacéo 23)
M

tga = MA (Equacéo 24)

B

Observa-se que as integrais as equacfes 19 e 20 ndo tem solucdo analitica, sendo
necessario resolver por metodo numerico, que neste trabalho séo resolvidos por integracao
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de Gauss. Com os valores dos parametros de rigidez a rotacdo, € possivel analisar no
FTOOL os elementos com variagéo da rigidez ao longo do véo.

6 Reavaliacao da Distribuicdo de Esforcos Internos

Com a reducéo da rigidez aplicada aos elementos estruturais, € necessario reavaliar 0s
esforcos internos atuantes na estrutura, tais como esfor¢cos de normal, momento fletor e
cortante, usados no dimensionamento de estruturas em concreto armado. Em casos de
alteracdes nos esforcos internos, a armadura presente na secdo € reavaliada, podendo ou
nao ser redimensionada.

Observa-se uma tolerancia para que se limite a reavaliagdo dos esforgos internos e
consequentemente a alteracdo na armadura existente. Para fins de comparacdo, sao
propostas analises nas taxas de armadura do inicio da verificacdo, com dimensionamento
em ELU conforme as recomendacdes da NBR 6118:2014, e ap6s a verificacdo com a
reducdo da rigidez pela insercdo da rigidez secante obtida com o diagrama momento
curvatura.

7 Conclusoes

O presente trabalho estd em desenvolvimento, portanto, todas as informac¢des aqui
apresentadas sao de fundamento tedrico e estdo sendo inseridas no cédigo do programa
ja existente FTOOL, desenvolvido em linguagem C.

Observa-se que para fins de conclusdo deste trabalho, serd analisado o impacto das
alteracdes no dimensionamento aqui propostas, como deflexdo, taxa de armadura e
variagdo dos esforcos internos. Também h& a necessidade de implementar as condi¢gbes
para insercao das analises de ndo-linearidade, pois a principio todos os elementos tem as
ndo-linearidades geométrica e fisica inseridas na verificacdo aqui proposta, o que ndo €
necessario segundo a NBR 6118:2014.
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