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Abstract. The determination of buckling loads of plane frames undergoing small pre-
buckling displacements is reviewed, with an aim towards automated design. Subdivision of
members is avoided with the use of enriched finite elements, which have additional degrees of
freedom processed internally in a program. Three such finite element models are formulated.
Comparisons of linearized analyses using the developed elements to model columns with
different boundary conditions are performed initially, providing classical critical loads and
buckling modes. Based on the results obtained, the most accurate of the elements is
implemented in a general program. The resulting system allows the computation of classical
buckling loads and modes of a general planar structure, which constitute important design
information. However, some structures may require consideration of additional nonlinearity.
For instance, some load and geometry configurations may lead to imperfection sensitivity. In
order to introduce such considerations into the program, yet maintaining it sufficiently simple
for the occasional user, an approximate evaluation of the initial tangent to the post-buckling
path has been implemented. Thus, the adequacy of a design with respect to buckling can be
verified in two steps, the first leading to the calculation of classical buckling loads and
modes, and the second to the evaluation of the remaining stiffness after buckling and the
symmetric or asymmetric character of the post-buckling path. Some examples are presented
to verify the accuracy of the implement procedure in obtaining critical loads of portal frames.
Roorda’s classical simple frame, for which analytical and experimental results are available,
is used as a benchmark test for the evaluation of the procedure for the evaluation of the initial
post-buckling behavior.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho utiliza-se a chamada linearizagao classica do problema de estabilidade, em
que as cargas de flambagem sdo obtidas através de uma analise de autovalor. Partindo da
hipotese de que as deflexdes e rotagdes que antecedem a perda de estabilidade podem ser
desprezadas, toma-se como base a configuragdo indeformada da estrutura para a formulagao
das equagdes de equilibrio.

No caso da analise de estruturas reticuladas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), ¢
desaconselhavel o uso de um elemento de pdrtico padrao por barra para a obtencdo de cargas
de flambagem pela solucdo do problema de autovalor, devido ao fato de as func¢des de forma
desse elemento ndo levarem em conta a existéncia de uma forga axial de compressdo. Esta
questdo pode ser solucionada com a subdivisdo de uma barra de portico em varios elementos
para aumentar o grau de precisdo do MEF. Outra solucdo possivel para este problema ¢ o uso
de uma analise ndo-linear completa, que tem a desvantagem de ser muito exigente do ponto
de vista computacional, além de envolver muitas tomadas de decisdes, como os valores de
incremento de carga ou de deslocamento, embora seja potencialmente mais realista.

Um problema apresenta-se entdo: como obter uma boa aproximacgdo da carga critica,
utilizando uma analise linearizada, de quadros modelados por elementos de portico plano com
apenas um elemento por barra ?

A solugdo encontrada foi utilizar graus de liberdade adicionais, no interior dos elementos,
cujas funcdes de forma fossem formuladas de tal maneira que ndo alterassem os
deslocamentos nodais. Esses graus de liberdade existem apenas para o calculo da carga critica
e do modo correspondente, ndo aparecendo na estrutura de dados da analise estatica linear.
(Também poderiam ser mobilizados para o célculo das freqiiéncias e modos de vibragdo.)
Como nao ha forga associada, ja que os graus de liberdade adicionais ndo pertencem a um nd
do elemento, ndo ha necessidade de se modificar a estrutura de dados de nos e carregamentos
dos elementos finitos.

Foram testados varios modelos, com um e dois graus de liberdade adicionais, cujas
funcdes de interpolacdo foram obtidas tanto pela formulag@o hierarquica, utilizando fungdes
trigonométricas (Lages, 1992), quanto por polindmios de quinto grau.

2. ELEMENTOS FINITOS FORMULADOS

Dois elementos foram formulados: o elemento BSB2 (Waszczyszyn, 1994), no qual
apenas um grau de liberdade (transversal ao eixo x local) ¢ adicionado, e o elemento BSB3,
com dois graus de liberdade adicionais. Este ultimo foi formulado de duas formas distintas, a
primeira utilizando polindmios de quinto grau como fungdes de interpolacdo e a segunda
baseada na formulagdo hierarquica com o uso de fungdes trigonométricas (Lages, 1992).

2.1 Elemento BSB2
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Figura 1 — Elemento BSB2

Para o elemento BSB2 nao foi usada a formulag@o hierarquica para o grau de liberdade
adicional, mas a sua idéia basica permaneceu, ja que a funcio de interpolacdo utilizada para o
grau de liberdade adicional ¢ trigonométrica e satisfaz as condi¢des de contorno.
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A funcdo de forma que descreve o grau de liberdade adicional ¢ idéntica ao primeiro
modo de flambagem de uma coluna bi-engastada, tornando o elemento BSB2 especialmente
preciso na avaliacdo da carga critica para essas condi¢cdes de contorno.

N, (x)= %[l - cos(zTﬂXﬂ (1)

N7(x) 05T

0 0.5 1
x/L

Figura 2 — Funcao de forma do grau de liberdade adicional
As matrizes de rigidez elastica e rigidez geométrica sdo bastante semelhantes as do

elemento de poértico padrdo, acrescidas de uma linha e uma coluna, que correspondem a
contribui¢do do grau de liberdade adicional.
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2.2 Elemento BSB3

Este elemento, com dois graus de liberdade adicionais, foi formulado de duas formas
distintas: a primeira utilizando-se uma interpolagdo com polindmios de quinto grau para os
deslocamentos internos e a segunda combinando-se fung¢des polinomiais e trigonométricas
(formulacdo hierdrquica). Deve-se lembrar que apenas no caso da interpolagdo polinomial
pura os graus de liberdade adicionais tém posi¢des fixas como € mostrado na Fig. 3. Para a
formulagdo hierarquica, as fungdes de interpolagdo satisfazem as condi¢es de contorno de
deslocamentos e rotagdes nulos nas extremidades dos elementos, mas os graus de liberdade
internos ndo tém posic¢ao definida.
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Figura 3 — Elemento BSB3

Formulacdo polinomial (BSB3-P). Com a inclusdo de dois graus de liberdade
adicionais, as fungdes de forma que os descrevem devem ser obtidas com polindmios de
quinto grau, ja que ha a necessidade de serem estabelecidas seis condi¢des de contorno.
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Figura 4 — Fungdo de forma do grau de liberdade d;
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Figura 5 — Funcdo de forma do grau de liberdade dg

Formulacdo hierarquica (BSB3-H). Segundo a formulagdo hierdrquica proposta, as

funcdes de forma adicionais devem ser obtidas combinando-se polindmios de terceiro grau
(no caso dos elementos de portico) com fungdes trigonométricas, da seguinte maneira:

N(x,n) :—H—Sx+%[2+(—l)n]x2 —E—?[l+(—l)n]x3 +sen(%x} (6)
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Figura 6 — Fungdes de forma adicionais para o elemento BSB3-H

3 ESTUDO DOS PONTOS DE BIFURCACAO

No caso da estabilidade linear elastica classica, todos os pontos criticos obtidos a partir
do problema de autovalor sdo pontos de bifurcagdo. Pontos limites s6 podem ser obtidos
através de uma analise ndo-linear completa, que foge ao escopo deste trabalho.

A caracterizagdo do ponto de bifurcacdo permite avaliar a sensibilidade da estrutura as
imperfeicdes. Sabe-se que, na pratica, ndo ha estruturas perfeitas, sendo muito importante
determinar qual o comportamento pds-critico do sistema caso haja imperfeigdes na sua
geometria, na aplica¢do do carregamento ou em ambos.

Ha diversas formas de se determinar o tipo de bifurcagdo de uma estrutura, sendo que a
mais comum ¢ verificar o sinal do determinante da matriz de rigidez tangente na vizinhanga
do ponto critico, ja que tal procedimento é analogo a verificar o sinal da forma quadratica da
segunda variagdo da energia potencial (Parente, 2000). Essa metodologia ¢ de facil
entendimento, porém implica em esforco computacional. Na literatura podem-se encontrar
maneiras mais simples de caracterizacdo de pontos de bifurcacdo a partir do problema de
autovalor generalizado (Guimaraes, 1999; Waszczyszyn, 1994).
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De uma maneira intuitiva, podemos concluir que, se uma estrutura apresenta bifurcagdo
simétrica estavel, sua rigidez tangente aumenta com as deformagdes, fazendo com que a
mesma suporte carga adicional ap6s a flambagem. Sendo assim, € de se esperar que uma nova
analise de autovalor, realizada na estrutura submetida a um certo nivel de deformacao, leve a
um valor de carga critica maior do que na estrutura indeformada. Analogamente, se a carga
critica diminui para o caso da estrutura deformada, o sistema apresenta bifurcacdo instavel,
sendo designada como simétrica se a redugdo independe do sinal da magnitude de
deformagdo. Pode acontecer, ainda, de o valor da carga critica aumentar para certo nivel de
deformagdo ¢ diminuir para outro de sinal contrario; neste caso, o ponto critico ¢
caracterizado por uma bifurcagdo assimétrica instavel, que também ¢ instavel. Tal raciocinio
pode ser visto no esquema da Fig. 7, onde A;,, ¢ o autovalor para a estrutura deformada
(imperfeita) e A, ¢ o autovalor da estrutura perfeita. Pode-se notar que no caso da Fig. 7a o
valor de A;,, aumenta qualquer que seja o pardmetro de deslocamento (bifurcag¢do simétrica
estavel). No caso da Fig. 7b, o valor de A;,, ¢ menor do que A, qualquer que seja o
(bifurcagdo simétrica instavel) e no caso da Fig. 7c, Ay, € maior do que A para valores
positivos de ¢ e menor do que A, para valores negativos de o (bifurcacdo assimétrica). Deve-
se lembrar que os graficos da Fig. 7 representam uma linearizagdo do caminho pos-critico
que, neste caso, ¢ avaliado em apenas trés pontos.
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Figura 7 — Formas linearizadas de bifurcacao
Avaliando-se a matriz tangente da estrutura no ponto de bifurcagdo e adicionando-se uma

perturbagdo na direcdo do autovetor correspondente a primeira carga critica pode-se
facilmente avaliar o comportamento do ponto de bifurcagdo, da seguinte forma:

Kk (g8 + &V) + L 'imp Ka (g + &) =0 (7)



CILAMCE 2005 — ABMEC & AMC, Guarapari, Espirito Santo, Brazil, 1 9" _ 21 October 2005

Ke (g - &V) + L imp KG (g - EV) =0 ®)

Nas equagdes acima, gz ¢ o vetor dos deslocamentos da analise linear para a estrutura
perfeita submetida ao carregamento critico, v é o autovetor normalizado correspondente ao
primeiro autovalor obtido da analise de estabilidade linearizada, A7y € A iy S80 0 NOVOS
valores para os fatores de carga criticos, na vizinhanga do ponto de bifurcagdo e & ¢ um
multiplicador escalar menor que a unidade.

Resolve-se o sistema de equacdes, usando a matriz de rigidez elastica original (estrutura
perfeita) e, posteriormente, através dos deslocamentos obtidos, somados a um valor
proporcional ao primeiro modo de flambagem, forma-se um novo campo de coordenadas
nodais. Obtidas as coordenadas nodais da estrutura deformada, acrescidas de uma
perturbagdo, utiliza-se o procedimento usual para formar as novas matrizes de rotagdo dos
elementos. As novas matrizes de rigidez e geométrica da estrutura sdo entdo formadas a partir
da nova geometria. Tal procedimento é analogo ao realizado por Guimaraes (1999), com a
ressalva de que as imperfei¢cdes neste caso sdo proporcionais ao modo de flambagem da
estrutura, além do fato de o comprimento das barras ser recalculado ap6s a modificagdo das
coordenadas dos nos, resultando na modificagdo ndo apenas da matriz de rigidez, mas também
da matriz geométrica, ja que esta depende do comprimento da barra ¢ do esforgo axial na
mesma, que também é modificado com a variagdo na geometria da estrutura.

4 TESTES NUMERICOS EM COLUNAS

Os elementos finitos propostos serdo agora testados em termos de resultados numéricos.
Os exemplos utilizados sd3o condizentes com a hipdtese de que as rotagdes anteriores a
flambagem sdo suficientemente pequenas, podendo ser desconsideradas. Os valores

apresentados na Tab. 1 estdo normalizados em relagdo a El/L%

Tabela 1. Cargas criticas obtidas

Condicoes de contorno | Valor analitico | BSB2 | BSB3-H | BSB3-P
Engastada e livre 2.4674 2.469 2.4675 | 2.4674
Bi-apoiada 9.8696 9.9579 9.8696 | 9.8751
Bi-engastada 39.4784 39.4784 | 41.0652 42
Engastada e apoiada 20.0846 20.9711 | 20.2228 | 20.2858

5 TESTES NUMERICOS EM PORTICOS

Foi escolhido o elemento BSB3-H para a analise da estabilidade de porticos, devido a sua
maior precisdo na obtenc¢do de cargas criticas de colunas, como apresentado na se¢ao anterior.

5.1 Obtencao de cargas criticas

Sdo apresentados quadros planos formados por trés barras: duas colunas e uma viga. As
cargas verticais sdo aplicadas de forma concentrada na direcdo dos eixos das duas colunas, de
modo que nenhum membro sofra flexdo antes da perda de estabilidade, satisfazendo a
hipotese de pequenas rotagdes no estagio pré-critico.

Para a realizacdo dos testes numéricos foi utilizado um quadro plano engastado sem e
com restricdo ao deslocamento horizontal (Waszczyszyn, 1994). O aspecto do primeiro modo
de flambagem para cada caso ¢ semelhante aos das Figs. 9b e 9a, respectivamente.
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Figura 8 — Quadro plano testado
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Figura 9 — Modos de flambagem do quadro testado

Os resultados podem ser encontrados na Tab. 2, assim como os erros relativos aos valores
analiticos. Foram incluidos também os valores limites obtidos para o caso de a rigidez da viga
ser de grandeza muito superior ou muito inferior a rigidez da coluna.

Tabela 2 — Resultados para o quadro plano testado
Deslocavel Indeslocavel
Inéreia da viga (m?) 0 [2.55410°| —oo 0 [2.5540°| —w
Carga critica (kN) 424 1492 1674 | 3484 5172 6667
Valor analitico (kN) 418 1492 1671 3420 5118 6684
% de erro 1.43 % 0 % 0.18% [ 1.87% | 1.05% |-0.25%
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5.2 Comportamento pds-critico inicial

O modelo utilizado ¢ mostrado na Fig. 10 e é conhecido como Pértico de Roorda. O valor
analitico para a primeira carga critica é dado por P., = 1.40677 EI/L’ para valores de altura e
comprimento iguais a L. O primeiro modo de flambagem do portico obtido pode ser visto na
Fig. 11.

|
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E =2.1.10% kN/m’
A=225.10"m’
1=4.22.10"m*

1.00 m

AN
Figura 10 — Portico de Roorda
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M

/;71
Figura 11 — Primeiro modo de flambagem do poértico de Roorda

O valor encontrado para a carga critica foi P, = 129700 kN que ¢ equivalente a
P.. = 1.4837° EI/L? (erro de 5.5 %). Este valor foi entdo aplicado & estrutura para a obtengio
dos deslocamentos estaticos no ponto de bifurcagdo. Somando-se os deslocamentos estaticos
aos deslocamentos do modo de flambagem obtém-se as novas coordenadas nodais para o
célculo da carga critica da estrutura modificada, P';,,. Uma nova anélise de autovalor é
realizada e o valor obtido € P, = 196700 kN.
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Diminuindo-se os deslocamentos do modo de flambagem dos deslocamentos estaticos
obtém-se as novas coordenadas nodais para o calculo da carga critica da estrutura modificada,
P imp. Uma nova analise de autovalor € realizada e o valor obtido € P, = 81750 kN.

A rotagdo do né 2, denominada rz,, servira como parametro de deslocamento. Esse
angulo sera considerado positivo para o sentido anti-horario. A Fig. 12 mostra os resultados
graficos obtidos para o exemplo. Verifica-se que para, valores positivos de rz,, a estrutura se
mostra sensivel a imperfei¢do, ou seja, o valor de P;,, ¢ menor que o valor de P da a
estrutura perfeita, onde P;,, denota a carga critica calculada para a estrutura imperfeita. O
mesmo ndo ocorre para valores negativos de rz,.

Pimp/P cr

17,

-0 0 05
Figura 12 — Caminho pos-critico linearizado para o portico de Roorda

Um outro tipo de carregamento foi utilizado para testar a previsdo de uma bifurcagdo
simétrica instavel, como ¢ mostrado na Fig. 13. Nesse caso, o valor analitico para a primeira
carga ¢ dado por Per = 72 EI/L? (Silvestre & Camotim, 2003). Os parimetros do modelo sdo
os mesmos do exemplo anterior.

piy

R

VAN
Figura 13 — Portico de Roorda com carregamento alternativo
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Figura 14 — Modo de flambagem para o Portico de Roorda
com carregamento alternativo

O valor encontrado para a carga critica foi P, = 87930 kN, que ¢ equivalente a
Pcr = 1.005 ©° EI/L? (erro de 0.5 %). O valor obtido tanto para P}, quanto para P, foi de
70530 kN.

Verifica-se que, para valores positivos de rz,, a estrutura se mostra sensivel a imperfeigao,
ou seja, o valor de P;,, ¢ menor que o valor de P, da a estrutura perfeita. O mesmo ocorre
para valores negativos de rz,, ficando caracterizada uma bifurcacio simétrica instavel.

Pimp/Pcr

. . '. i %2

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 15 — Caminho pos-critico linearizado para o portico de Roorda
submetido ao carregamento alternativo

6 CONCLUSOES

Através deste trabalho ¢ possivel concluir que a implementagdo de um sistema
automatizado capaz de calcular cargas criticas e prever o comportamento pds-critico inicial de
porticos planos ¢ perfeitamente viavel, mesmo que se discretize cada barra da estrutura
utilizando apenas um elemento finito, eliminando certos inconvenientes para o usuario. Este
procedimento foi implementado no sistema FTOOL.
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