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Abstract. Apresenta-se uma estratégia para formular problemas de Andlise Limite (AL) com
0 Método dos Elementos de Contorno (MEC). Na formulagcdo de problemas de AL com o
Método dos Elementos Finitos (MEF) se utiliza comumente o Principio dos Trabalhos
Virtuais, porém esse principio ndo pode ser diretamente estendido para o MEC. Portanto, a
estratégia proposta nesta pesquisa, vem viabilizar a formulacdo de problemas de AL com o
MEC pelo teorema do limite inferior da plasticidade, baseando-se em um Principio
Variacional Hibrido, que é expresso pelo campo de deslocamentos e pelo campo de tensoes
de forma independentemente, sendo assim, variacionalmente consistente. Com o uso dessa
técnica, pode-se considerar o comportamento do material como sendo rigido-pldstico,
hipotese sobre a qual se fundamenta a AL, o que ndo é possivel com a formulagcdo
convencional do MEC.
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Andlise Limite com o Método dos Elementos de Contorno

1 INTRODUCAO

O projeto e o dimensionamento de uma estrutura t€m por objetivo garantir a seguranga
estrutural quanto ao colapso, mantendo, a0 mesmo tempo, suas condicdes de funcionalidade
para as cargas de servigo. As crescentes exigéncias de avaliacdo precisa da seguranca e do
comportamento das estruturas t€ém levado ao desenvolvimento de novos métodos de andlise,
dimensionamento e verificac¢do estrutural.

A metodologia de projeto mais utilizada atualmente, o Método dos Estados Limites,
possibilita ao projetista definir quao seguro estd um elemento estrutural por si s6. Ainda
assim, € importante que o projetista faca uma avaliacdo da seguranca da estrutura em sua
totalidade. Estruturas hiperestaticas sdo capazes de resistir as solicitacdes ainda que tenha
havido falha de um elemento estrutural. Isso se deve ao fato dessas estruturas serem capazes
de redistribuir as solicitagdes. Desse modo, deve-se prever, na fase de verificagdo estrutural, a
real segurancga que a estrutura ird dispor a fim de analisar sua adequabilidade ao projeto.

1.1 Contextualizacao do Problema e Motivacao

O colapso de uma estrutura pode se dar por diversas formas. Na engenharia de estruturas
€ muito comum se verificar o colapso por instabilidade elastica, provocado pela chamada
carga critica, por escoamento plastico, ocasionado pela carga de colapso pldstico, ou por uma
combinacdo das duas. Para definir a seguranca da estrutura, pode-se, em modelo reduzido
(experimental) e/ou numérico, aumentar gradativamente o carregamento, a partir do
carregamento de projeto até o colapso, estudando o comportamento da estrutura durante esse
processo, no caso de estruturas ndo esbeltas, a carga de colapso serd menor que a carga critica.

Surgem entdo, os projetos estruturais baseados no comportamento plistico dos materiais.
Em tais procedimentos de projeto o objetivo principal ndo € determinar a distribui¢do de
tensOes na estrutura, mas sim, determinar a carga limite que a estrutura é capaz de suportar
antes do colapso. Quando as cargas sdo aumentadas monotonicamente até o ponto em que a
estrutura ndo consiga mais suporti-las, o corpo é dito haver atingido o colapso e a carga
correspondente é chamada carga de colapso, carga limite ou carga ultima. A razdo entre o
carregamento ultimo da estrutura e o inicialmente aplicado é denominado fator de colapso.
Esse fator fornece uma medida da seguranca estrutural, pois € uma estimativa de quao distante
a estrutura estd do colapso, mesmo apds um elemento isolado ter esgotado sua resisténcia. Ao
estado de deformacgdo do corpo nesse instante dd-se o nome de mecanismo de colapso. Com
as informacOes obtidas de uma andlise como essa, pode-se realizar, por exemplo, plano de
vistoria da estrutura, verificacdes quanto ao colapso progressivo, etc.

A estratégia mais adotada para realizar esse tipo de simulagdo € a andlise elastopléstica,
sobre a qual se encontram diversas referéncias na literatura (Carstensen & Klose, 2002;
Chakrabarty, 2006; Jiang & Wang, 2006; Neto et al., 2008). Anélises como essas necessitam
dos mesmos dados informados em uma analise linear-elastica, assim como da tensdo de
escoamento do material e do critério de resisténcia. Em uma andlise elastopldstica, aumenta-
se gradativamente o carregamento até que a estrutura se torne instavel. Essa estratégia,
entretanto, apresenta o inconveniente de ter que resolver um sistema de equacdes nao lineares
a cada intervalo de carga. Desse modo, o processo torna-se computacionalmente custoso e
bastante complexo, haja vista que o principal interesse, em nivel de seguranca estrutural, estd
somente na carga ultima (pois a medida que se aproxima desse limite, o sistema de equagdes
fica instavel e com dificil obtencdo da carga dltima). Por conseguinte, seria mais interessante
utilizar uma metodologia que forneca a carga de colapso de forma direta e automatica.
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Ademais, proximo ao colapso, a energia de deformac¢do armazenada nas regides de
comportamento linear-eldstico € desprezivel em relacio a energia das regides de
comportamento pldstico, podendo ser relevada. Portanto, a verificacdo da seguranga estrutural
pode ser realizada recorrendo a um modelo de material rigido-plastico em detrimento do
elastico-pléstico.

A anélise que fornece diretamente a carga limite, formulada a partir dos teoremas limites
da plasticidade para materiais com comportamento rigido-plastico é conhecida como Anadlise
Limite (AL) (Chakrabarty, 2006). Além disso, pode-se escrever um problema de AL na forma
de programagao matemadtica, na qual se pode utilizar algoritmos de otimizagdo apropriados
para solucionar o problema eficientemente.

1.2 Revisao da Literatura e Estado da Arte

A AL foi primeiramente formulada por Gvozdev (1938) e independentemente por
Drucker et al. (1952). Prager (1972) e Martin (1975) também fizeram importantes avangos no
desenvolvimento da AL. Essa técnica € aplicada a qualquer tipo de estrutura, e exemplos de
sua aplicacdo podem ser encontrados na literatura para trelicas planas (Petrovic et al., 2011;
Kanno, 2012) e poérticos planos (Mijalkovic et al., 2008; Rossi, 2013). Além disso, também
sdo encontrados trabalhos utilizando AL para meios continuos, principalmente utilizando as
bases do Método dos Elementos Finitos (MEF), aplicando-a para cascas e placas (Hodge,
1968; Save & Massonnet, 1972) e, também, para solos (Durand et al., 2006; Vicente Da Silva
& Antio, 2007, 2008; Pachés et al., 2008).

Todavia, existem aplicagdes de engenharia em que o MEF ndo representa de forma
apropriada o meio a ser analisado, como no caso de problemas geotécnicos, onde se trabalha
usualmente com meios infinitos ou semi-infinitos. Por isso, outros métodos numéricos vém
sendo cada vez mais estudados e desenvolvidos. Um método numérico muito utilizado para
andlise em meios infinitos € o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Alguns trabalhos
foram realizados no intuito de realizar avaliagdo da seguranga estrutural via AL com o MEC,
como Zhang et al. (2002) e Panzeca et al. (2013), porém nesses trabalhos sdo utilizadas
formulacdes intrinsecas a materiais eldsticos, enquanto que a AL se baseia em materiais
rigido-plastico.

1.3 Originalidade e Contribuicao

Os trabalhos realizados até entdo, propdoem metodologias para determinacdo da carga de
colapso pelo MEC intitulando-as de Andlise Limite. Entretanto, como supracitado, a
formulacdo de um problema de AL se da pelos teoremas limites da plasticidade, nos quais é
imposto ao material um comportamento rigido-pléstico perfeito, o que ndo foi encontrado na
literatura até entdo.

Desse modo, para se realizar AL consistentemente, ndo é possivel utilizar a formulagdo
convencional (de colocacdo) do MEC, nem sequer formulagdes alternativas como a simétrica
de Galerkin (mesmo esta sendo variacionalmente consistente), sendo necessaria uma
formulacdo com base no equilibrio das forgcas externas e internas, com consideracdo do
comportamento rigido-plastico. Dado o exposto, a principal contribui¢do desse trabalho é a
proposta de uma metodologia para se realizar consistentemente AL com o MEC, formulando
o problema pelo teorema do limite inferior por meio de uma formulacio variacional hibrida
em tensoes, com o funcional de Hellinger-Reissner.
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1.4 Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo propor uma nova técnica para AL com o MEC
utilizando uma formulacio variacionalmente consistente desse método, que permite formular
o problema com a considera¢do do material rigido-plastico. Bem como, apresentar exemplos
de sua aplicacdo que comprovem sua eficdcia, principalmente na solucao de problemas de
meio infinito e semi-infinitos.

1.5 Organizacao do Texto

Para realizar o que fora proposto, o presente trabalho serd dividido da seguinte forma:
apresentar-se-4 na secao 2 os fundamentos da AL; em seguida, na se¢do 3, apresentam-se as
formulac¢des variacionais para meios continuos, com as quais se podem formular de diversas
formas um método numérico, tais como o MEF ou o MEC, viabilizando a considera¢do do
comportamento rigido-plastico. Discorre-se na se¢dao 4 sobre duas possiveis estratégias para
formular o problema de AL com o MEF, uma pelo difundido Principio dos Trabalhos Virtuais
e outra por uma formulag@o variacionalmente consistente que utiliza o Principio Variacional
de Hellinger-Reissner. Esse principio € empregado numa formulagcdo hibrida em tensdes do
MEC, apresentada na secdo 5, que possibilita a realizacio do AL com o MEC. Por fim,
apresentam-se exemplos de aplicagdo da metodologia proposta com os resultados obtidos.

2 PLASTICIDADE E ANALISE LIMITE

A Andlise Limite (AL) de estruturas baseia-se num conjunto de teoremas fundamentais
derivados da teoria da plasticidade: o teorema estitico ou do limite inferior; o teorema
cinemdtico ou do limite superior; e o teorema da unicidade. Os teoremas fundamentais da
andlise limite foram formulados primeiramente por Gvozdev (1938) e independentemente por
Drucker et al. (1952) para corpos com comportamento rigido-plastico perfeito. Esses
teoremas, como os préprios nomes sugerem, fornecem limites inferiores e superiores para a
verdadeira carga de colapso.

O processo de busca da carga tultima pode ser realizado enquanto forem atendidas as
condi¢des de equilibrio, para o teorema do limite inferior, ou compatibilidade, para o teorema
do limite superior. Precisa-se atender também o critério de plastificacio adotado para
representar o material. Essa tltima restri¢do implica que, um elemento infinitesimal no sélido
ndo pode suportar estado de tensdes maior em magnitude do que aquele que o leva a
plastificacao.

2.1 Critérios de Plastificacao

Supde-se um ponto de um sélido constituido por determinado material, sujeito a um
estado de tensdes cuja magnitude aumenta monotonicamente. Inicialmente, para materiais
com comportamento eldstico, as deformagdes associadas serdo puramente eldsticas e a forma
inicial serd retomada apds completo descarregamento. J& num material com comportamento
rigido a configuragdo inicial ndo é alterada. Entretanto, para certa combinac¢do de tensodes
atuantes o sOlido passa a apresentar deformacdes plésticas, que, no caso do material rigido-
plastico, ser@o as unicas. A lei que define o limite do comportamento rigido, ou elastico, do
material sob acdo de qualquer combinagdo de tensdes € chamada Critério de Plastificacdo. A
cada critério estd associada uma fungdo de plastificacdo f(o) cujos valores representam
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< 0 = rigido/eldstico
f(0){= 0 = pldstico (1)
> (0 = impossivel

A Fig. 1 é uma ilustracdo da representacdo grafica de uma fun¢do de plastificagdo no
espaco definido por tensdes principais.

Ty
F=0
/_\ Plastico
F <0
Elastico

Figura 1. Representacio grafica de uma funcio de plastificacdo em estados planos (Krabbenhoft, 2013)

O uso do critério depende do tipo de material, ou seja, precisa-se estudar o
comportamento do material com o qual se estd trabalhando para escolher o critério que
melhor o ajusta. Existem diversos critérios de plastificacdo (Chakrabarty, 2006; Neto et al.,
2008), e nesse trabalho serd abordado o de von Mises (ou da maxima energia de distor¢do).
Sendo este critério mais usualmente aplicado a metais.

Critério de von Mises. Esse critério foi proposto por von Mises (1913) e leva seu nome.
Segundo ele a plastificacdo se dd quando a energia de distor¢do eldstica atinge um valor
critico. Desse modo, diz-se que a fungéo de plastificagdo f(o) é

2 -
\/ o i + ij -0, + 3ajy ——=o0, = estado plano de tensoes

flo) = \/ )

2 2 -
Z(O’” — Uw) -0, — ﬁay = estado plano de deformacoes

Deve-se notar que esse critério de plastificacdo € aplicdivel a materiais cujo
comportamento ndo € sensivel as tensoes hidrostaticas.

2.2 Teoremas Limites da Plasticidade

Teorema do Limite Inferior. “Se a carga atuante tem uma magnitude que permita encontrar
um campo de tensdes, satisfazendo as condi¢des de equilibrio no interior € no contorno, €
essas tensoes estejam satisfazendo um critério de resisténcia do material em qualquer ponto
do corpo, entdo a carga atuante € menor ou no maximo igual a carga de colapso da estrutura.”
Um campo de tensdes desse tipo é denominado seguro ou estaticamente admissivel. Pelo fato
da carga de colapso real da estrutura ser sempre maior ou igual a uma carga atuante referida a
um campo de tensdes estaticamente admissivel, os limites inferiores sdo sempre valores a
favor da seguranca.
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Teorema do Limite Superior. ‘“Considerando-se um campo de deslocamentos
geometricamente possivel, uma carga que realize trabalho externo igual ao trabalho interno
plastico de deformacao, para o campo de deslocamentos em questdo, serd maior ou igual a
carga de colapso”. De acordo com o teorema do limite superior, a carga de colapso real da
estrutura é sempre menor ou igual a carga obtida conforme descrito acima, consequentemente,
limites superiores da carga de colapso e, portanto, contrdrios a seguranca.

Teorema da Unicidade. A partir dos dois teoremas da AL, pode-se encontrar uma carga de
forma a satisfazer duas condi¢Oes: 1) existéncia de um campo de tensdes estaticamente
admissivel correspondente as tensdes dentro ou sobre a superficie de colapso. Nesse caso o
carregamento correspondente é menor ou igual a carga de colapso; 2) existéncia de um campo
de deslocamentos geometricamente admissivel. Nesse caso, o carregamento correspondente é
obtido da igualdade do trabalho externo e trabalho interno plastico. Quando ambas as
condicdes sao satisfeitas simultaneamente, o fator de carga encontrado € igual ao fator de
carga de colapso, que € assim determinado de maneira Unica.

2.3 Programaciao Matematica

A Programacdo Matemadtica é a area da Matematica que trata dos problemas de
minimizagdo ou otimizagdo de func¢des. O problema fundamental de otimizacdo € fornecer a
melhor decisdo em qualquer circunstancia. Em um problema de otimizacdo matematica
escolhe-se uma funcdo de vdrias varidveis (ou fun¢des), denominada fun¢do objetivo, para ser
minimizada ou maximizada, podendo ser as varidveis submetidas a uma ou mais restri¢oes, as
quais devem ser satisfeitas.

As restricdes sdo classificadas como: Restricoes de Igualdade que sdao expressas por
equacdes e/ou sistemas de equacdes de igualdade que envolvem todas, ou parte, das varidveis
da funcdo objetivo e que devem ser satisfeitas. Restricoes de Desigualdade que sao expressas
por inequagdes e/ou sistemas de inequacdes que englobam algumas, ou todas, varidveis que
compde a funcdo objetivo e que devem ser satisfeitas. Restricoes Laterais que se impdem
valores minimos e/ou méximos as varidveis da fun¢do objetivo.

Em suma, o problema geral de programa¢ao matematica pode ser descrito nos seguintes
termos: minimizar a fungdo objetivo f(x) de n varidveis contidas no vetor x, designado de

vetor das varidveis de projeto, sendo que as n varidveis estdo submetidas a (s.a) p restri¢cdes

de igualdade / (x), m restri¢des de desigualdade c (x) e [ restri¢des laterais do tipo maior

ou igual a um limite inferior ™™ e menor ou igual a um limite superior ", ie.

i

min f(x) x e R"

h =0 E=1...

(%) p 3
s.ajc,(x) <0 I=1...m

g <p <z o i=1..1

A programagao matematica € dividida de acordo com o tipo de problema que se almeja
solucionar. Tém-se, dessa forma, as seguintes classificacdes: a Otimizacdo Sem Restri¢des
(OSR) e a Otimizacao Com Restri¢des (OCR), que por sua vez € dividida entre Programacao
Linear (PL), Programacdo Quadritica (PQ) e Programacdo Nao Linear (PNL). Suas
aplicacdes dependem unicamente do tipo de func@o objetivo e o tipo de restri¢des, como
exposto na Tabela 1.
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Tabela 1. Divisdo da programacio matematica por tipo de func¢io objetivo e restricoes

Tipo de funcao objetivo
Tipo de Restri¢do
Linear Quadratica Nao Linear
Linear PL PQ PNL
Nao Linear PNL PNL PNL

O emprego da PL vai além do indicado na Tabela 1, haja vista que é frequentemente
utilizada na solugdo de problemas de programacdo nao-linear, quando estes sdo resolvidos de
forma recursiva, ou seja, como uma sequéncia de problemas de PL.

O problema de AL pode ser formulado como um problema de Programacdo Matematica
por meio dos teoremas enunciados na Se¢do 2.2. Pelo teorema do limite inferior, maximiza-se
o fator que multiplica as cargas atuantes A. Ja no teorema do limite superior, minimiza-se o
trabalho interno pléastico de deformagdo, ou seja, encontra-se o campo de velocidades
associado ao menor trabalho interno plastico de deformacdo. Ressalta-se ainda que, vem se
empregando recentemente na AL outra drea da Programacdo Matemadtica denominada
Programa¢dao Conica (Ben-Tal & Nemirovski, 2001), que tem se mostrado bastante
promissora, podendo viabilizar a utilizagdo da AL na solucdo de problemas préticos de
engenharia em grande escala. Na Figura 2, € sucintamente esquematizado o uso da
Programacdo Matemadtica na AL.

Discretizacao
’7 Campo de Deslocamentos
Fator de colapso pelo Limite Superior - i L
a Teorema do Limite Superior
g
<
E{ R
L Programacao Matemédtica
=}
o]
o]

Linear Nao Linear

Fator de colapso exato

Programacao Cénica

]

‘g

=]

<

E{ R - —

L Discretizacao
=]

2 -
O ’— Campo de Tensoes

Fator de colapso pelo Limite Inferior !
Teorema do Limite Inferior

Figura 2. Resumo da Analise Limite como problema de otimizacio

Aplicagdo do Teorema do Limite Inferior. A formulacdo do problema consiste em maximizar
A enquanto forem atendidas as restrigdes. Uma delas € a restri¢do do material, ou seja, pode-
se intensificar o estado de tensdes num ponto atendendo o critério de plastificacdo, a qual se
traduz em restricdo de desigualdade. A partir desse nivel de tensdes aquele ponto passa a
redistribuir a carga para sua vizinhanga. Esse processo € vidvel enquanto for atendido o
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equilibrio global da estrutura, configurando-se em uma restricdo de igualdade. Finalmente
chega-se a

max \
Vie+b=0
s.aino = \t

flo)<0

na qual b € o vetor de forcas de volume, n é um vetor associado a um plano no qual se avalia
a tensdo, t sdo forcas externas aplicadas no contorno, o é o campo de tensdes, A € o fator de
colapso e V € um operador diferencial que em problemas planos € dado por

“4)

9 4 9

|0z oy
V= o 0 )

0 -

Jdy Oz

As duas restri¢cdes de igualdade na Eq. (4) representam equagdes de equilibrio expressas
na forma forte. Quando se faz uso de um método numérico, os quais representam por
parametros discretos os campos de tensdes e deslocamentos, precisa-se explicitar em sua
formulacdo uma matriz de equilibrio que seja equivalente a essas equagdes.

Aplicacdo do Teorema do Limite Superior. A formulacdo pelo Teorema do Limite Superior
procura minimizar o trabalho interno das deformacdes plasticas, expresso por

W, = [ oVudQ— [ tudr ©6)

Expresso na forma de programacao matemaética, com o multiplicador pléstico «, tem-se
min I/V;nt

Viu= aVTf(o> (7)
s.a

a>0

3 FORMULACOES VARIACIONAIS EM MECANICA DOS SOLIDOS

A formulacdo de um problema de Andlise Limite (AL) passa, como apresentado, por
equagdes diferenciais de equilibrio ou compatibilidade, que devem ser satisfeitas em cada
ponto do dominio, por isso é chamada de forma forte. Todavia, resolver um problema de AL
em uma estrutura qualquer dessa forma € invidvel. Pode-se entdo, satisfazer essas equacdes na
média, ou seja, na forma fraca. Para tal, escolhe-se uma funcdo para interpolar o campo
desejado. Essa funcao de interpolacdo ndo € a solug¢do exata do problema, ou seja, hd um erro,
ou residuo, associado a essa interpolacdo. Para satisfazer a equacdo na média forca-se que o
residuo médio seja igual a zero ao longo do dominio, ou seja

fQRWdﬁzo @®)

na qual R é o residuo e W € uma funcdo peso, ou funcdo de ponderacdo, que trabalha
ponderando (penalizando) o residuo ao longo do dominio.
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Desse modo, parte-se das equagdes diferenciais de equilibrio

Vie+b=0 em

9
no—=t em I ©)
Resolvendo-as na forma fraca, tem-se
T = = _
fQ(V G-I-b)UdQ—fF(nc—t)udF—O (10)

no qual, u sdo os deslocamentos virtuais, equivalentes a funcdo peso. Prova-se o Principio
dos Trabalhos Virtuais

=T =T _ —T
fQ(s o+ b)dQ—fFu tdl (11)
Aplicando a lei constitutiva para material linear elastico (Lei de Hooke), i.e.

o = De (12)

onde D € a matriz que correlaciona o campo de tensdes com o de deformagdes, expressa por

5 1 v 0
n Slv o1 0 estado plano de tensao
—v
00 1—v
D= 2 (13)
5 1—v v 0
v l1—v 0 estado plano de deformagao
(1+v)(1—2v) s

0 0 5

Adicionalmente, considera-se que as forcas de volume e forcas internas sao
conservativas, chegando-se ao Principio da Minima Energia Potencial

dQ—fﬁTt dr (14)

r

p

_ 1_r —T
II _f[§€ De+u'b

Q

Nota-se que esse funcional depende apenas do campo cinemitico. E desse funcional que
se deriva as formulagdes convencionais, para problemas de elasticidade, dos métodos
numéricos como o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Contudo, ndo € possivel formular consistentemente um problema de AL por
esse funcional, pois, como inferido, necessita-se de uma formulagdo que forneca equacdes de
equilibrio.

Outros funcionais foram derivados, para solucionar os mais diversos problemas, como o
Principio Variacional de Hu-Washizu, que trata independentemente os campos de tensao,
deformacdo e deslocamento. H4 também o Principio Variacional de Hellinger-Reissner, que
pode ser derivado a partir do Principio Variacional de Hu-Washizu, correlacionando pela lei
constitutiva os campos de tensdo e deformacgdo, desse modo, o Principio Variacional de
Hellinger-Reissner envolve os campos de deslocamento e de tensdo. Um resumo da derivacao
dos Principios Variacionais discutidos € apresentado na Fig. 3. Pelos campos independentes
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envolvidos (tensdo e deslocamento), o Principio Variacional de Hellinger-Reissner ¢é
empregado na formulacdo de métodos hibridos em tensdes e deformacdes, como o Método
dos Elementos Finitos Hibrido em Tensdes e o Método dos Elementos de Contorno Hibrido
em Tensdes. Esses métodos hibridos apresentam matrizes de equilibrio, que sdo as mesmas
utilizadas na AL. Por isso, o Principio Variacional de Hellinger-Reissner € fundamental para

realizar AL com qualquer método.

Nome do
Forcas de volume e funcional e Satisfeitos na Satisfeitos na
Forma fraca f ¢ campos forma forte forma fraca
orgas externas independentes
s30 conservativas P
Equagdes de o Principio da e =Vuem () r
equilibrio e Principio dos Minima Energia B O Vio+b=0em{
condicdes de 2 deslo_itamgntos Potencial =0 (“3) em
contorno viruars Hp (u%) u=tuemD, t=1tem T,
Alivia a relagao deformacgéo-deslocamento,
condigao de contorno e equacéo constitutiva // v’ b 0
s o+b=0em
P.rm.C'plo e=Vuem
Variacional de _ ( ) 0
Hu-Washizu o =0)cem
u=1ueml,
I, (ut’el./’air) t=1tem I,
Imp&e-se equagbes constitutivas
A 4
Principio Ve +b=0emQ

Variacional de e=Vuem ()

Hellinger-Reissner
HH—R (u, ’ 04/>

o= cr(a) em §2

u=ueml, tz?emfl

Imposigao da equagao de equilibrio

y

Principio da
Minima Energia
Complementar

I (Uv':/ )

Figura 3. Satisfacio forte e fraca dos parametros envolvidos nos Principios Variacionais

Ve +b=0em
azc(e)emQ
t=temT,

e =Vuem(Q

u=1uem F“

4 REVENDO ANALISE LIMITE COM ELEMENTOS FINITOS

Para solucionar um problema de Andlise Limite (AL) pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF) faz-se necessario uma discretizacdo do dominio Q do sélido. Provavelmente a
estratégia mais adotada a fim de formular problemas de AL com o MEF € o Principio dos
Trabalhos Virtuais, expresso pela Eq. (11), que estabelece igualdade entre o trabalho virtual
interno e o trabalho virtual externo. Para formulacdo do MEF esse principio é reescrito na
forma discreta, resultando em

fQETUdQ —d'p=0 (15)

na qual, € é o vetor de deformagdes virtuais compativeis com os deslocamentos virtuais d
(grandezas cinemdticas) e o € vetor de tensdes reais em equilibrio com o vetor p de forcas
externas atuantes (grandezas estdticas). Vale ressaltar que € comum, ao se programar um
método numérico, utilizar um vetor para representar um tensor, por simplificar a
implementacdo e minimizar o esfor¢o computacional demandado.
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Como em toda formulacdo do MEF, utilizam-se funcdes interpoladoras do campo de
deslocamento, também denominadas func¢des de forma, com as quais sdo interpolados os
deslocamentos nodais, ou seja

u(z,y) = N(z,y)d (16)

onde u(z,y) é o campo de deslocamentos para problemas planos (z,y), N(z,y) é a matriz

que contém as funcodes de forma que dependem do tipo de elemento utilizado para discretizar
o dominio, e d é o vetor de deslocamentos nodais.

Obtém-se as deformacdes, a partir de derivadas do campo de deslocamentos, desse modo
e(z,y) = Vu(z,y) (17)
na qual V € o operador diferencial definido na Eq. (5).

Por conseguinte, chega-se a seguinte relacdo deformacao-deslocamento nodal
e(z,y) = VN(z,y)d = B(z,y)d (18)
onde B, dita matriz de compatibilidade cinemdtica, ¢ B(z,y) = VN(z,y).

Esta na derivagdo do campo de tensdes a principal diferenca entre as formulacdes para
andlise eldstica e para AL, uma vez que para andlise eldstica o campo de tensdes é derivado
por meio da lei constitutiva, associada ao campo cinemadtico. J4 na AL, como o material é
rigido-plastico, interpola-se o campo estatico independentemente do campo cinematico.

Adota-se entdo que a tensdo possui valor constante em cada elemento. Essa hip6tese nao
€ obrigatdria, porém facilita a imposicao de equilibrio entre os elementos. Assim,

o(z,y) =P (19)

onde 3 é o vetor de parametros de tensdes em cada elemento e P € a matriz de interpolacdo
das componentes de tensdes a partir dos parametros (3 .

Substituindo-se as Eq. (18) e (19) na Eq. (15), chega-se a
j; d"B"PBRdQ —d"p =0 (20)
naqual d e B sdo constante e podem sair da integral, resultando em
3T T 9T,
dJ;BPdQB d’p=0 1)
Isolando d na Eq. (21), tem-se

ET(J;BTPdQB—p —0 22)

e como d é o vetor de deslocamentos virtuais, ou seja, arbitrdrio, ndo sendo necessariamente
nulo, o inico modo de anular o produto da Eq. (22) é

LBTPdQB:p . AB=p (23)

onde

A= j; B'PdS (24)
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¢ a matriz de equilibrio entre for¢as internas e externas. Como demonstrado, a montagem
dessa matriz envolve uma integral ao longo do dominio do sélido e por isso € necessério,
como supracitado, uma discretiza¢do do dominio.

Todavia, segundo discutido na Se¢do 3 uma formulagdo alternativa, variacionalmente
consistente, pode ser obtida a partir do Principio Variacional de Hellinger-Reissner, expresso
por

H-R

m. = f )[GTVu—%cTCc}dQ— fr t"udl (25)

O termo relativo ao trabalho das forgas externas pode ser reescrito, em termos das cargas
e deslocamentos nodais, da seguinte forma

fr t"udl = p’d (26)
Substituindo-se as Eq. (18), (19) e (26) na Eq. (25), obtém-se

II = "P"Bd 1 "PTCPB |dY—p'd 27

wn=J,[B"P'Bd—_B'P'CPBId2 —p @7)

na qual d e 3 sdo constantes e podem sair da integral, levando a
_@r T QT l T T
m, =B LPBde 3 QJ;PCPdQB p’d (28)
A condig¢do de estacionariedade do funcional da Eq. (28) em relacdo a 3 recai em
f P'CPI0 B — f P'BdQd =0 (29)
Q Q
J4 a condi¢do de estacionariedade do funcional da Eq. (28) em relagdo a d ¢é
37 f P'BdQ = p” (30)
Q
cuja transposta é
j;BTPdQB:p s AB=p 31)
onde A € a matriz de equilibrio dada por
A= [B'Pd0 (32)
Q

Ressalta-se que a matriz de equilibrio encontrada a partir do Principio Variacional de
Hellinger-Reissner, Eq. (32), é exatamente igual a obtida na Eq. (24), pelo Principio dos
deslocamentos virtuais, o que valida a aplicac@o desse potencial em problemas de AL.

A Eq. (29) pode ser reescrita de seguinte maneira

F3—A'd=0 (33)

na qual F € a matriz de flexibilidade expressa por

F = f P'CPdQ (34)
Q
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Associando as Eq. (33) e (31) em forma de sistema de equacdes matriciais, tem-se

-F A" [[B 0

A ol|lda] |p ©53)
Resolvendo a primeira equagao do sistema da Eq. (35) para 3, obtém-se
B=F"'A"d (36)
A substitui¢do de B na segunda equag@o do sistema da Eq. (35) resulta em
Kd=p (37)

na qual K é uma matriz de rigidez simétrica, dada por K = AF 'A" , na qual F' é a inversa
generalizada da matriz de flexibilidade F. A solugdo da Eq. (37) fornece os resultados de d
nos nés da discretizacdo. O cédlculo dessa inversa generalizada demanda um alto custo
computacional, porém ndo precisa ser calculada para AL, uma vez que sé a equacdo de
equilibrio, dada pela Eq. (31), € necessdria e suficiente na AL quando formulada pelo limite
inferior ou teorema estatico.

Na formulag@o para andlise estética garante-se compatibilidade entre os elementos, pois o
deslocamento € o mesmo em graus de liberdade de elementos adjacentes. Na AL precisa-se
garantir, também, equilibrio entre os elementos adjacentes. Assim, monta-se a matriz A
global da estrutura. Todos os pontos da estrutura estio em equilibrio, inclusive os nés dos
elementos. Desse modo, montam-se equagdes de equilibrio para cada n6é da estrutura,
somando a contribuicdo de cada elemento que o possui. O processo é muito parecido com a
montagem da matriz de rigidez na formulacgao classica.

Programacdo Matemadtica. Pode-se enfim, de posse da matriz de equilibrio da estrutura, mais
um critério de plastificacdo, escrever o problema de AL como um problema de otimizac¢do, da
seguinte forma

max A
X AB = )p (38)
fle) <0

5 ANALISE LIMITE COM ELEMENTOS DE CONTORNO

A esséncia de uma formulagdo em Elementos de Contorno € reduzir a dimensionalidade
do problema, ou seja, a dimensdo da representacdo do problema é transformada da dimensao
do dominio para a dimensao do contorno.

A formulacdo convencional de colocagdo para andlise eléstica, estdtica, plana, linear e
isotropica pode ser encontrada com detalhes em Becker (1992), Brebbia & Dominquez (1992)
e Beer et al. (2008). Entretanto, no intuito de realizar uma Andlise Limite (AL), essa
formulacdo, por envolver parametros eldsticos do material, ndo se mostra como uma
formulacdo apropriada, j& que na AL o material é assumido com comportamento rigido-
plastico. Desse modo, precisa-se de uma formulacdo na qual seja possivel considerar o
material como material rigido-plastico perfeito, ou seja, uma formulacdo baseada apenas no
equilibrio das forcas externas com as internas, resultantes do campo de tensdes ao longo do
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solido, da mesma forma que € feito com Elementos Finitos. Para tanto, deve-se usar a
formulacdo hibrida em tensdes do MEC (HSBEM), cuja formulagdo pode ser encontrada mais
detalhadamente em Dumont (1989) e em Souza (1992), e que serd brevemente descrita nessa
secdo com 0s passos mais importantes para formular um problema de AL com o MEC de
forma consistente.

Os desenvolvimentos a seguir consideram o caso particular de um corpo sélido tendo um
dominio  delimitado por um contorno I' que estd sujeito a forcas de superficie ¢ em I’ , €

deslocamentos © em I‘u, como ilustrado na Figura 5.

Na formulagdo do MEC aqui apresentada, a discretizagdo do contorno I' utiliza nés e
elementos, Figura 5(b). Somente parametros nodais sdo necessdrios para a representacao
primdria das varidveis envolvidas na andlise. Esta representacdo pode ser estendida para todo
o contorno usando interpolag¢des sobre cada elemento, como a seguir

u=Nd e t=Nt’ (39
J J

Na qual N sdo as fungdes de interpolagao, d’ e t’ sdo os valores dos deslocamentos e
das forcas de superficie nos nés dos elementos.

[ E clementos nos
T CNRN Ll iy
.I Solucdo Fundamental

vevv Y el

analise -
L ] .I *.

-
g’ -
-

(a) (b) (c)
Figura 5. (a) Modelo estrutural; (b) Discretizacio com elementos de contorno; (¢) Solucao fundamental.

As andlises por elementos de contorno possuem basicamente dois passos. O primeiro
consiste em determinar os resultados no contorno. Em seguida, os resultados em qualquer
ponto no dominio podem ser obtidos conhecendo-se os resultados ao longo de todo o
contorno. Outra caracteristica importante dos MEC € o uso de uma solucdo especial da
equacdo governante do problema chamada de Solu¢do Fundamental, que é, em parte,
responsavel pela eliminag¢do da integral de dominio. Para andlise de tensdes, essa solucdo €
associada ao problema de uma carga concentrada aplicada em um ponto P de um meio

infinito, como ilustrado na Fig. 5(c).

As Solucdes Fundamentais da equacdo diferencial de equilibrio (isto €, juntando-se os
trés conjuntos de equacdes: equilibrio, compatibilidade e constitutiva) € dada por

b, + 1,7y, (40)

1
.

x 1
ulk = W (3 — 4V)1Il

e por

CILAMCE 2014
Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Evandro Parente Jr (Editor), ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, November 23-26, 2014

ISSN 2178-4949



G. Barros, A. Pereira, L.E. Vaz, L.F. Martha

t;_ = —m{%[(l — 2V) 6, +2r, r,k} + (1 — 21/) (nlr,k —nkr”)]» 41

que representam, respectivamente, os deslocamentos e as for¢as em qualquer ponto na direcao
k , quando uma carga unitdria é aplicada no ponto i na direcdo [, na qual r representa a
distancia entre os dois pontos.

5.1 Formulacao Hibrida Em Tensoes

A formulacao hibrida do MEC € uma formulacao variacionalmente consistente que utiliza
artificio matemético do Método de Galerkin. A grande vantagem da utilizacdo desta base
matematica consiste na obtencdo de matrizes simétricas para representar o problema. A
literatura apresenta apenas o desenvolvimento deste método para andlises lineares.

A formulacdo hibrida em tensdes do MEC baseia-se no principio variacional de
Hellinger-Reissner (Dumont, 1989). O potencial de Hellinger-Reissner é expresso por

~II, . :f [U;C(a';)—i-g;jui]dQ—fUiU;T]j dF—l—ft_iui ar (42)
o

Q r

7 ~ . ~ * . .

que € fungdo unicamente dos deslocamentos wu, e das tensdes o, (independentes entre si), na
£ * , . ~
qual U (o) € aenergia de deformagio complementar.

Supondo-se também que as tensdes estejam em equilibrio com as for¢as de massa no
dominio, como na equacdo diferencial de equilibrio, chega-se a origem da formulacao hibrida
dos elementos finitos, desenvolvida por Pian & Tong (1969), em que se tem um campo de
tensdes no dominio e um campo de deslocamentos no contorno. Esta mesma formulacao foi

estendida ao Método dos Elementos de Contorno Hibrido, conforme serd apresentado a
seguir.

O campo de tensdes no dominio € dado por uma combinacdo linear de solugdes
fundamentais como

o =D ,pZ 43)

i kij
. - . - * - , .
ou S€ja, supoe-s€ CoOmo uma aproximag¢ao para G[j a expressao €m SEri€ €m termos de

parametros nodais de forga p, a se determinar, portanto p~ é um vetor de forgas singulares e
D,; € asolugdo fundamental para tensdes, derivada da Identidade Somigliana, dada por

1
D = m{(l - 21/) (6“7“,]. +6,,7, —67;].7“4.) +2r, 7, r,k_} (44)

Vale ressaltar que a Eq. (43) que expressa o campo de tensdes por funcdes de
interpolagdo € equivalente a Eq. (19) utilizada na formulacdo com o MEF, porém no MEC
essas funcgdes de interpolacao sio singulares.

5.2 Resultados no Contorno

Ap6s a discretizagdo e aplicagdo do principio da energia potencial estaciondria para o
potencial de Hellinger-Reissner, o problema pode ser expresso por
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—FHp* 0 ”
H* o(|d]| |p (43)

na qual d é o vetor de deslocamentos nodais, F € uma matriz de flexibilidade simétrica, dada
por

F = ‘F;rm = ftl*mul*n dF (46)
r

e H € expressa por

H= Hmn = |t u dT 47)

moin

T

e p € o vetor de for¢as nodais equivalentes devido as for¢as de superficie no contorno.
Resolvendo a primeira equacio do sistema da Eq. (45) para p, resulta-se em

p =F'Hd (48)

A substituicio de p~ na segunda equacio do sistema da Eq. (45) resulta em

Kd=p (49)

na qual K é uma matriz de rigidez simétrica, dada por K=H"F'H, na qual F' ¢ a
inversa generalizada da matriz de flexibilidade F. A solu¢do da Eq. (49) fornece os
resultados de d e p nos nds da discretizagcdo. A partir destes resultados, a resposta em todo o
contorno pode ser obtida usando as fun¢des de interpolacao de cada elemento.

5.3 Resultados em Pontos Internos

Para realizar AL com o MEC precisam-se avaliar e controlar as tensdes em pontos do
dominio (pontos internos), pois sdo exatamente nesses pontos onde se impde que o critério de
plastificacdo adotado seja satisfeito. As tensdes (e os deslocamentos) para qualquer ponto no

dominio © podem ser obtidos por meio das forcas nodais p*, exceto nos pontos de aplicacio
dessas forcas. Entdo, o campo de tensdes em €2 pode ser obtido diretamente pela Eq. (43).

Ja que nenhuma integracdo adicional é necessdria, o cdlculo de resultados no dominio
com o Método dos Elementos de Contorno Hibrido torna-se mais simples e mais rdpido do
que em qualquer outro método. Por outro lado, existem também alguns inconvenientes, como
o comportamento dos resultados préximos dos nds da discretizacdo, que tendem
invariavelmente a infinito. Outro inconveniente desse método é o calculo e a inversdo da
matriz F, que demanda um grande esforco computacional. Contudo, na AL seu célculo ndo é
necessdrio, uma vez que € preciso apenas de equacdes que impdem o equilibrio a estrutura,
podendo se utilizar somente a segunda equagdo do sistema da Eq. (45), exatamente da mesma
forma como realizado com o Método dos Elementos Finitos.

5.4 Formulacao de Problemas de Analise Limite

Parte-se da equacdo de equilibrio, segunda equagcdo do sistema da Eq. (45),
multiplicando-se o lado direito da equacao pelo fator de colapso A, ou seja
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*

H'p =)p (50)

No processo de maximiza¢do do A, deve-se avaliar a funcdo de plastificacdo em pontos
do dominio, denominados pontos de controle. Recomenda-se utilizar a maior quantidade de
pontos possiveis, tentando posiciond-los em regides onde se espera ocorrer plastificagdo.

Desse modo, pode-se escrever o problema da AL no formato de programacdo matemaética
da seguinte maneira

max \
. H'p =\p (51)
f(D(x)p’) <0

na qual, x € um vetor que contém as coordenadas dos pontos de controle.

6 RESULTADOS PRELIMINARES

A titulo de validacdo da metodologia proposta, apresenta-se um exemplo simples de uma
placa de espessura e = 1.00m, sendo puramente tracionada, como ilustrado na Figura 6.

t =20 N/m
t =20 N/m
1,00 m

4,00 m

Figura 6. Modelo de uma chapa tracionada

Pode-se dizer que esse é um dos poucos exemplos, cuja solu¢do pode ser facilmente
determinada. A tensdo encontrada o = t/ e =20 N/ m’ é constante ao longo do corpo.

Assumindo-se tensdo de escoamento o, =30 N/ m?, encontra-se a solugdo exata do

problema, \ = O'Y/O' = 30/20 =1.5./

Para esse modelo, a formulagdo com o Método dos Elementos Finitos (MEF) fornece
resultado exato com apenas um elemento quadrilateral. Ja a formulacdo proposta converge
para a solucdo, discretizando-se com um elemento de contorno por lado e colocando apenas
um ponto de controle, como pode ser observado na Figura 7(a). Resultados obtidos mantendo-
se a discretizacdo e aumentando-se o nimero de pontos de controle, sdo apresentados na
Tabela 2.
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(@) (b)
Figura 7. Discretizacdo do modelo em um elemento de contorno por lado

Tabela 2. Variacao do resultado com o niimero de pontos de controle, mantendo-se fixa a discretizacao,
um elemento por lado

N° de pontos de controle | Fator de colapso A | Tempo de anélise (ms) Erro (%)
1 1.43 66.8 4.7
2 1.39 84.8 7.3
3 1.34 107 10.7
5 1.34 146 10.7
20 1.34 455 10.7

Nota-se, ao observar a Tabela 2, que o resultado piorou e depois se manteve constante.
Isso se da devido a forma que os pontos de controle foram distribuidos no dominio. Na
configuracdo 2, Figura 7(b), os pontos de controle se aproximaram mais dos nos, perturbando,
assim o campo de tensdes. Para as demais quantidades de pontos, esses foram colocados entre
os dois pontos internos da Figura 7(b), pouco alterando o resultado.

Discretiza-se agora a estrutura com elementos de comprimento 0.5 m, ou seja, dois
elementos na direcdo vertical e oito na horizontal. Colocando-se um ponto de controle no
centro do modelo da Figura 8(a) e dois pontos no modelo da Figura 8(b), obtém-se os
resultados apresentados na Tabela 3.

(a) (b)
Figura 8. Discretizacio do modelo em elementos de contorno de 0.5 m de comprimento

Tabela 3. Variacio do resultado com o niimero de pontos de controle, mantendo-se fixa a discretizacao,
elementos de comprimento 0.5 m

N° de pontos de controle | Fator de colapso A | Tempo da andlise (ms) Erro (%)
1 1.5137 473 0.9
2 1.5170 609 1.1

7z

Observa-se que, a melhor opcdo, para esse problema, € colocar apenas um ponto de
controle, pois assim, a influéncia da singularidade da tensdo é menor. Ademais, pode-se
observar que o resultado melhorou muito quando se utilizou uma discretiza¢cao mais refinada.
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7 CONCLUSOES

Por fim, como ficou demonstrado, a metodologia proposta € capaz de realizar Andlise
Limite (AL) com o Método dos Elementos de Contorno (MEC), com todas as formulagdes de
maneira consistente.

Na prética a metodologia demonstra sua sensibilidade com relagdo a posi¢do dos pontos
de controle e a discretiza¢ao do contorno. Ou seja, como todo método numérico, essa técnica
apresenta melhores resultados a medida que se refina a discretizacdo. Quanto mais refinado o
contorno melhor definido estard o campo de tensdes ao longo do dominio, possibilitando,
assim, a inser¢do de pontos de controle em mais locais, melhorando o resultado.

Pode-se, futuramente, a partir de andlises linear-eldsticas, ajustar algum tipo de equagao
que relacione a discretizagdo do contorno com a proximidade miaxima que um ponto de
controle pode ter em relacdo ao contorno. Outro futuro tépico de pesquisa € anexar, a
implementacdo da técnica proposta nesse trabalho, uma adaptatividade dos pontos de
controle, porém, para isso seria necessario possuir acesso ao codigo de programacio
matematica utilizado.

A aplicagdo dessa técnica é indicada principalmente a meios infinitos e semi-infinitos, os
quais ndo sao bem representados pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Em meios
finitos, a solucdo pelo MEF ainda parece ser a mais adequada. Em problemas envolvendo
iteracdo solo-estrutura, entre outros seria interessante combinar MEF-MEC aplicando cada
um na parte mais adequada. Essa técnica é chamada de acoplamento, e pode-se realizar em
trabalhos futuros um acoplamento para AL.
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