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1. Introducao

Diversos problemas com importancia para a Engenharia podem ser descritos em termos de
equagdes com derivadas parciais. Com excepcédo de alguns casos particulares, ndo é possivel
obter uma solucéo analitica exada para estes problemas. O Método dos Elementos Finitos €,
aduamente, 0 método numérico mais utilizado para obter solucdes aproximadas para este
tipo de problemas.

Diversos exemplos de problemas deste tipo podem ser encontrados em Engenharia Civil. No
campo da Engenharia de Estruturas, podem citar-se, entre outros, os problemas de
elasticidade linear em placas, lgjes, cascas e solidos tridimensionais.

A generalizac® de meios de clculo automético potentes tem possibilitado oreaurso cada vez
mais frequente ao Méodo dos Elementos Finitos. Dado o caracter aproximado das luctes
forneddas por este método, o desconheamento dos sus fundamentos pode conduzir a
resultados desastrosos na sua @licacd, como sucedeu no caso da perda da plataforma
petrolifera Sleipner A, na Noruega.

Por esta razo, o futuro Licenciado em Engenharia Civil, com o Perfil de Estruturas e
Construcéo, tem necessdade de grender os fundamentos do Méodo dos Elementos Finitos.

Dos problemas de Engenharia de Estruturas anteriormente citados, os mais faceis para uma
introducéo ao Méodo dos Elementos Finitos s80 os de placas, nas quais £ amite um estado
de tensdo plano.

Embora @ formulagdes ndo convencionais do Método dos Elementos Finitos apresentem
diversas vantagens, a formulagdo convencional de Elementos Finitos de deslocamento
compativeis € amais simples e, aduamente, a mais utili zada em aplicacfes préticas.

Dado que se destinam a uma introducdo ao Méodo dos Elementos Finitos, no ambito da
disciplina de Analise de Estruturas 11, estes apontamentos incidirdo exclusivamente sobre a
aplicacéo de Elementos Finitos de deslocamento compativeis na anadlise de estados de tenséo
planos em elasticidade linea.

E de notar que a utilizagdo desta formulagZo do Método dos Elementos Finitos na andlise
elastica linear de sdlidos tridimensionais ndo apresenta dificuldades tedricas adicionais.
Contudo, quer a exposi¢céo quer a glicac®d praticasdo substancialmente mais laboriosas. Por
estarazo, este tipo de problemas nédo serd aordado nesta disciplina.

Por sua vez a utilizac® do Método dos Elementos Finitos na Andlise Elastica Linear de
Lajes é abordada noutro volume de gpontamentos de Andlise de Estruturas 1.



2. Concedtos Basicos de Teoria da Elasticidade para Estados Planos de Tensao

De aordo com a NP-761, uma placa éuma pecalaminar plana sujeita a aforcos existentes
apenas no seu plano médio. Considere-se que a epesdura da placa é onstante eque 0 seu
plano médio é o plano xy. Admitam-se cmo validas as hipoteses. oy, = 0y, = 0; = 0; oy, Oy €
O,y Ndo variam com z. Ent&o, a andlise da placareduz-se a adlise de um Estado Plano de
Tensdo, o qual constitui um problema bidimensional.

Neste caitulo, apresentam-se & relagdes fundamentais (compatibilidade, constitutivas e
equilibrio) para problemas de elasticidade linea em Estados Planos de Tensdo, que se
supordo representar placas de espessira onstante.

Como exemplo, utili zar-se-a o dominio bidimensional Q representado na figura 2.1.
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Figura2.1

Na fronteira cinemética I, impdem-se os valores dos deslocamentos. Neste exemplo,
considera-se que o lado se encontra encastrado, 0 que corresponde aimpor um valor nulo para
0s deslocamentos dos pontos de I,.

[, (X, y)O .
Considere-se 0 campo de deslocamentos u = %J gx 13[]: %E representado nafigura 2.2.
y\VoJ¥)g YL

Este canpo de deslocamentos é compativel, dado que:
- € ontinuo em todo o dominio;

- satisfaz @ condigBes de fronteira cineméticas, uma vezque u(0,y)= %E}: u.
O



Figura2.2

Admitindo como valida a hip6tese dos pequenos deslocamentos, as relagdes deformagbes-
deslocamentos $0

E=Au,

onde € é um vector que agrupa & componentes independentes do tensor das deformagdes,

e, (x,y)C
_0 C
€= D‘:y(x’y)[’

. (%, y)F

cujo significado fisico se representa na figura 2.3, e A é o operador diferencial de
compatibilidade,
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Figura2.3



Dz x y D aC
Para o campo de deslocamentos anterior, o campo de deformagdes é € = ny D’ %)[.

E/xy( y)H BE

Admitindo um comportamento fisicamente linea, as relagdes congtitutivas ou relaces
tensdes-deformacgdes 0

og=De¢,

onde ¢ € um vedor que arupa & componentes independentes do tensor das tensdes,

cujo significado fisico se representa na figura 2.4. Admitindo a isotropia do material, o
operador D € dado por

0 L[
:1E % 1 0 E’
0 (1-v)/2E

onde E é 0 médulo de dasticidade, ou modulo de Young, e v € o coeficiente de Poisson.
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Figura2.4

be( ,y)O  [100/ 96C
Para o campo de deformagdes anterior, 0 campo detensdes € o = [gy( D— ESZO/ 96 [.

.y (x )EEOE

As forcas de massa e & tensdes na fronteira que sdo equili bradas por um determinado campo
de tensdes 90 obtidas recorrendo as relacdes de equilibrio. Tendo sido admitida como valida
a hipétese dos pequenos deslocamentos, estas relagdes podem ser estabelecidas na
configuracd indeformada da estrutura.



X

Of, (X,y)C
O campo de tensdes equilibra o vedor de forcas de massa f = % (x z)[ se verifica a
y )

equacd de equilibrio
Alg+f =0,

onde o operador diferencial de equilibrio AT é o transposto do operador de compatibilidade A
anteriormente definido.

,_|

X

- ~ i
As componentes do tensor das tensdes equilibram as tensdes t = [ [, huma facda mm
y[C

. e L . ~ o
normal exterior unitaria n =[] [, se verificarem as equagdes de equilibrio
vy
a,=o,n +o,n,
8)’ = GXYnX +Uyny

Para 0o campo de tensdes anterior, o campo de forcasde massa € f = DfX(X’y)E: BD[.
%Y(X,Y)D %)E

Para aplacarepresentada na figura 2.1, as normais exteriores unitérias séo as indicadas na
figura 2.5(a). As tensdes aplicadas na fronteira estética e estéo indicadas na figura 2.5(b),
bem como as reac@es na fronteira cinematica.
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Figura2.5

Portanto, o campo de deslocamentos inicialmente mnsiderado é asolucé exada para aplaca
dafigura 2.1, quando as for¢as de massa glicadas $0 nulas e a tensdes aplicadas s0:

L, o, O(x)o oo .
f(x1)= %Ly (x 1)%]: Dhor o6 no bordo horizontal e



i, (x,x)0 DSO\/_ /96 [0

=0 rE , no bordo inclinado.
,(xX)g F10v2 /960

t(x,x)=

U o
Considere-se gyorao campo de deslocamentos u = %; ( D— g%

Como exercicio, o leitor poderd verificar que ete canpo de deslocamentos stisfaz &
condicdes de compatibilidade, que crresponde a deformada representada na figura 2.6(a),
gue & correspondentes deformagdes e tensbes 0

[0C O 0 O
€= %)E eo= E 0 aE , respedivamente,
HE 10/ 96H

gue & forcas de massa sdo nulas e que & tensdes na fronteira sd0 as representadas na
figura 2.6(b).

N, 4
1 0E/9% 20V?2 E/96
40 E/96
- 20V?2 E/96
(a (b)
Figura2.6



3. Calculo de Solucbes Aproximadas

Considere-se o0 problema representado nafigura 3.1.

y/h
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Figura3.1

A solucéo exada do problema satisfaz simultaneamente a condigdes de compatibilidade, as
relagdes congtitutivas e & condigdes de equilibrio. Contudo, ndo é possivel, com um nimero
finito de parcelas, obter a expressio analitica da solucdo exada deste problema. Portanto, é
necessario obter uma solucéo aproximada. Esta solucéo podera satisfaze de forma exada
algumas das condigdes anteriores, mas 9 ira satisfazer as outras de forma groximada.

Por exemplo, podemos procurar uma solucdo aproximada que seja compativel. Para ete
problema, poderemos considerar uma @mbinacd® linea dos campos de deslocamentos
usados no cagpitulo anterior:

u=w(x)d =¥, (xy) w2<x,y)]§; g onde %(x,y):ggewz(x,y):gg

Quaisguer que sejam os valores de d; e de d,, 0 campo de deslocamentos € compativel. Estes
valores representam os deslocamentos do vértice livre do tridngulo, conforme se pode
observar na figura 3.2, na qual se representam igualmente a deformadas correspondentes a
valores unitérios de cala um dos referidos deslocamentos.



Figura 3.2
Deste modo, variando os valores de d; e de d,, € possivel reproduzir todos os campos de
deslocamentos lineaes e mmpativeis. No capitulo seguinte, ver-se-a que estes campos de
deslocamentos correspondem aos de um elemento finito de 3 nds, com as necessxrias
condicdes de goio.
As correspondentes deformagbes 0

E=AY¥Yde- e=Bd,comB=A .

1 0oC
_ C
Neste cao, B = %) O[.
B 1E
Por suavez astensdes 0
o=DBd.
100/ 96 0 C
_ C
Neste ca0, DB = EE120/ % 0 F

H 0  40/96F

Para qualquer das deformadas da figura 3.2, as for¢as de massa séo nulas. Para cala uma das
deformadas, as tensdes na fronteira estéticaso as representadas na figura 3.3.
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Figura3.3

Combinando as tensdes representadas na figura 3.3, ndo € posdvel obter na fronteira etética
tensdes iguais as do carregamento, quaisquer que sejam os valores de d; e de d,.

No entanto, € possivel calcular valores de d; e de d, tais que o trabalho das forcas de massa e
das tensdes na fronteira etética sgja igual ao trabalho do caregamento, tanto para os
deslocamentos da primeira deformada da figura 3.2 como para os deslocamentos da segunda
deformada da mesma figura. Ou seja, € possivel cdcular d; e d, resolvendo o sistema:

W' fdQ+J’t/J t,dr J’w fdQ+J’lIJtdl'E1u:dD W fdQ+J’lIJ TtdrC

0

W, fdQ+J’lIJtdI' J’tp fdQ+J’tptdr%:l W, fdQ+J’t/Jtdr['
0

O

As forcas de massa e & tensdes na fronteira estatica foram calculadas a partir do campo de
tensdes no interior, no capitulo 2. Estes calculos 80 normalmente evitados, dado que o
Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.) permite substituir o trabalho das forcas com os
deslocamentos pelo trabalho das tensdes com as deformagbes. Obtém-se asdm o sistema

Ay ) D(AY,)d Ay ) D(Ay.)doU t/deQ+t/JtdrE

(Aw,) D(AY,)dQ l( w,) D(AY,) oo j

(Ay,) D(AW,)dO J’(ALIJZ)TD(AWZ)dQ?ZE_ W] fdQ+J’lIJ fdr g
o C

0 qual pode ser escrito naforma

Kd=F, com K:J’BTDBdQ eF :J’L/JTf'dQ+J't/JTt‘dr.
Q Q T,

100/ 96 0 O

' 0 E 2100 0O 2
Neste exemplo, K = J;IB) %520/ 96 40(/)96§jydx—19250 4OB(kN/ )

11



00 ix ODDO 00 O
eF —%)[ﬁj’%) X%( D’l/G%kN/m

A matriz K € uma matriz de rigidez eo vedor F € um vedor de for¢as. Os respedivos termos
podem ser imaginados como forgas aplicadas segund d; e d;, como se pode observar na
representacd graficado sistema de equagdes que se gresenta nafigura 3.4.

KZl /F K22 ﬂ\ FZ /F
K K

xd + xd =

Figura3.4

O sistema de equagdes anterior tem a mesma forma do sistema de equagdes do Método dos
Deslocamentos para estruturas reticuladas, estudado na disciplina de Analise de Estruturas|.

Contudo, as forcas representadas na figura 3.4 sdo ficticias. Sdo forgas equivalentes as reals,
mas apenas no sentido de produzirem o mesmo trabalho para cala uma das deformadas da
figura 3.2. As forgas reais correspondentes as deformadas da figura 3.2 sdo0 as tensdes
representadas na figura 3.3 e o caregamento real € o representado na figura 3.1. Nas
estruturas reticuladas, os termos da matriz K sdo as forcas reds correspondentes as
deformadas.

Além dis, nas edtruturas reticuladas, cada deformada é adeformada real quando um
deslocamento independente é unitario e os restantes 0 nulos. Em contrapartida, as
deformadas representadas na figura 3.2 sdo as deformadas quando um deslocamento nodal é
unité&rio e o outro € nulo e, adicionalmente, os desocamentos o restringidos a funcdes
lineaes.

Além dis®, no caso das estruturas reticuladas, existe uma solucéo particular exada e 0s
termos dos vedores de for¢as s8o forgas reais, 0 que ndo aconteceno caso dafigura 3.4.

Portanto, ao contrario do que sucede mm as estruturas reticuladas, € natural que o sistema de
equagdes anteriormente obtido possa fornece para d; e d, vaores diferentes dos exados.
Conforme se viu anteriormente, € 0 que tera de suceder neste cao.

0
Resolvendo o sistema de equagdes, obtém-se d = L0 D Sl( m).
%ZD T 0.80E
00 mMm
O correspondente campo de deslocamentosé u=% d = ; 08 D_( ).
T0.8x]

12



O 0 O
Porwavez,ocanpodetensﬁeséa=DBd=E 0 %N/mz.

H-0.3333

Estes campos encontram-se representados na figura 3.5. O leitor podera verificar que, de
fado, asolugéo € cmmpativel mas ndo respeita & condigdes de fronteira estéticas.

H 1000 H 1000
.00 -1.000

Ox oy

Figura 3.5
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4. M étodo dos Elementos Finitos

4.1. Métodos para melhorar a gproximacao

Na figura 4.1, representa-se uma solucdo muito proxima da solucéo exada, para o problema
considerado no capitulo anterior.

Figura4.1

14



Utilizando a solucdo representada na figura 4.1 como referéncia, a solucéd aproximada
representada na figura 3.5 tem um erro relativo médio no campo de tensdes de 80%. Assim, é
uma goroximacéo demasiado grosseira. Portanto, € necessario refinar a goroximaca.

Em lugar de utilizar uma fungéo linea em todo o dominio para groximar cada cmponente
do campo de deslocamentos, uma alternativa consiste em dividir o dominio em subdominios
e, embora garantindo a @ntinuidade de deslocamentos entre des, utilizar uma funcéo linea
separada em cada um. Estes sibdominios constituem os elementos finitos.

A solucéo obtida no capitulo anterior correspondia autilizac@® de 1 elemento finito de 3 nos,
conforme representado na figura 4.2(a). Na figura 4.2(b) representa-se uma discretizac@® do
dominio em 4 elementos finitos de 3 nés. Este méodo de refinamento € designado por

|
i 1

(@ (b)
Figura4.2

As deformadas correspondentes a cala um dos 6 dedocamentos nodais da malha de 4
elementos finitos estéo representadas na figura 4.3. Em cada elemento, os deslocamentos s80
obtidos por interpolacé linear, a partir dos deslocamentos dos nos dess elemento.

Como se pode verificar em todas as deformadas, as condigdes de fronteira cineméticas estéo
asseguradas, tal como a ontinuidade de deslocamentos.

15



Figura4.3

Uma segunda alternativa para refinar a goroximagéo consiste em utilizar um polinémio de
grau mais elevado para groximar cada componente do campo de deslocamentos. Este método
de refinamento é designado por refinamento p.

Na figura 4.4, representa-se uma discretizacd do dominio utilizando 1 elemento finito de 6
nos, o que corresponde afaze uma interpolacé de 2° grau para os deslocamentos, tal como
se pode observar nas deformadas correspondentes a cala um dos 6 deslocamentos nodalis,
representadas na figura 4.5. Pode igualmente verificar-se que & condicdes de fronteira
cineméticas estdo asseguradas em todas as deformadas.

g %
jy . d,

Figura4.4
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N1

Figura4.5

Naturamente, com 6 gaus de liberdade genas, a solugéo seria ainda excessivamente
groseira, quer num caso quer No Outro.

Na figura 4.7, representa-se asolugcéo abtida com a malha uniforme de 64 elementos finitos
representada na figura 4.6, a qual correspondem 72 gaus de liberdade. Para essa solucéo, o
erro relativo médio no campo de tensdes € ainda de 31%. Contudo, pode observar-se que a
aproximaca do campo de deslocamentos € ja relativamente boa.

Figura4.6

17



H 1000
-1.000

Figura4.7

Na figura 4.9, representa-se a solucé obtida com 1 elemento finito triangular de 36 nos.
Neste demento finito, os deslocamentos s0 aproximados por polindmios de 7° grau. Dadas
as condicOes de goio representadas na figura 4.8, o nUmero de graus de liberdade é56. Para a

referida solucéo, o erro relativo médio no campo de tensdes € de 9.7%. A aproximacéo do
campo de deslocamentos € ja muito boa.

18



Figura4.8

Portanto, o refinamento p permitiu obter, com um menor nimero de graus de liberdade,
melhores resultados do qLe o refinamento h uniforme.

Poderia pensar-se que adivisdo do dominio em subdominios sria desnecessria

No entanto, o refinamento h ndo tem obrigatoriamente de ser uniforme. Se forem colocados
mais elementos onde & variagdes da solucéo sdo mais dificeis de reproduzir com as funcoes
de interpolacéo utilizadas, como na malha representada na figura 4.10, é possivel obter
melhores resultados do que no refinamento p. Este tipo de refinamento € designado por
refinamento h-adaptativo.

Além dis, a geometria dos dominios e das fronteiras cineméticas dos problemas com
interesse préatico raramente sdo t& smples como as do exemplo que tem sido considerado até
aqui. Isto torna inevitavel a divisdo do dominio em elementos finitos. Uma das vantagens do
Meétodo dos Elementos Finitos sobre varios outros métodos aproximados, tais como o Méodo
das Diferencas Finitas, € precisamente afacilidade de glicacd a dominios e condicdes de
fronteira complicados.

Ao utilizar um programa de clculo automatico, € conveniente escolher elementos finitos do
grau mais elevado que etgja disponivel. Os programas de clculo automatico comerciais para
a andlise de estruturas permitem uma escolha muito limitada de tipos de dementos finitos e s6
dispdem de elementos finitos de grau relativamente baixo, pelo que asubdivisdo do dominio é
guase sempre inevitavel.

Numa introducéo ao Método dos Elementos Finitos, é preferivel considerar elementos do grau
mais baixo possivel, por forma asimplificar o seu estudo.

19



Figura4.9



Figura4.10

As lucbes aproximadas representadas nas figuras 3.5, 4.7 e 4.9 permitem exemplificar
algumas caaderisticas comuns as lugdes aproximadas obtidas quando a discretizacdo
efeduada ssegura a ompatibilidade, mas ndo permite obter a solucéo exada.

O campo de tensdes nunca satisfaz todas as condicdes de equilibrio no interior e na fronteira
dos elementos. Além disso, como as tensdes 0 obtidas a partir das derivadas dos
deslocamentos, a goroximaca obtida para & tensdes € sempre pior do que aconseguida para
0s deslocamentos.

A malha de elementos finitos € sempre mais rigida do que a etruturared. Portanto, quando a
acc® é congtituida goenas por forgas, o trabalho que etas realizam com os deslocamentos
aproximados € sempre inferior ao red, como se pode observar natabela 4.1.

Solucéo Trabalho das for¢as exteriores
(KNm/m)
Figura 3.5 - 1 elemento de 3 noGs 0.133E
Figura 4.7 - 64 elementos de 3-n0s 0.334E
Figura4.9 - 1 elemento de 36 nOs 0.364E
Figura4.1 - Solucéo "exacta 0.368E
Tabela4.1

Se uma nova discretizagdo permitir reproduzir as deformadas da discretizac@o anterior, anova
solucéo sera melhor do que a aiterior. Em relacd a malha de 1 elemento de 3 nés, qualquer
um dos refinamentos indicados na tabela 4.1 forneceum valor mais elevado para o trabalho
das forgas exteriores.

Em geral, 0 erro da solucdo diminui quando se aimenta o nimero de dementos dum

determinado tipo ou quando se aimenta 0 grau dos elementos, mesmo sem respeitar
estritamente a ondic&o anterior.

21



No caso particular em que a discretizacéo, aém de garantir a mmpatibilidade, permite
reproduzir a solucéo exada para o campo de deslocamentos, a solugcéo da equacé do Méodo
dos Elementos Finitos corresponde asolugcéo exadado problema.

Se asolucép exada €ndo polinomial, a solucéo de dementos finitos converge para asolucéo
exacta, quando, em todo o dominio, o refinamento tende para infinito.

22



4.2. Interpolacdo dos Deslocamentos

Considere-se novamente adiscretizacé representada na figura 4.2(b). Na figura 4.11, indica
se, para essa discretizagcdo, uma numeracdo dos elementos finitos.

77
0.5m

0.5m

™~ |

05m ' 05m
Figura4.11

As deformadas correspondentes a cala um dos 6 deslocamentos nodais foram ja representadas
na figura 4.3. Em cada elemento, os deslocamentos s80 obtidos por interpolacé linear, a
partir dos dedocamentos dos nés dese elemento. Deste modo, a expressio analitica do
campo de deslocamentos dentro de cala demento depende exclusivamente dos nés desse
elemento.

Sendo assim, considere-se 0 elemento 1, dedigado dos restantes elementos da malha, ta
como representado na figura4.12. Na mesma figura, indicam-se uma numeraca local dos nés
e uma numeracao local dos deslocamentos nodais deste elemento.

0.5+

0 0.5 1
Figura4.12

Na figura 4.13, representam-se & deformadas correspondentes a cala um dos 3 primeiros
deslocamentos nodais do elemento 1

23



Figura4.13

Entdo, de acordo com afigura 4.13, podemos escrever que, no elemento 1,
u(x,y)=y 1)1(X Y) w T o(x, ) W2 +¢’(1)3(X,Y)d(1)3,

sendo ayi(X,y) uma funcéo linea que toma o valor 1 no nod i do elemento 1 e o valor 0 nos
restantes nés. Por estarazo, 1) € designada por funcéo de interpolagdo associada a nd i do
elemento 1.

A funcéo de interpolagcéo associada a no 1 pode ser escrita naforma
w(l)l: a+bx+ Ccy.

Por sua vez, os coeficientes a, b e ¢ podem ser calculados resolvendo o sistema de equagdes

Dﬂl)l(xl y1 =1 A x Yy Oad [Ac

%ﬂl)lxziyz OQ% X yZ%%%)E

Ho(xy:)=0 A x v,[EE BF

Desde que os 3 n6s ndo sejam colineares, 0 sistema tem sempre solucéo. A expressdo geral
dessa solugéo é

X Y; = XY, L

@0
%)D: 1 g yz_ys [
SR A e A (e A= R

E de notar que, se os nds estiverem numerados no sentido anti-horéario, como sucede na
figuad.12, x(y, - v5)+%(y; -y, )+ x,(y, - y,) éigual ao dobro da &eado elemento.

Para & coordenadas indicadas na figura4.12, gy1i(Xy) =2 - 2y.
Podem ser escritos sistemas de equagdes analogos para & funcdes de interpolac@® associadas

aos nos 2 e 3 do elemento 1. As lugdes desses sistemas permitem concluir que a epressao
geral das 3 fungdes de interpolacéo é
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1

Yoy =W(aq+b.><+ciy),coma=xjyk—ka b=y =Y G = X=X €&
e)

sei=1j=2ek=3;

sei=2,j=3ek=1,;

*ei=3,j=1ek=2

Para & coordenadas indicadas nafigura4.12, gy12(Xy) = -1+ 2xe Yaa(Xy) = —2x+2y.
A expressdo de uy pode ser obtida utilizando exadamente & mesmas fungdes de interpolacé.

Desta forma, designando por Qu) o subdominio correspondente @ elemento 1, podemos
escrever que

[y C
gj(l)l -
W2
d —dy o E'“x(x,Y)E _ %l’(l)l Yup Ya O 0 0 %(1)3%
x0Q(y) 0> %JY(X,Y) ey 0 0 0 0 vy (n 1} @) 1] )3 D]jj(l)4 C
0y, C
0% C
s E
Substituindo as expreses das funcdes de interpolacé obtidas anteriormente,

[y C
gj(l)l -
W2
W, (x,y)d @2-2y -1+2x —-2x+2y O 0 0 %(1)3%
O -0 '
@y(x,y)gwg(l) H o 0 0 2-2y -142x -2x+2yHduer
0y, C

(1)5
0°C
s E

Para os restantes elementos, pode proceder-se de forma analoga.

Na figura 4.14(a) indicam-se uma numeracd® local dos nés e uma numeracd® local dos
deslocamentos nodais dos elementos 2 e 4, as quais coincidem com as anteriormente
utilizadas para o elemento 1. Na figura 4.14(b) indicam-se & correspondentes numeragdes
para o elemento 3.

/’\d(s)e
—>
(e)2 ) d(s)s
—> o
d T e
(3)1
ﬁd(m d(3)5

Figura4.14
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O leitor podera verificar que, parao elemento 3, as funcdes de interpolacdo sdo
YeuXy) =1-2X Yaa(xy) =1+2x-2ye sp(xy) =-1+2y.

1-2x 1+2x-2y -1+2y O 0 0 C
Portanto, ) = C

N o 0 0 1-2x 1+2x-2y -1+2yr
e 0 campo de deslocamentos no elemento 3 é

—
w
a1

|:d(3)1|:

C

%(3)2[

DIJX(X,Y)E _O-2x 1+2x-2y ~1+2y 0 0 0 %(3)3%
%Jy(x’ymx,y)ﬂo(s) 0o 0 0 1-2x 1+2x-2y _1"'23/%(3)4%
0Pr

s E

—
w
[}

Substituindo os deslocamentos nodais elementares pelos correspondentes deslocamentos
nodais globais, os deslocamentos no elemento 3ficam

[, C
rw, (x,y)O Q+2x-2y -1+2y 0 0 [¥lsF
O =0 a 3 -
U0y, 00 0 1r2x-2y -1e2yEL
s
Se procedermos de igual forma para o elemento 1, os deslocamentos nesse elemento séo

[0, C

C

10

W, (x,y)d _[2-2y -1+2x -2x+2y O 0 0 [11]:15%

%Jy(x,y)gxyymﬂ H o 0 0 2-2y -1+2x -2x+2yHH,E

r

NS

Estas duas Ultimas expressdes $0 diferentes uma da outra. Contudo, nos pontos da interface
entre os elementos 1 e 3, nos quais x = 0.5, ambas as expressdes s« reduzem a

[™,C

o (y)0  @-2y -142y 0 0 [H.C
0 =0 L
4,003, Ho 0 2-2y -1+2yH#,C
C

ML

Dado gue, ao longo da interface, ambas s0 funcdes lineaes e assumem 0s mesmos valores
em dois nos, era forgoso que assim sucedesse.

Este é um exemplo de cmo a compatibilidade de deslocamentos num lado entre dois
elementos esta assegurada quando, ao longo dess lado, todos 0s nds pertencentes a cala um
dos elementos coincidem com nos do outro elemento.
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4.3. Montagem do Sistema de Equaces

Considerem-se novamente o problema e adiscretizaca representados nafigura 4.15.

d
' Estado Plano de Tensdo
0.5m
E constante (kN/n)
v=0.2
0.5m
= ~J ~J
" 05m | 05m
Figura4.15

Para esta discretizac®, a equac® do Méodo dos Elementos Finitos € um sistema de 6
equagdes a 6 incognitas:

Ky Kip K Ky, Ky K™, E F, E

21 K22 K23 K24 K25 Kze %ZD B:ZE

Kd=F = Ky Ko Kg Ky Ky Ky %3 E: D:3E
B(“l K Ki Ky K Ky D]ﬁ4[] %4[

|j<51 K52 K53 K54 K55 K56 |:|]1j5 O D:5 C

g m°0 O°C

Ko Ko Ke Ko Kg KeHH:O OE

A matriz K € amatriz de rigidez global e o vedor F é o vedor de for¢as global. Tal como no
capitulo 3, o termo Kj; é o trabalho realizado pelas tensdes correspondentesadi=1(ed = 0se
| #]) com as deformagdes correspondentes a di=1 (e dk=0 se k#1i). Por suavez F é 0
trabalho redizado pelo carregamento com os deslocamentos correspondentesadi = 1 (e dk =0
sek#i).

Os termos da matriz de rigidez podem também ser representados como forcas nodais

equivalentes. Por exemplo, quando d3 =1 ed =0 se | # 3, os termos da tercara mluna da
matriz de rigidez global correspondem as forc¢as ficticias representadas na figura 4.16.
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d=1
Figura4.16

Cada uma dessas forgas pode ser vista @mo uma soma de ontribuicdes de cala um dos
elementos finitos envolvidos na deformada. Estas contribuicdes 8o também forgas ficticias,
as quais podem ser interpretadas como termos de matrizes de rigidez elementares.

A numerac® local dos nés e anumeracdo local dos deslocamentos nodais dos elementos
finitos $0, paraos elementos 1, 2 e 4, as representadas na figura 4.17(a) e, para o elemento 3,
as representadas na figura 4.17(b).

/’\d(s)e
—>
(e)2 ) d(s)s
—> p—
d T dgy,
(31
ﬁd(m d(3)5

Figura4.17

Deste modo, para cala demento finito e, pode definir-se uma matriz de rigidez elementar Ke).
Nafigura 4.18, representam-se & forcas ficticias correspondentes aos termos das matrizes de
rigidez elementares asciados a deformada da figura 4.16.

Figura4.18
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Na realidade, tal como para amatriz de rigidez global, o termo Kj € 0 trabalho realizado
pelas tensdes correspondentes a d; = 1 com as deformagdes correspondentes a de)i = 1.

Por exemplo, Ky, 5[—,X %U Jx,y% EA@ %jydx.

Na seccd 4.2, obteve-se que Yuu(xy)=2-2y e @Yas(xy) =—-2x+2y. Portanto,
Kipe = S E
(D61 24 .

Fazendo os cdculos paratoda amatriz de rigidez dum elemento em conjunto,

K(e) = IJBE,;)DB(e) do , com B(e) =A lIJ(e)

E de notar que, de acordo com o indicado no capitulo 2, a matriz D é sempre simétrica, pelo
gue amatriz de rigidez elementar também & sempre simétrica

Voltando ao radocinio em termos de forgas ficticias e cmmparando as figuras 4.16 e 4.18,
pode verificar-se que:

K1z = K21

Koz = Kpys1

Kaz = K + Kz + Kez)22

Kaz = Kar + K2 + Kzps2

Ksz = Kz + Kez)a2

Kez = Kyer + Kz)e2-

Na verdade, para montar a matriz de rigidez global a partir das matrizes de rigidez
elementares, ndo € necessario desenhar deformadas como as das figuras 4.16 € 4.18. A Unica
informacdo necessaria é arelacéo entre os deslocamentos nodais globais e os deslocamentos
nodais elementares, para aqual sdo suficientes as figuras 4.15 e 4.17. Edta relac® pode ser
escrita na forma goresentada na tabela 4.2. Estatabela énormal mente designada por tabela de
incidéncias.

e deen de2 des dega des dee

1 ds d; ds d, d, de

2 - d3 - - ds -

3 - ds ds - d, de

4 i ds i i d i
Tabela4.2

Cada linha da tabela indica, para um elemento finito, qual o deslocamento global
correspondente a caa deslocamento desse elemento. O elemento finito e contribui para Kj; se
tanto d; como d; constam da linha e. Se d; corresponde ade) e d; a d, entéo a contribuigcdo
do elemento e paraK;; seraigual a K.
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Procedendo desta forma, pode verificar-se que, neste exemplo, as restantes colunas da matriz
derigidezglobal sdo:

K11 = Ky
K21 = Kys2
Ksy = K(1)12
K1 = K(1)42
Ks: = Kz
Ks1 = K2

K12 = Kzs
K22 = Kyss
Ksz = Kys
Ka2 = K(1yas
Ksz = Kyzs
Ke2 = Kyes

Kisa= K(1)24

Kos = Kyss

Kas = Kpys + Kz + Kz)os
Kaa = Kpyas + Kiss + Kz)ss
Kss = Ky + Kz)zs

Kea = Kyes + K(z)e5

Kis = K23

Kas = Kyss

Kss = K1z + Kz

Kas = Kpyaz + Kz)s3

Kss = Kz + Kz)zz + Kay22
Kes = Kyes + Kzjez + Kays2

K16 = K(1)26

K2 = K(1)s6

Kss = K1y16 + K(z)26

Kas = K(1)as + K(3)56

Kse = K1yzs + K(z)ze + K(a)2s
Kes = Knyes + K(z)66 + K(4)s5.

Devido a simetria das matrizes de rigidez elementares, a matriz de rigidez global também é
sempre simétrica, tal como se verificaneste exemplo.

A tabela de incidéncias pode igualmente ser utilizada para obter os termos do vedor de forgas
global em funcéo dostermos dos vedores de forgas elementares.

Neste exemplo:
Fi=Fu?

Fo=Fus

Fa=Fu1+ F@e2+ F@ee2
Fa=Fua+Fes+Fes
Fs =Fus + Fes+ Fape
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Fe = Fe + F3)6 + Fas.

Tal como para o vedor de forgas global, F);i € o trabalho realizado pelo carregamento com os
deslocamentos correspondentes a dgi = 1.

‘0 0 ﬂmo 1
Por exemplo, Fy, J%U XlDB< —1—2kN/m.

Fazendo os cdculos paratodo o vedor de forcas dum elemento em conjunto,

‘J’(IJ fd_Q+ J"~IJ tdr.

(e)n T
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4.4. Calculo da solucéo

Considerem-se novamente o problema e adiscretizaca representados nafigura 4.19.

d
' Estado Plano de Tensdo
0.5m
E constante (kN/n)
v=0.2
0.5m
= ~J ~J
" 05m | 05m
Figura4.19

Montando o sistema de equagdes do Método dos Elementos Finitos, pelo proces descrito na
seccd 4.3, eresolvendo ess sistema, obtém-se 0 vedor de deslocamentos nodais globais:

[, 0 70208512

O O O
(4,0 -0.07512071
d=0,°[F0 0= (m).

[, - 0.502940E
(4.0 00179377 U

O O O
@, B5-0.6486185

|

Conhecidos os valores dos deslocamentos nodais de um elemento, o campo de deslocamentos
nese elemento pode ser caculado de forma independente dos deslocamentos nos restantes
elementos.

Tome-se cmo exemplo o elemento 3, parao qua a numeracd local dos nés e anumeracé®
local dos deslocamentos nodais estéo representadas na figura 4.20.

/’\d(?r)G

—
) d(s)s
—> -
d Ay
()1
ﬁdw d<3>5
Figura4.20
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De aordo com esta numeracé, o vedor dos deslocamentos nodais do elemento é

© &
5 v
(|
o
M

Siels

al

o

w

=
L
@

w
= =
al

[}

o
K
I
[EUSIGOBILH S
iy
Dooogoooo
mlm)

s

w

Por conseguinte, a expressdo do campo de d&loca”nentos no elemento 3 sera

[llJX(X, y)g — Ey”(a)z w(s 5
%JY(X, y)QXYY)JQ(s) O 0 0
mﬂ

6

1 l_|_l_|

Na seccd® 4.2, obteve-se que Ygp(Xy) =1+2x-2y e Yps(xy) =-1+2y. Portanto, os
deslocamentos no elemento 3 séo

[10.15024 Xk +0.508995/ - 0.254497]1

u
a0y = H-1.00588-0.291356/ +0.145678HE (m).

[+0.150241
Por suavez as deformagdes S0 £, = E 0. 29135%—
BO. 49688@
[+0.217200]
e astensdes $0 Oy = E 0. 33479%N/m
£ 0.207035]

Procedendo de forma adloga para o elemento 1, obtém-se que, nesse elemento,
0 0 0
_0
0 = 3 0.291356kN/m?,
H0.166667H

Portanto, na interface entre os elementos 1 e 3, existe um desequilibrio de tensbes
At 0 @(osy)m i (05y) 0O 0 0O 30.217200] 5021720%’\” ,

e, 51)(3) “H, (05, y)Edl "H (05, y B) 166667 0.20703%] F-0.04036

E de notar que, nesta interface a descontinuidade de oy ndo implica qualquer violag® do
equilibrio.
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5. O Elemento Finito de 4 Nos

Quer na discretizac@ de dominios com geometria cmplicada, quer na gerac@ de malhas ndo
estruturadas, tais como a do exemplo de refinamento h-adaptativo representado na
figura 4.10, os elementos finitos de formatriangular sGo as mais simples de utilizar.

Todavia, num elevado nimero de caos com interesse pratico, a discretizac® através de
elementos finitos quadril ateros é a mais comoda.

Por estarazo, este caitulo incide sobre 0 mais simples dos elementos finitos quadril ateros. o
elemento finito de 4 nos.

Como exemplo, considere-se 0 elemento finito de 4 nos representado na figura 5.1. Na mesma
figura, indicam-se uma numeracé local dos nds e uma numeracdo local dos deslocamentos
nodais deste demento.

y
d d
S:F 1 7’
d, [4 3 d,
-1 0 1 X
01 20
d, T -1 d,
d5 d6
Figura5.1

O deslocamento segundo X, por exemplo, serd
u (%, Y) =0 (¢, y)d, +, (x,y)d, +@5(x,y)ds +i, (x,y)d,,
sendo i(x,y) afuncéo de interpolacd associada @ nd i do elemento.

Procedendo do mesmo modo qie para o elemento de 3 nds, a funcdo de interpolacéd
asociada a no 1 seria gyora escrita na forma

yp=a+bx+cy+dxy.

Os co€ficientes a, b, ¢ e d terdo de ser tais que sejam simultaneamente satisfeitas as seguintes
equagies.

le(><1 ¥)=l O x v %y, (80 0
Ui06v.)=0 4 % ¥, %Yo OF
|jﬂl( 3’y3):O A X Y, XY, DD.'ZD (oL
_ C

@’1( 4’y4)_0 a X4 y4 X y4D]1j|:] %)
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Para & coordenadas indicadas na figura 5.1, ¢x(xy) =0.25-0.25x - 025y + 0.25 x y. E de
notar que, embora afuncéo seja bilinea no interior do elemento, varia linearmente ao longo
de cala um dos lados.

Imagine-se ayora um elemento finito igual ao da figura 5.1 mas rodado 4%, ta como
representado nafigura5.2.

Figura5.2

Neste cao, para a funcéo de interpolacéo asciada a nd 1, o correspondente sistema de
4 o0 -v2 odad OC

A V2 0 ogb- M-
equa(p&ea 0 2 o%[f%g'

A -J2 o0 oé% Rt

Ao contrério do que sucedia quando os lados eram paralelos aos eixos coordenados, neste
caso 0 Sistema éimpossivel de resolver.

Para um elemento finito quadril &ero, o conjunto das funcdes de interpolagéo ndo € completo,
isto é ndo contém todos os mondémios Xy com i +j =p, ao contrério do que sucede para
elementos triangulares. Nao € posdvel pois, para dementos finitos quadril ateros, obter uma
interpolacd em funcéo das coordenadas globais que sgja invariante an relac@® a rotagdes.

Por este motivo, ainterpolacéo tem de ser efeduada num sistema de @ordenadas local.

Na figura 5.3, representa-se um quadrildtero com um sistema de ordenadas local. Estas
coordenadas 90 designadas por coordenadas naturais do quadril atero.

A interpolacéo do desocamento segundo x passa aser
Ux(‘f ,'7):‘!’1('5 ’rl)dl +¢’2('5 ’n)dz +¢’3("5 ,n)d3 +¢'4(~'5J7)d4,

sendo Wi(é,n) a funcéo de interpolacéo, nas coordenadas naturais, associada @ nd i do
elemento.
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Figura5.3

A qualquer elemento quadrilatero corresponde, nas coordenadas naturais é e 7, o elemento
mestre quadrado representado na figura 5.4. Portanto, nas coordenadas naturais, o elemento
esta sempre na situagdo do elemento representado na figura 5.1, qualquer que segja aposicéo
dos sus nos nas coordenadas globais.

n
4 1 3
° °
-1 0 1 &
° )
1 -1 2
Figura5.4

Para obter as funcbes de interpolacé, nas coordenadas naturais, pode proceder-se cmo para
0 elemento representado na figura 5.1. Porém, existe um processo alternativo. Observou-se
anteriormente que a fungéo de interpolacéo bilinea tinha uma variacéo linea ao longo de
cada lado. Portanto, a funcdo de interpolac@® asciada a nd 1 toma valores nulos quando

¢=1ou quando n = 1. Além disso, tem um valor unitario quando ¢ =-1en = -1, pelo que

(& n)=% =%(1—6)(1—n)-

Procedendo da forma andloga para os restantes nos,

vl n)=5 L+ )en)
wEn)=4 0 ENen)
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wen)=70-)axn).

Além da expressio de ux(&,n), € igualmente necessario saber a que ponto (x,y) corresponde o
ponto (&,n). Ou sgja, € necessario conhece a expressdo datransformacd de cordenadas.

Uma forma pratica de obter a expressio da transformacéo de coordenadas consiste em
interpolar a forma do elemento a partir das coordenadas dos nos. Esta interpolacdo pode ser
realizada utilizando as funcbes anteriormente utilizadas para interpolar os deslocamentos,
obtendo-se:

X(€.n) =, (En)x +w,(En)x, +s(E n)x +w,(En)x,.,
Y("vt ”7)24’1("t ﬂ)yl +w2(‘5 ,U)YZ +lﬂ3(~'5,'7)y3 +¢’4("5”7)y4-

Nestas expressdes, a funcéo 4(&,n) € designada por fungéo de forma associada & no i do
elemento finito. Como é simultaneamente afuncéo de interpolacdo dos deslocamentos, o
elemento finito € designado por isoparamétrico.

Com excepcao de dgumas formas particulares, ndo € possivel obter a expressio analitica da
transformacé@ de coordenadas inversa, ou seja & expressdes de &(x,y) e de n(x,y). Portanto,
apesar de ser posdvel, para qualquer ponto (&,n), calcular x(&,n), y(&,n) e u(én), ndo é
possivel obter a expressio analiticade ux(X,y).

Uma das vantagens da transformac&o de coordenadas consiste na simplificagéo dos limites de
integracd no caculo das matrizes de rigidez evedores de for¢as elementares.

Qualquer que seja aposicéo dos nés dum elemento,

11

J’f axdy = [ [ f(§.n)}3 (€ n)dgdn,

-1-1

onde |J (.f ,n)| € 0 jacobiano datransformac&o de coordenadas, isto €, o determinante da matriz
Jambiana da transformacé de aordenadas, a qual por suavez édefinida cmo

PX oy[

_ e gt
J(E,n)—é% %
Bn ong

Num lado correspondente aé = 1, por exemplo,

Jror :it(l,n)\/ Eﬁ%am@ " Eg%(l,n)gdn .

e,

O inconveniente da transformac@ de coordenadas consiste na complicac® do calculo de
derivadas, 0 qual € necessario para obter as fungdes a integrar para cdcular as matrizes de
rigidezelementares. E necessario recorrer aregrade derivacd dafuncdo composta:
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ox 0 dx onox’
ou_oudg  oudn

ou_au g, auan

dy 0Fdy anay’

Por suavez de aordo com aregrade derivacéd® dafuncéo inversa,

0¢ o
% Saen)
By odyQ

Deste modo, é possivel utilizar elementos finitos quadrilateros com lados ndo paralelos aos
eixos coordenados. Naturalmente, os programas de lculo automatico para glicacdo do
Meétodo dos Elementos Finitos recorrem sempre atransformagdes de mordenadas.

Contudo, no ambito destes apontamentos, uma introducé ao Méodo dos Elementos Finitos,
0 caso particular do elemento finito redangular de lados paralelos aos eixos do sistema de
coordenadas global mereceser tratado de forma especial.

Neste cao particular, a interpolacd® nas coordenadas globais € possivel e fornece
exactamente o mesmo resultado que ainterpolacéo nas coordenadas naturais. Sendo assim, é
mais pratico trabalhar diredamente nas coordenadas globais.

y
- ® @
Y 4 3
1 2
yl T ® L
; : X
0 X, X,
Figura5.5

Para 0 elemento finito de 4 nos representado na figura 5.5, no qual X; = X4, X2 = X3, Y1 = VY2 €
Y3 = Y4, as fungdes de interpolagcé podem ser calculadas de forma andloga autilizada para o
elemento mestre, obtendo-se:

_ (x=%)y-vs)
hibey)= (>(<1 - nggyl - yg)) ’

—_ X=X A\Y~Y;
i ey e
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«v)= x=x)My-w)
wsly) (>(<3—><1§((y3—y1))’
x.v)= X=X ANY W
Sk ey ey
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6. Apoios Inclinados, Asseentamentos de Apoio e Variagdes de Temperatura
6.1. Apoios Inclinados

Considerem-se 0 problema discretizado através de 1 elemento finito e a numeracéo local dos
deslocamentos representados na figura 6. 1.

" q Estado Plano de Tenséo Qs A
e ? 0 N E constante (kN/n) s ? I d
1.00m v =02 @ i
O -
T XK F, (x.y)d_ 0 3 T 3
room Hhy)E Hl@“’m Ge g | G
30° .00m y \ d(e)S (@6
X s
Figura6.1

Nafigura 6.2, representa-se adeformada arrespondente ad, = 1, bem como as forgas nodais
equivalentes aos termos da mrrespondente @luna da matriz de rigidez

Figura 6.2

Pode observar-se que esta deformada é asoma das duas deformadas representadas na
figura6.3. Na primeira, dg,=cos3® na segunda, dgs=sen30° Portanto, as
correspondentes for¢as nodais equivalentes S0 as representadas também na figura 6.3.
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d.. =cos30° d. . =sen30°

(1)2 1)6

\(mgzcos 30° K 4,208 30° k(l)%sen 3 KySen 30°
[ ® @
K 1,208 30° KpzC0830° K, sen 30° KpsSen 30°
@ | K$22cos 30° g /sen 30°
NK 658N 30°
i K 1eC0S 30°

“TK. sen 30

] cos 3(° K senﬁ
K 1)2C0S 30° K cos3®® W1e K sen 30°

(1)52 (1)56

Figura6.3

Comparando as figuras 6.3 e 6.2, conclui-se que:

K1z = Ky, €0S30% K 5,580 30°,
K4 = Kgjap €0S30%K (1)565en30°,
as = Ky, €0830% K y,65en 30°.

~

Para alcular K44, € necessario projedar segundo d, as quetro forcas aplicadas no né
deslocado. Ou sgja:

Ku = Ky, €0530%0s30%K gy, C0S30°sen 30%
+ K (1)26%n 30%0s30%4K (1)66%n 30%sen30°

Tal como no capitulo 4, a matriz de rigidez global pode ser montada, a partir da matriz de
rigidez elementar, recorrendo apenas as incidéncias indicadas natabela 6.1.

e der die2 dies des des des der des

1 - d, cos 3P dy - d, sen 3P ds di

Tabela 6.1

Procedendo desta forma para & restantes colunas da matriz de rigidez global, obtém-se:

K = Kss
Ko = Kys s
Ka =Kays
K1 = Kip)zs €0830% K (1)555en30°,
K1z = Kajgs»
Ko =Ky
Ks =Ky,

K2 = K)o €0S30%K (;)5,5en30°,
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Como amatriz de rigidez elementar € sSimétrica, a matriz de rigidez global também o é.

Procedendo de forma andloga para o vedor de forcas global, obtém-se:

Fl = F(1)8!
F, = Fay,
Fs =Fay s

F4 = K(1)2 cos30% K(l)ﬁsen300.
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6.2. Asentamentos e Reacgbes de Apoio

Considere-se 0 problema discretizado através de 1 elemento finito representado na figura 6.4.
Além da forcade massa, existe um assentamento num apoio.

~ d
v\lil ® 2

N A
l Estado Plano de Tenséo
E constante (kN/n)
0.20m v=0.2
Cf, (x,y)O 00
d, D—X(X Y %N/m:*
N ¢ s #,(xy)g ot
0.10m
Figura6.4

Substituindo 0 apoio pela @rrespondente reaccé@, obtém-se o problema representado na

figura6.5.

o &

Para este segundo problema, considerando que F3 corresponde goenas as cargas aplicadas no
problema original, o sissema de equagdes do Mé&odo dos Elementos Finitos é

Figura6.5

Ky Ky Koo OF C
0_0d C

a Ku Ky 21 O F, [

E

K K KiH#H:H BR+R

Dado que o segundo problema pretende representar 0 problema original, d; =-A. Desta
forma, as duas primeiras equagdes ficam com apenas duas incognitas.

EKll K12 Dl:dl 0 D:l - KlS(_ A)
K

H(Zl 22 %2 %: Bzz - Kzs(_ A)E
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Uma vez resolvido este sistema de equagdes, atercdra equacd do sistema anterior pode ser
utilizada para alcular areacc@ no apoio:

R=K,d, +K,,d, + K33(_ A)_ Fs.
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6.3. Variacbes de Temperatura

Considere-se 0 problema discretizedo através de 1 elemento finito e a numeracdo local dos
deslocamentos representados na figura 6.6.

Y
N 3 d, Estado Plano de Tensfo e A
E constante (kN/n) d,, ? I d
v=02 ‘e .
0.20m @ a congtante (°C™Y)
° o
Variagi detemperaturaAT (°C) G
d, d(e)S d<e>6

Figura 6.6
A equacé@® do Método dos Elementos Finitos, K d = F, pode ser obtida, a partir da matriz de

rigidez elementar, K,), e do vedor de forgas nodais elementar, F ), pelo proces descrito no
capitulo 4.

A matriz de rigidezelementar € cdculada da forma habitual: K, = ‘J’ B(Tl)DB(l) dQ.
@

O vedor de for¢as nodais elementar tem de ser equivalente avariacéo de temperatura. 1sto €,
para o elemento desligado dos apoios (e do resto da malha, caso existisse), o vedor de forcas
nodais elementar tem de ser equivalente a um campo de tensdes que caise 0S MeSmMos
deslocamentos que a variac@® de temperatura.

A variac® de temperatura da origem ao seguinte ampo de deformagdes.

Se estas deformagdes tivessem sido provocadas por tensdes, estas sriam iguais a D &. Por
conseguinte, o vedor de for¢as nodais elementar equivalente avariac@® de temperatura édado
por:

Fo = ‘J’B(Tl)DsO dQ .
@
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Uma vez resolvida a guacd do Méodo dos Elementos Finitos e obtidos os desocamentos
nodais elementares, o campo de deslocamentos no elemento sera dado por u|XD 0y =yudy €

0 campo de deformagdes por &1y = A Yy day = By da).
Por suavez o campo de tensdes sera dado por

0w =D (B dy) — &) = DBy dgy — D &.
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7. Elementos Finitos de Grau Superior
7.1. Elementos Finitos Triangulares

Considere-se 0 elemento finito triangular, de lados rectos e com 6 nds, representado na
figura7.1.

Figura7.1

Procedendo do mesmo modo qie para o elemento de 3 nds, a funcdo de interpolacéd
associada a no 1 seria gyora um polindmio do tipo

Yi=a+tbx+cy+dx’+exy+fy

Portanto, a funcé de interpolac@® é um polindmio completo de 2° grau nes coordenadas
globais. Sendo o polinbmio completo, € sempre possivel determinar os valores dos
coeficientes, desde que os veértices do triangulo ndo sejam colineaes, e ainterpolacé® é
invariante an relac@® a rotagdes dos eixos.

Considere-se ggora o lado cujos extremos 0 0s nos 1 e 3. Sendo recto, as coordenadas dos
pontos ao longo do lado sdo dadas por uma fungéo linea

(x(s),y(s)) = (Xl + (Xs - Xl)S! Y, + (YP, - Y1)S) st [0’1] .

Deste modo, ao longo desse lado, a funcd de interpolacd® sera um polinémio de 2° grau
ems.

Y=k +k s+ ko &.

Admita-se ggora que o referido lado constitui a interface ©m um segundo elemento de 6 nos.
Ao longo do lado, cada uma das fungdes de interpolacd do segundo elemento é também um
polindbmio de 2° grau. Portanto, a continuidade de deslocamentos esta assegurada desde que os
nos 1, 2 e 3 coincidam com nés do segundo elemento.

Na familia dos elementos finitos triangulares, 0 membro seguinte € o elemento de 10 nos
representado nafigura 7.2.
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L 4 L 4
Figura7.2

Os monoémios utilizados na interpolac@® podem ser obtidos através do triangulo de Pascal
representado nafigura 7.3.

1
Xy

X2 Xy y2
X3 XZy XyZ y3
Figura7.3
Ao utilizar elementos finitos de grau superior a 1, existindo mais do que 2 nds em cada lado,
I6gico que se groveite tal fado quando for necessario discretizar um dominio com fronteiras

curvas, ndo alinhando esses nés em linha reda. Ao faze isto, teremos elementos com lados
curvos, tais como o elemento finito triangular de 6 nos representado nafigura 7.4.

y

Figura7.4
Neste cao, a funcéo que define a coordenadas dos pontos ao longo de um lado, (x(s), Y(9)),

janado € uma funcdo linea. Sendo assim, a utilizac& de funcdes de interpolacé expressas nas
coordenadas globais ja ndo garante acontinuidade de deslocamentos nos lados.
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Por este motivo, em elementos finitos com lados curvos, a interpolacd tem de ser efeduada
num sistema de wordenadas local. Para elementos triangulares, as coordenadas naturais S0
as coordenadas de &eq definidas a partir de um elemento mestre triangular de lados redos.

As funcbes utilizadas para a interpolac® dos dedocamentos num elemento de um
determinado grau sdo igualmente utilizadas para definir a forma desse elemento. Ou sgja, 0s
elementos 80 isoparamétricos.

Como foi referido no capitulo 5, os programas de dlculo automatico para glicac®d do

Método dos Elementos Finitos recmrrem sempre atransformagdes de wordenadas, para todos
0s elementos.
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7.2. Elementos Finitos Quadrilateros

S8o correntemente utili zadas duas familias de elementos finitos quadrildteros, os elementos
finitos de Lagrange e os elementos finitos Serendipianos.

Os trés primeiros membros da familia dos elementos finitos quadril ateros de Lagrange estéo
representados na figura 7.5.

° o o ° o o o ° )
7 8 9
4 5 5 ° ° ° )
° ° °
° ° ° )
1 2 3
() o o o o o ° )

°
Figura7.5

As expreses das funcdes de interpolac@®, nas coordenadas naturais, podem ser obtidas de
forma analoga a efeduado para 0 e emento isoparamétrico de 4 nds, no capitulo 5.

Para 0 elemento isoparamétrico de 9 nos, as funcdes de interpolacdo sdo:

@-§k-nh.
v, =—%(1—52X1—n)7,
wy= =5 k).

v, =-20-£kb-n?),
ws=-&2Je-n?).
Wy =+ El-n?),

W, =-2-EX @),

4
Yy :_(1_'52X1+’7)7 ,

Yo = @+ERQ+nh.

U, =

NliF

|

=N

D

Sendo o elemento finito isoparamétrico, estas funcbes s também utili zadas como funcdes de
forma do elemento, pelo que os lados podem ser curvos.

Para 0 elemento isoparamétrico de 16 nds, os monémios utilizados na interpolacé formam,
no tridngulo de Pascal, o losango representado na figura 7.6.
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Figura7.6

Os trés primeiros membros da familia dos elementos finitos quadril ateros Serendipianos estdo
representados na figura 7.7.

° o o ° o o ® ® °
o ®
° °
o ®
® e o ° e o ® ® ®
Figura7.7

Para 0 elemento isoparamétrico de 12 nds, os monémios utilizados na interpolacé formam,
no tridngulo de Pascal, a figura representada na figura 7.8.

1
& n
& & n?
& &n &’ n’
&n  é&n®
Figura7.8
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