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CIV 1111 - Sistemas Estruturais na Arquitetura I

Profa. Elisa Sotelino
Prof. Luiz Fernando Martha

Propriedades de SecOes Transversais

Objetivos

» Definir propriedades geométricas de secdes transversais
gue sao importantes para o comportamento a flexdao de
barras (vigas e pilares).

« Definir centro de gravidade ou centroide de uma secao
transversal.

 Definir momentos de inércia de uma secao transversal
em relacao a eixos que passam pelo centroide.
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Motivacdo: por que a resisténcia a flexao de uma viga
depende da orientacao da secao transversal?

Imagem:
“Estruturas: Uma Abordagem Arquitetonica”
iel da Silva & Kramer Souto, 2007

Resposta:

» Porque 0 momento de inércia da sec¢do transversal da
viga ‘em pé’ é maior do que 0 momento de inércia da
secao transversal da viga deitada; e a resisténcia a flexao
de uma viga esta associada ao momento de inércia da
secao transversal.
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Analogia: histograma de distribuicao de notas de alunos
Distribuicao “quase normal”

Turma A Total: 60 alunos
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Notas
PUC-Rio — CIV 1111 — Sistemas Estruturais na Arquitetura I — Elisa Sotelino e Luiz Fernando Martha — Propriedades de Segdes Transversais 4

PUC-Rio — CIV 1111 — Sistemas Estruturais na Arquitetura |



Analogia: histograma de distribuicao de notas de alunos
Distribuicao “dispersa”

Turma B Total: 60 alunos

Desvio padrao: 2,9

Numero ce alunos

56 6-7 78
Notas
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Analogia: histograma de distribuicao de notas de alunos

Observacgoes

» A média das notas nao é suficiente para caracterizar a
distribuicao das notas de uma turma.

e O desvio padrao varia de acordo com a dispersao das
notas da turma: quanto mais disperso, maior o valor do
desvio padrao.

e Mas o que é o desvio padrao?

» O desvio padrao é a raiz quadrada da variancia.

e Mas o que é a variancia?
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Analogia: histograma de distribuicao de notas de alunos
Calculo da média

T
x; XN,
. Xy XNy+x, XNy +---+x, XN Z‘ b
M—d,_, _ 1 2 2 H il . =1
edla = Xpeq = Ymed =
Ny +N, +---+N,, 1
2N,
Turma B 1=1

Numero ce alunos
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Analogia: histograma de distribuicao de notas de alunos
Calculo da variancia e do desvio padrao

32 s 2 n
¥) XN, +-+(x ) xN 7V % N.
Variéncia:Vz( 1) 1 ( u) i Z(lr) XN‘,
N1+...+N” V:l:l
T
‘ . _ Turma B ZNl
Desvio padrao =9 =V — i=1
1 |li =X~ XYned -

Numero ce alunos

Notas
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Correspondéncia entre propriedades de secoes
transversais e de histogramas

e Area (A) de uma secdo transversal é analoga ao total N da
populacao do histograma.

e Centro de gravidade (CG) ou centroide (C) de uma segao
transversal é analogo a média de um histograma.

 Momento de inércia de uma secdo transversal € analogo a
variancia de um histograma. Na verdade, o momento de
inércia é analogo ao somatoério do numerador:

1

=1
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Secdo transversal é bidimensional

» Diferenca fundamental entre uma secao transversal e um
histograma: secao transversal é bidimensional.

e Isso acarreta em dois momentos de inércia em relacao a
€ixos que passam pelo centroide da secao:

1 Y ~ .
— J X » Momento de inércia em relagao ao eixo x:
I
2
[V I=>(y:) x4
X
« Momento de inércia em relacao ao eixo y:

L ] I,=3(x) %A I (mm?*)
- A I (cm*)

I (m?)
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Unidades de momento de inércia: comprimento a quarta poténcia.
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Momentos de inércia quantificam o “afastamento” de
pontos da secao em relacao aos eixos que passam
pelo centroide
3 R y

] r , | I <I,
Momento de inércia grande IV\ > I!/ ' . ‘ ‘

em relagéo ao |6qu xe ¢ U
pequeno em relagao ao eixo . Momento de inércia grande

em relagdo ao eixo I/ e
pequeno em relagdo ao eixo X
» A forma de uma secao transversal ndo é caracterizada apenas
pelo centroide e pela area.

U_

¢ Assim como a variancia caracteriza a dispersao de um
histograma, os momentos de inércia caracterizam a dispersao
de pontos de uma secao transversal.
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Secdo transversal é continua

» QOutra diferenga fundamental entre uma secao transversal e
um histograma: secao transversal é continua. O
histograma é discreto porque seus valores sao fixos (por
exemplo, de 0,5 em 0,5 ou de 1,0 em 1,0).

e O calculo dos somatérios dos momentos de inércia para
valores continuos é feito no limite quando a area de cada
elemento tende a zero. Para fazer isso, € necessario um
tratamento do Calculo Diferencial e Integral. 1sso nao vai ser
feito aqui. Basta mencionar que os somatdrios sao
substituidos por integrais:.

I, = lim [Z(y,-)2 XA;} -1, =[y*dA

Aj—0

1, = Jim | 2 ()" xA |1, = [
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Localizacao de centroides
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Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Localizacao de centroides
Localizacao do centroide de uma forma fisica bidimensional arbitraria:
Passo 1 Passo 2 Passo 3
L
4
Reproduzir a Suspender a forma Suspender a forma em um
forma 2D em um ponto préximo outro ponto nao tio préximo
arbitréria. de um dos cantos. do primeiro. Soltar novamente
Soltar um prumo e um prumo e fazer a marcagéo.
marcar a linha no Aintersecéo das duas linhas é
objeto. o centroide.
Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos
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Simetria

Quando existe eixo de simetria nas formas geométricas, o
centroide ficara sobre esse eixo, e quando existem dois eixos de
simetria o centroide se localizara na intersecao desses eixos.

-
ol

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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=
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Centroides de formas primitivas

| Forma de Superficie ‘ L ¥ Area
i Trifingulo h bh
3 2
2
Quarto de circulo g '4*r i
3n 3n 4
0 é_f‘_ WZ
| “Seltnicirculﬂ 3n 2
Limitada por dois
segmentos de reta ﬁ nab
perpendiculares e um 3n 4
quarto de elipse
Limitada por um 4b nab
segmento de reta e = ——
| uma semi-elipse 3n 2

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Forma de Superficie | x ¥ Area
Limitada por dois
segmentos de reta 2ah
perpendiculares e '3
uma semipardbola
Limitada por um dah
segmento de retae =
uma pardbola 3
Limitada por dois
segmentos de reta |
perpendiculares e um | ah
arco de parabola do 3
2° grau.
i
Limitada per dois
segmentos de reta
perpendiculares e um 2 (t_h <
arco de pardhola do n+1
graun
- |

Setor circular oF son o § w

30, or

|
Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Centroides de formas compostas

Quando se estiver interessado na determinacao de propriedades
integrais (area e momentos de primeira ordem) de formas
geométricas que nao estao tabeladas, mas identifica-se que a forma
em questdo é composta de formas elementares (primitivas) cujas
propriedades integrais sdo conhecidas, aplica-se essa composi¢ao
na avaliagdo das propriedades integrais da forma composta:

_25A 20, __2RA 20,
LA XA ’ A XA

X,y Coordenadas do centroide (C) da forma
composta;
X,,y, Coordenadas do centroide de cada uma das
formas primitivas; e
Z A Soma resultante das areas das formas
primitivas que constituem a forma composta.

X

Qyi =X A <—{ Momentos de primeira ordem das formas primitivas.-‘—> Q.= }7,- A

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Centroides de formas compostas

y y
i
A, \c%/s

Q= Qup, Q. Q. WP Y =

o
1

QFR, +Q)’R2 +QFR3 - X =

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos
19
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Centroides de formas compostas

Exemplo: Determine o centréide da forma composta.
Y

30 em

15 ¢m

[=<— 20 cm —>} 40 cm i

19 composicdo ¥/ 29 composigdo y‘

T— Q 30 cm
151(-111 e e

X
f=— 20 cm —-f=——— 40 cm —*‘l t=— 20 cm 40 ¢m

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos

20
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Centroides de formas compostas

4

1% composigdo

15 cm

= 20 ¢ —f=——— 40 ¢m ——r]

- 4, X, Vi 9, || %,
D s || e | e || &9 | &9 Y
1 300 -10 225 6750 -3000 20 e
Z 1200 | 20 15 | 18000 | 24000 composiedo } T
Total | 1500 - - 24750 | 21000 °
15 cm
0, 21000 7 5 0, 24750 T | e \ )
g 21000 gy 5 L. a8 :
YT T 1500 7741500 i s
- 4, x; Vi Q. | @,
REIE | end) | em | em | tend) | (@)
1 1800 10 15 27000 | 18000
2 -300 -10 7.5 -2250 3000
Total | 1500 | - = | 24750 | 21000
_ 0, 21000 _ 0. 24750
F==2 = =14 )= =X = =16,5cm
YT T 1500 Y= T 1500

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Centroides de formas compostas

Exemplo: Para a placa mostrada, determine os momentos de primeira
ordem segundo x e y e a localizagao do centroide.

120 mm

80 mm

60 mm
b .

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Centroides de formas compostas

y

X =548mm
Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos

Y4 13828%10° mm?

X =548mm

¥ =36.6mm

>4 13828x10°mm”

Y Y Yy
4r
120 mm 3y 2046 mm | _ g0 mm
r) = 60 mm 60t /_
=4 40 mm + ':‘ e
80 mm i 80 mm 105‘416 mm
60 mm * # e
—20 mm 60 mm
Component | A, mm2 X, mm | y, mm XA, mm® YA, mm?
Rectangle (120)(80) = 9.6 x 103 60 40 +576 x 103 +384 x 10
Triangle 4(120)(60) = 3.6 x 10® 40 -20 +144 x 10? -72 x 10°
Semicircle 1m(60)* = 5.655 X 10° 60 105.46 +339.3 X 10° +596.4 X 10°
Circle —(40)2 = —5.027 x 103 60 80 —301.6 x 10° —402.2 X 10*
SA =13.828 x 10° SF¥A = +757.7% 10° [ A = +506.2 x 10°
L O, =+506.2x 10° mm?
o 2 2
[:/ k. Q, =+757.7x10"mm’
[ F¥-366mm T- Z?A7+757.7X10311H113 - ZT‘A7+506.2X1031]11113
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Teste
¢ Localizacdao do centroide de uma forma composta.
24
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- 14 - - g w
Momentos de inércia de formas primitivas
- _ l 3
Iy = 12 bh
Ts = Lgd
Iy = 12 b“h
~ 1,,3
Retangulo I, =30k
- 1,3
I 'y =3 &%h
- 1,.3
. Iy = - bR
Triangulo 36
I =L md
x 12
L =T= % ot
Circulo
|
Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Momentos de inércia de formas primitivas

.14
I = = —nr
., ¥
Semicirculo * 8
l Z,

I =1 =—nr

x y 16
Quadrante

Iz = lvmbli
Elipse x| Iy = g

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos

26
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Tabelas de propriedades geométricas de secoes
,—T—"— B P | S . = [ = = s = T2
Forma | Dimensio | Peso/m, | Area, | I,, n—m‘[ kpem | jem | Iy‘cm"‘\ k,em | %em |
I | inal, mm N/m em® | | 1 1
B 0 NS B ) B B v 52| w B e B
| | 1 | { i
| Perfill | | 220x220 | 78 |33 | 8105 |93 | .. |2929 | 560 | J
T | | 1soxs0 | = [ 675 | 88% | 756 | ... | 1410 | 456 ‘
\ i 1 140 x 140 | 850 | 455 1534 | 580 | ... 572 ‘ 3,66 1
| ‘ | i | |
i | Y { _; | j{ l | 4‘
| Perfl | 380 x 149 s | w7 200|158 |.. |ew |soz | \
| duploT | X—g—x 300 % 125 s | es1 | ssoof e | ... 451 | 256 |
[ '1 160 x 74 176 f 28 935 640 | ... 547 | 185 J
el ! ¥ 1 ] | | P |
1 F= 8 | l l '
| PerflU | | 25080 | sss |425 |870 | 980 |... 238 | 23 | 214 1
[ | Eex 200% 75 i 248 [ 22 | 1910 'm0l ... s | 214 |20 |
‘ | 160 x 75 184 | 24 925 | 621 |:. | 83 |18 |18 |
S i S GRS M R e o) | [
[ “ E | | | 1 [ | I |
| |
| Perfil “ - | 100x 70x10* 125 | 162 | 156 | 810 | 328 | 663 | 2,00 | 185 |
angular | J 60x 60x10 | 85 ‘ 11,07 | 349 ‘ 1,78 | 185 ‘ 349 ‘ 178 | 185 |
| | x ¥ | 80x 60x10 108 | 1300 | 808 | 249 2,65 388 | 1,73 165 |
‘! 100 x 100 x 12 175 | 227 | 207 ‘ 502 | 290 | 207 |30z |29 |
S | I I | | I B
* 0 il.imo nimero representa a espessura.
Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos
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Tabelas de propriedades geométricas de secoes

Mesa Eixo X-X Eiro Y-¥

Al 1 ar | Espes- | Espessu-

Area | ra . i z sl o
gura | sura | rada al I Z r
Designagio| (kglm) | (mm') | (mm) | (o) | (mem) | ma (mmp |{10%mm )| (10 | trmrs) |110%mm )] (40Pt | (i)} ()

CasTx 88 a7z 07| 15 7, s, 121 10 | 190 [ 91 14
ot :5‘ 472 :g::n u,"- u:: m,': um fies | 2 | e ;’; 21
68| 682 45721016 159 177 08,7 1044|166 658 8 g‘;,s 125
Perfis C Xed| €35 45721003 | 159 1na P23 1000 {169 624 81 A |29
cnl ¢ | et | | amt | @ || 8 |mi

s0| %9, 1 L] I 13,
Propriedades para projeto %50 w; m,': -q,': |:j m.': 1301 a i3 | 34 | 2 3,1 | 300

77 139 67,10 440 (109 16 3

— CI05 45| 44, 15,
x a o freg | s | e [ i’,ﬂ 8 m:i 178

10960
9750
30
030
450
7550
6390
5670 3048
03
CI3ax 43 5680|2340 | 77, 1 17, as 08 "3 156 Fed 171 | 165
::7 ‘:r:,': 4730| 2540 ng 1,1 ll:: 37,78 ¥ (13| 1. s 173 | 157
x23| 228 | 2880|2540 660 | 11,1 &1 nas 29 [ s3| o9 7] 183 | 163
c29x30 780 a3 ws | n ) 2 sy e | v e,
n :_1" 2830 mm.t o:,;: 105 1',; zufﬁo ws | 83| om | 1ea |167 u;
%20 199 | 2510{2286 | 17| 103 sa | v | m [ms| om | ez [193]1ss
C03x28| 27, 3340(203,2 | 642 1 18,19 ™ no [ &) 17 153|145
ot :ns 290 2032 | 93 :': ;'; 131 w | 75| osz | b7 (155142
x17| 1M1 | 1%0{1002| 54| 99 56 1384 12 (77| ose s {158 | 147
cimxn| np | ol ims| smal 83 106 1128 w | es| ose 15 fas|iss
x18| 182 | 2310{1778 | 857 93 0 1003 13 |ese| oso s fiarlias
x13| 146 | so{1ms| 31| 9p 53 L » [e01| oms | 104 [1a3|1ap
ciszx1o| 194 | 2400|1524 | sas| 82 | g 120 o4 [sa1| oms | mg |72
x16| 156 | 1980|1524 | 517 L5 L 619 8 | s64 | 0362 53 |135 127
xiz| 132 | 1%40|1s2a | aax| w7 51 sa1 n o3| a1 | 82 |137]|132
cirxiz| 4 | 10| mp| as| s 83 356 s |asa| o286 | 135 |zs|n2
x10| 100 | 1260|170 | 45| 81 4 308 ® || o200 | 2 |125)12a
Croaxit| o 1370|101, 47 1, 1 1 n M9 1<} ] msing
e I I e ] A -l I - I IV A T
cruxs| 19 | 10 087 B oy os | 45 |wr|ng
8| 61 | ‘ol :",z m & 3 057 1t 5| oo | s fwa|n2

— A )
Publicado por cortesia de: I I3

© The American Institute of Steel Construction x= 7,!0 10" mm

** Adaptado ao S1de unidades™

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos
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Momento de inércia de formas compostas

Teorema dos Eixos Paralelos (Teorema de Steiner):

[, =1, +Axd?

¢ O momento de inércia de uma forma em relacdo a um eixo x é igual ao
momento de inércia da forma em relagdo a um eixo paralelo x”que passa
pelo centroide C da forma acrescido do produto do quadrado da distancia
entre os eixos x e x pela area A da forma.
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Momento de inércia de formas compostas

¢ Uma forma composta é constituida por uma série de outras formas
geométricas mais simples (primitivas), como retangulo, tridngulos ou
semicirculos.

¢ Os momentos de inércia da forma composta em relagdo a um eixo comum
podem ser determinados utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos, desde
que se conheca as distancias dos centroides das formas primitivas a esse
eixo comum e os momentos de inércia das formas primitivas em relacao
aos seus centroides.
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Momento de inércia de formas compostas
// Exemplo

!4‘ y
Determine o momento de inércia
segundo o eixo X.

o e

120 mm

Rectangulo

Ir=31bi =4(240)(120)=138.2x10°mm’

Semi-circulo: Momento de inéreia segundo 44,

v Ly =1m* =12(90)" =25.76x10° mm*

A - A’ . c
mI \;wﬂx' Momento de inércia segundo x’,

- b=818 mm = 7
l , I =1, -Ad*=(2576x10%)12.72x10%)
iz 6 4
e =7.20x10"mm
a= gl (4)(90): 38.2mm
T 3z

Momento de inércia segundo x.
b=120-a=81.8mm

Te=1 + AP =7.20x10° +(12.72x10°)(81.8)
A= %m“ = %”"(90)_ =92.3x10°'mm’
=12.72x10° mm’

Ltotal =1r—1c=459%10°'mm’

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Momento de inércia de formas compostas

Exercicio: Determine os momentos de inércia da area da secéao

reta da viga mostrada na figura, em relagdo aos eixos x e y
que passam pelo seu centroide.

-

1 ¥
100mm; | : l 100 mm | %
f ' 4 200 mm
] \
400 mm ‘ A \
J 30 mm| e +— ! 1250 mm
1 c é ,. i | !
f j [B3— x
100 mm ‘ mm 3
1 250 “""'1 /-1~ e| 300 mm
- 100 mm 200mm |D| |
o 600 mm —

e
—= |-—100 mm

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecénica de Corpos Rigidos
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Momento de inércia de formas compostas

Exercicio: Determine os momentos de inércia da area da secéo
reta da viga mostrada na figura, em relagao aos eixos x e y
que passam pelo seu centroide.

I x I y dx dy A 1 x 1 y
A 225x10°  25x10° -250 200 30000 1425x10°  1900x10°¢
D 225x10°  25x10° 250  -200 30000 1425x10°  1900x10°¢
B 50x10° 1800x10° 0 0 60000 50x10° 1800x10°
Seg¢do completa 120000 2900x10° 5600x10°
¥
100mm | | .
r Unidades:
200 mm
¥
lal d (mm)
300mm| e | 250 mm 2
| A (mm~)
= .
i 4
L I (mm?™)
250 mm' / e | 300 mm
200mm | D
— e
e | }-7 100 mm

Fonte: Prof. André Maués Brabo Pereira — Universidade Federal Fluminense (UFF) — Departamento de Engenharia Civil — Mecanica de Corpos Rigidos
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Teste

¢ Calculo dos momentos de inércia de uma forma composta em relacdo aos

eixos que passam pelo centroide.
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