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Resumo

Burgos, Rodrigo Bird; Silva, Raul Rosas; Martha, Luiz Fernando.
Avaliacio de Cargas Criticas e Comportamento Pés-Critico Inicial de
Porticos Planos. Rio de Janeiro, 2005. 120p. Dissertagdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

Nesta dissertagdo estuda-se a flambagem e o comportamento pos-critico
inicial de poérticos planos através da formulacao de elementos finitos com graus
de liberdade adicionais para posterior implementacdo no programa de analise
FTOOL. Realizaram-se andlises linearizadas para a determina¢do das cargas
criticas cléssicas e modos de flambagem de colunas com diferentes condi¢des de
contorno. Em um segundo momento, realizaram-se testes numéricos no sentido
de prever a estabilidade do caminho pos-critico (sensibilidade a imperfeigoes) de
algumas estruturas cujos resultados analiticos sdo conhecidos. Finalmente,
criaram-se alguns exemplos no FTOOL para comprovar a sua eficidcia na
obtenc¢do de cargas criticas e avaliagdo do comportamento pds-critico inicial de
porticos planos. Utilizou-se o pértico de Roorda como exemplo para a detecgao
da sensibilidade a imperfei¢des, devido a sua simplicidade e ao conhecimento

dos seus resultados analiticos.

Palavras-chave
estabilidade estrutural, cargas criticas, porticos, bifurcacdao, flambagem,

elementos finitos
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Abstract

Burgos, Rodrigo Bird; Silva, Raul Rosas (Advisor); Martha, Luiz
Fernando (Co-advisor). Evaluation of Critical Loads and Initial Post-
Buckling Behavior of Portal Frames. Rio de Janeiro, 2005. 120p. MSc
Dissertation — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

The buckling and post-buckling behavior of portal frames are studied by
the formulation of finite elements with additional degrees of freedom in order to
implement a new routine for obtaining critical loads in FTOOL, a structural
analysis educational interactive system. Linearized analyses were performed in
order to obtain critical loads and buckling modes for columns with different
boundary conditions. Later, numerical tests were done in order to predict the
stability of the post-critical path (sensitivity to imperfections) of some structures
which analytical results are known. Finally, some examples were modeled in
FTOOL to verify its accuracy in obtaining critical loads of portal frames.
Roorda’s frame was used as an example for the detection of the sensitivity to

imperfections, based on its simplicity and knowledge of its analytical results.

Keywords
structural stability, critical loads, portal frames, bifurcation, buckling,

finite elements method
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1
INTRODUCAO

1.1.
Motivagcao e objetivos

A estabilidade estrutural é um objeto de estudo desde o século XVIII,
quando Euler (1744) obteve para uma coluna bi-apoiada sob a a¢do de uma carga
concentrada de compressdo aplicada em seu topo, sem a consideragdo do peso
proprio, a carga critica de flambagem. Desde entdo, diversos tipos de estruturas
com diferentes condi¢des de contorno e carregamento tém sido estudadas, no
intuito de avaliar a sua estabilidade, através da determinacao das cargas criticas de
flambagem e do caminho pos-critico de equilibrio, que sdo de grande importancia

no desenvolvimento de um projeto estrutural.

Com o surgimento do Método dos Elementos Finitos (MEF), o estudo da
estabilidade estrutural deixou de ser restrito a colunas com condi¢oes de contorno
bem estabelecidas, passando a ser possivel a realizacdo de uma analise em

estruturas mais complexas.

Neste trabalho utiliza-se a chamada linearizag¢do classica do problema de
estabilidade, em que as cargas de flambagem sdo obtidas através de uma analise
de autovalor. Partindo da hipdtese de que as deflexdes e rotagdes que antecedem a
perda de estabilidade podem ser desprezadas, toma-se como base a configuragao

indeformada da estrutura para a formulagdo das equagdes de equilibrio.

Uma estrutura pode ter um comportamento nao-linear, ainda que constituida
de um material que obedeca a lei de Hooke. Para valores relativamente grandes de
deslocamentos, a deflexdo lateral de um membro pode trazer como conseqiiéncia
o aparecimento de momentos fletores adicionais (denominados de segunda ordem)
em virtude da presenca de um esfor¢o normal. A esse tipo de comportamento da-

se o nome de nao-linearidade geométrica. Nesses casos, torna-se necessario o uso
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da configuragdo deformada da estrutura para a formulacdo das equagdes de

equilibrio, o que foge ao escopo desta dissertagao.

No caso da andlise de estruturas reticuladas pelo MEF, ¢ desaconselhavel o
uso de um elemento de podrtico padrao por barra para a obtengdo de cargas de
flambagem pela solugdo do problema de autovalor, devido ao fato de as fungdes
de forma desse elemento ndo levarem em conta a existéncia de uma forca axial de
compressdo. Esta questdo pode ser solucionada com a subdivisdo de uma barra de
portico em varios elementos para aumentar o grau de precisio do MEF. Outra
solucao possivel para este problema ¢ o uso de uma analise ndo-linear completa,
que tem a desvantagem de ser muito exigente do ponto de vista computacional,
além de envolver muitas tomadas de decisdes, como os valores de incremento de

carga ou de deslocamento, embora seja mais realista.

O programa FTOOL (Martha, 1999) foi desenvolvido para o ensino de
conceitos de andlise estrutural. Uma de suas principais vantagens € o uso de uma
interface grafica amigavel, que permite ao usudrio, de forma simples e intuitiva,
manipular eficientemente os dados de entrada do modelo estrutural (pré-
processamento). A partir da definicdo da estrutura, o programa executa uma
analise linear, baseada no Método da Rigidez Direta (Martha, 1993), e apresenta

os resultados de uma forma grafica explicita (pos-processamento).

Sendo o FTOOL um programa com objetivos académicos, utilizado como
auxilio em disciplinas de graduacdo para que os alunos se familiarizem com a
analise de estruturas, ndo seria apropriado exigir que os graduandos tivessem
conhecimento do Método dos Elementos Finitos, a fim de dividir uma barra em
varios elementos, ou conhecessem as possibilidades de uma anélise ndo-linear de

estruturas.

Um problema apresentava-se entdo: como obter uma boa aproximag¢do da
carga critica de quadros modelados por elementos de portico plano com apenas
um elemento por barra utilizando uma analise linear? Uma barra bi-engastada, por

exemplo, por ndo ter nenhum grau de liberdade livre, apresentaria uma carga
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critica absurdamente grande, devido a falsa rigidez concedida a estrutura nessa

modelagem.

A solugdo encontrada foi utilizar graus de liberdade adicionais, no interior
dos elementos, cujas fun¢des de forma fossem formuladas de tal maneira que nao
alterassem os deslocamentos nodais. Esses graus de liberdade existem apenas para
o célculo da carga critica e das freqiiéncias de vibragdo, ndo aparecendo na
estrutura de dados da analise estatica linear. Como nao ha forca associada (os
graus de liberdade adicionais ndo pertencem a um noé do elemento), ndo ha
necessidade de se modificar a estrutura de dados de nds e carregamentos dos
elementos finitos. Como os graus de liberdade extras pertencem a apenas uma
barra, ndo ha contribui¢do de mais de um elemento num mesmo ponto da matriz
de rigidez global, fazendo com que o espalhamento das matrizes locais na matriz
global seja executado sem a necessidade de se utilizar a matriz de rotacdo para

esses graus de liberdade.

Foram testados varios modelos, com um e dois graus de liberdade
adicionais, cujas fungdes de interpolagdo foram obtidas tanto pela formulagdo
nodal convencional como a hierarquica. Foram implementadas para os graus de
liberdade adicionais fungdes na forma de polindmios de quinto grau e fungdes

trigonométricas (Lages, 1992).

Todos os testes para os novos elementos foram feitos no programa Mathcad
para seis tipos de colunas: bi-apoiada, engastada e livre, engastada e apoiada, bi-
engastada, com engaste e apoio deslizante e com apoio simples numa extremidade
e deslizante na outra. Apds bem sucedidos os testes no Mathcad, procedeu-se a
implementagdo no programa de analise FRAMOOP, que ¢ utilizado como uma
biblioteca do FTOOL. Foram feitos novamente testes numéricos para a
verificagdo dos exemplos e s6 entdo foram introduzidas modificagdes na interface

grafica do FTOOL.
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1.2.

Organizagao da tese

Além da introdugdo, esta tese conta com os seguintes capitulos:

Capitulo 2 — Aqui se encontram todos os fundamentos tedricos que
serviram de base para este trabalho. Discutem-se os conceitos
basicos de Estabilidade Estrutural, Método dos Elementos Finitos e

Analise Matricial de Estruturas.

Capitulo 3 — Neste capitulo sdo apresentados os elementos finitos
BSB2 e BSB3, sendo que este ultimo ¢ formulado tanto com fungdes
trigonométricas quanto polinomiais. Sdo apresentadas matrizes de
rigidez, de massa e geométrica, assim como as matrizes de rotacao

correspondentes.

Capitulo 4 — Nesta secdo, discute-se a caracterizacdo dos pontos de
bifurcacdo obtidos a partir do problema de autovalor aplicado a
analise linear da estabilidade de poérticos. A partir da caracterizagao
do ponto de bifurcagdo, ¢ possivel fazer uma previsdo da
sensibilidade da estrutura a imperfeigdes, baseando-se nos estudos

feitos por Guimaraes (1999) e Waszczyszyn et al. (1994).

Capitulo 5 — Neste capitulo, sdo apresentados os resultados
numéricos obtidos para os diferentes tipos de elementos com o
objetivo de chegar a conclusdo de qual o melhor elemento para a

implementag¢do no FTOOL.

Capitulo 6 — Neste capitulo sdo apresentadas todas as modificagdes
introduzidas no FTOOL, tanto no programa de andlise

(FRAMOOP), quanto na interface grafica.

Capitulo 7 — Sao apresentados alguns exemplos de porticos

analisados no FTOOL para a comprovagao de sua eficacia.
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e Capitulo 8 — Aqui sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes para

trabalhos futuros.

e Apéndice A — Neste apéndice ¢ mostrada a implementagdo em

Mathcad do elemento BSB2.

1.3.
Representagao do ponto decimal

({34

Neste trabalho optou-se por utilizar um ponto (“.”’) para identificar as casas
decimais de nimeros reais, ao invés de utilizar uma virgula, como ¢ a convengao
no Brasil. Isto foi necessario para que ndo houvesse uma incoeréncia entre o texto
da dissertagdo e o programa FTOOL que, por ter a sua interface em inglés, adota o

ponto como simbolo decimal.
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FUNDAMENTAGAO TEORICA

21.
Estabilidade de Estruturas

Uma estrutura em equilibrio estatico pode, eventualmente, ser deslocada de
sua posicao original. Perturbacdes externas, como a agao do vento ou um impacto
qualquer, poderiam ocasionar esse deslocamento. A resposta do sistema estrutural
ao distarbio vai estar relacionada, entre outras coisas, a natureza do equilibrio na

posicao original.

Analisando o problema de forma simples e sob um ponto de vista dinamico,
mais geral, pode-se afirmar que se a posi¢do original corresponder a um estado de
equilibrio estavel, a amplitude da vibragdo da estrutura é limitada e diminuird com
a remocao do disturbio devido a efeitos de atrito ¢ amortecimento. Caso contrario,
a amplitude da vibracdo aumenta, caracterizando um estado de equilibrio instavel.
Existe também o chamado equilibrio neutro ou indiferente, quando ndo surgem

vibragdes da estrutura proxima a configuracao de equilibrio.

A Figura 2.1 mostra um sistema constituido por uma esfera de massa m
repousando em trés superficies potenciais distintas. Nesses pontos extremos, onde
a inclinagdo ¢ nula, verifica-se o equilibrio estatico. Na figura 2.1a, o equilibrio ¢é
estavel, ja que qualquer perturbagdo levara a esfera a voltar para o estado inicial.
Na figura 2.1b, o equilibrio ¢ instavel, pois uma perturbagdo fard a esfera se
afastar desse ponto e entrar em movimento, buscando um outro nivel de energia.
Ja na figura 2.1c, o equilibrio ¢ indiferente, pois, para qualquer perturbagio

condizente com as condi¢des de contorno, a esfera continuard com a mesma

quantidade de energia potencial.
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~
(a) (b} ”
e

{c)

Figura 2.1 — Posi¢Bes de equilibrio estatico

2.1.1.
Critérios de Estabilidade Estrutural

Na literatura, trés critérios s3o normalmente empregados para a
determinagdo da estabilidade estatica de um sistema conservativo. Abaixo esta
uma breve descricdo de cada um desses trés critérios, dando-se mais énfase ao
Critério Energético de Estabilidade, que ¢ o mais amplamente utilizado e servira

de base para as demais dedugdes neste capitulo.

21.1A1.
Critério Estatico de Estabilidade

Verifica-se, neste critério, se as forcas estdticas originadas em resposta a
existéncia de pequenos deslocamentos, relacionados a uma determinada posi¢do
de equilibrio, tendem a fazer com que a estrutura retorne para a configuragio
original. A tendéncia a restaurar o sistema ao seu estado original de equilibrio
representa uma condi¢do de equilibrio estavel. Pode-se aplicar esse critério ao
exemplo das figuras 2.1a e 2.1b, verificando-se que a resultante das forcas peso
(na direcdo da aceleragdo da gravidade) e normal (perpendicular a superficie) faz
a esfera retornar a posic¢ao original no primeiro caso ¢ a afasta da configuragao de
equilibrio no segundo. No caso da figura 2.1c, as forcas peso e normal estdo

sempre em equilibrio, caracterizando a condi¢ao neutra.
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2.1.1.2.
Critério Dinamico de Estabilidade

Este critério estabelece o comportamento dindmico do sistema quando
submetido a pequenas perturbacdes em torno da posicdo de equilibrio. Tais
perturbagdes podem ficar limitadas a todo instante ou desestabilizar o sistema,
afastando-o do equilibrio. Este comportamento relaciona-se com a solugdo das
equacdes diferenciais que governam o sistema: se as freqiiéncias naturais de
vibragao da estrutura sdo reais, tem-se que o equilibrio ¢ estavel; quando ao
menos uma freqiiéncia torna-se nula, estamos diante de um ponto critico; se
alguma freqliéncia torna-se imagindria, o equilibrio passa a ser instdvel. Para
sistemas nado-conservativos, s6 o critério dindmico ¢ capaz de prever o
comportamento da estrutura e obter seus pontos criticos, 0 que nao ¢ o caso dos
exemplos estudados neste trabalho. Estudos sobre o comportamento de sistemas
nao-conservativos podem ser obtidos nos trabalhos de Suanno (1988) e Guimaraes

(1999).

21.1.3.
Critério Energético de Estabilidade

Aplicavel a sistemas conservativos, esse critério ¢ baseado no Teorema de
Lagrange, estabelecendo que se a energia potencial, assumida como uma fungao
continua das coordenadas generalizadas, tem um minimo relativo em determinada
posicdo de equilibrio, entdo essa posi¢do de equilibrio ¢ estavel. Em sistemas
estruturais elasticos e sob acao de cargas conservativas, a energia potencial total ¢

definida como:

M=U+V @.1)

onde U ¢ a energia interna de deformacgdo elastica e V € o potencial das forgas
externas conservativas. Desvios em relagdo a uma determinada posicdo de
equilibrio irdo ocasionar uma variagdo na energia potencial, devido ao acimulo de
energia de deformagdo no sistema somado ao trabalho realizado pelas forgas

externas, como pode ser visto em (2.2).
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AIT = AU + AV (2.2)

Para sistemas discretizados, como no caso do Método dos Elementos
Finitos, onde os deslocamentos sdo referidos as coordenadas generalizadas q;, essa

variagao ¢ expressa por:

AIT=TI(q; + 0q1,..-,qn T Oqn, A) - [T (q1,...,qn, A ) (2.3)

onde n € o nimero de coordenadas generalizadas do sistema, ¢, ...,g, representam
uma determinada posi¢ao inicial de equilibrio, dgj,..., o9, sao deslocamentos em
relacdo a referida posigdo, e A4 € o parametro de carga, assumido constante durante

os deslocamentos.

O Principio da Energia Potencial Estacionaria diz que, num estado de
equilibrio, a energia potencial do sistema sera sempre um extremo (maximo ou

minimo), portanto:

0 (2.4)

O resultado de (2.4) corresponde, para cada g; a uma equagdo de equilibrio
estatico em sistemas conservativos discretizados e a solugdo do sistema de
equacdes gerado descreve o comportamento da estrutura quando sujeita a
perturbagdes no seu estado inicial. Muitas vezes essas equagdes tém um grau de
ndo-linearidade muito grande, fazendo com que o sistema seja de dificil solugao

analitica.

Para verificar se uma posi¢ao de equilibrio que satisfaz a equacao (2.4) ¢
estavel ou instavel, faz-se necessario avaliar se a energia na referida posi¢ao trata-
se de um maximo ou um minimo. Caso seja um minimo, todas as perturbacdes
possiveis levam a um aumento da energia potencial e o sistema estd em equilibrio
estavel (Principio da Energia Potencial Minima de Lagrange). Caso contrario,

estamos diante de uma posi¢ao de equilibrio instavel.
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Para sistemas com um grau de liberdade, avaliar o sinal da segunda derivada
da variacdo da energia potencial ¢ suficiente para determinar se o ponto estudado
trata-se de um maximo ou um minimo de energia potencial. Para sistemas com
mais de um grau de liberdade, é necessario avaliar a segunda variacdo da energia
potencial, que ¢ dada pela seguinte forma quadratica, obtida pela expansdo da

equagao (2.3) em Séries de Taylor até o termo de segunda ordem:

8X(AIT) = ZSqi {Z%&h} (2.5)

J

A matriz formada pelas derivadas parciais segundas em relacdo as
coordenadas generalizadas ¢; determinara a estabilidade da posi¢ao de equilibrio
representada pelos deslocamentos og;. Caso a forma quadratica seja positiva-
definida, o equilibrio é estavel para o nivel de carga dado. Se §°(4/7) ¢é nula para
algum dg;, dq;, sua forma quadratica ndo ¢ mais positiva-definida e a estabilidade
da posi¢ao original de equilibrio vai depender do sinal das variagdes de maior
ordem em A/l Nessa situagdo, diz-se que a carga critica foi alcancada. Se,
aumentando-se a carga, & (A/7) passa a ser menor que zero em relacio ao mesmo

0q;, &q;, o estado de equilibrio original é considerado instavel.

O critério energético ¢ amplamente utilizado na andlise da estabilidade de
sistemas estruturais conservativos, em virtude da sua relativa simplicidade em
relacdo ao critério dindmico no que diz respeito a aplicagdo de métodos numéricos

e obtencao de resultados analiticos.

2.1.2.
Formas de Instabilidade

O comportamento do sistema estrutural quando a carga critica ¢ alcangada
esta relacionado com o tipo de carregamento atuante e, eventualmente, com as
condigdes de contorno geométricas. Para sistemas sob acdo de cargas
conservativas, uma formulacdo estatica, baseada na energia potencial, ¢ suficiente

para descrever tal comportamento.
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Uma determinada configuracdo de equilibrio tem sua caracteristica
modificada quando um determinado nivel de carregamento (medido pelo
parametro de carga A) ¢ alcangado, ou seja, a forma como a energia potencial se
comporta para pequenas perturbacdes ¢ alterada. A este nivel de carregamento
da-se o nome de carga critica e o ponto correspondente na curva pardmetro de

carga x parametro de deslocamento ¢ denominado ponto critico.

Um ponto critico pode ser um ponto limite ou de bifurcagdo. O primeiro
configura-se como um extremo na curva pardmetro de carga x parametro de
deslocamento, porém sem a existéncia de estados adjacentes de equilibrio para um
mesmo carregamento, que ¢ a caracteristica de um ponto de bifurcagdo. A
obtengdo de pontos limites normalmente exige uma analise ndo-linear, ja que

ocorrem apenas em estruturas que apresentam grande ndo-linearidade geométrica.

A

Figura 2.2 — Pontos criticos

Na figura 2.2, B ¢ um ponto limite, A ¢ um ponto de bifurcacdo e AC é um
caminho de equilibrio adjacente. No ponto A, pode-se notar que, para um mesmo
nivel de carga, a estrutura pode se comportar de duas formas diferentes.
Analisando-se a estabilidade das configuragcdes de equilibrio € possivel prever,

numa estrutura real, qual caminho ¢ o preferencial.

Para caracterizar um ponto de bifurcagdo ¢ necessario estudar cada um dos
caminhos de equilibrio possiveis quanto a sua estabilidade. Segundo este critério,

ha trés tipos basicos de bifurcacdo, que serdo vistos adiante.
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2.1.21.
Bifurcacdo Simétrica Estavel

Este tipo de bifurcacdo caracteriza-se por apresentar um caminho de
equilibrio adjacente no qual a estrutura ganha rigidez, podendo absorver mais
carga. A posicao original do sistema torna-se instdvel e qualquer perturbagdo, por

minima que seja, leva o mesmo a uma nova configuragdo de equilibrio, que ¢

estavel.
A
Aer
»d
Figura 2.3 — Bifurcacao simétrica estavel
21.2.2.

Bifurcagao Simétrica Instavel

Este tipo de bifurcagdo caracteriza-se por apresentar um caminho de
equilibrio adjacente no qual a estrutura perde rigidez, ndo podendo absorver mais
carga. A posicao original do sistema torna-se instavel e qualquer perturbago, por
minima que seja, leva o mesmo a uma condi¢do em que o equilibrio ndo pode
mais ser alcancado, analogamente ao que aconteceria com a esfera na posicdo B

da figura 2.1.
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..........

O

Figura 2.4 — Bifurcagao simétrica instavel

2.1.2.3.
Bifurcacao Assimétrica

Este tipo de bifurcacdo ¢ uma combinacdo dos dois anteriores, no qual o
sistema se comporta de forma estdvel para uma perturbagdo positiva (ou

negativa), porém torna-se instavel para perturbacdes de sinal contrario.

A

H
i
-----
““““ e
........... T
.......

Figura 2.5 — Bifurcacao assimétrica

Neste trabalho serdo consideradas apenas situagdes nas quais o caminho de
equilibrio pré-critico pode ser admitido como levemente ndo-linear, ou seja,

situagdes em que as rotagdes nos elementos, anteriores a flambagem, podem ser
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desconsideradas, tornando possivel o uso da chamada linearizagdo classica para a
determinagdo da carga critica que, neste caso, representa sempre um ponto de

bifurcagao.

21.3.
Métodos Aproximados para a Obtencgao de Cargas Criticas

O principio da energia potencial estaciondria diz que uma estrutura sempre
se deformara de tal forma que o estado de equilibrio atingido leve a um valor

extremo (maximo ou minimo) na energia do sistema.

No entanto, para algumas estruturas, ¢ dificil obter-se o valor da energia
potencial, ja que seus deslocamentos e as fungdes que os descrevem nao sdo
previamente conhecidos. Para resolver essa questdo, ¢ possivel aproximar a
deformada verdadeira da estrutura por uma forma de deflexdo presumida, como

acontece no Método dos Elementos Finitos.

A partir dessa hipdtese, surgiram dois métodos aproximados para a obtengao

de cargas criticas: os quocientes de Rayleigh e Timoshenko.

2.1.3.1.
Quociente de Rayleigh

Como foi visto no item 2.1, para a obtenc¢ao de cargas criticas é necessario
que se conheca a variagdo da energia potencial do sistema. Esta ¢ formada por
duas parcelas, U e V. A energia de deformagao por unidade de volume de uma
estrutura ¢ dada pela area sob a curva tensdo x deformacdo, que ¢ de facil
obtencdo analitica na regido em que o material ¢ linear, como pode ser visto na
figura 2.6. Esta energia deve ser integrada em todo o volume da estrutura para que

se obtenha a energia de deformagao total do sistema (Timoshenko, 1984).
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€

0 >

Figura 2.6 — Regido linear da curva tenséo x deformacgao

U= [[oede dV:H%EazdS dv (2.6)
v v

Na equac¢do acima, £ ¢ o mdédulo de Young do material. Na expressdo da
energia potencial, a parcela V' ¢ dada pelo trabalho realizado pelas forgas externas
na direcdo dos deslocamentos da estrutura. Esse trabalho ¢ sempre negativo, ja

que a forga externa se opde ao retorno do sistema a sua posi¢do original.

V=->PA, (2.7)

Numa viga, sabe-se que grande parte da deformagdo pode ser atribuida a
flexdo, sendo que a parcela correspondente a deformacdo axial pura (energia de
membrana) pode ser desprezada. Sabe-se também que a deformagdo por flexao ¢

dada por:
€=—YyK (2.8)

onde y ¢ a distancia da fibra neutra ao ponto em que se quer averiguar a

deformacao e x ¢ a curvatura da viga.
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Segundo as hipdteses de pequenas deformagdes, x pode ser aproximada pela

seguinte expressao:

2
o d v(x)
dx?

(2.9)

onde v(x) ¢ a funcdo que descreve o deslocamento transversal na viga.

Substituindo-se as equagdes (2.8) e (2.9) na féormula da energia de
deformacdo e retirando-se da integral a expressdo do momento de inércia / da

secdo transversal da viga, chega-se a:

LT 42 2
y=Hpd V(ZX) dx (2.10)
2+ dx

Deve-se agora obter uma expressao para o deslocamento A que o relacione
com v(x) para a inclusao do efeito do trabalho das forgas externas na energia

potencial (Gongalves, 1994).

Xe—] p
S Em A
ds Y
L L * ’

dx-du u
e

T~

Figura 2.7 — Deformagdes na flambagem

Usando o elemento infinitesimal do eixo da coluna deformado, mostrado na

figura 2.7, pode-se afirmar, pelo teorema de Pitagoras, que:

(ds)* = (dx - du)* + dv* (2.11)
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Dividindo-se (2.11) por (dx)’, obtém-se:

S e
dx dx dx

Como as deformagdes axiais puras (membrana) podem ser desprezadas,

tem-se que ds = dx e, portanto:

du dv 27
&_1_[1_(&j } 2.13)

2
du= l(d_vj dx (2.14)
2\ dx
Sabe-se que:
L
A= j du (2.15)

Substituindo (2.14) em (2.15) e utilizando o resultado em (2.7), chega-se a
expressdo completa da energia potencial. Aplicando-se o Principio da Energia

Potencial Estacionaria, chega-se a seguinte equagao:

dzv(x) Pl dv(x)
. Ji } dx — !5{ } dx =0 (2.16)

Como a forga axial ¢ constante, pode ser retirada da integral, e a equagao
(2.16) pode ser reescrita de forma a obter o valor de P pelo quociente de Rayleigh,

que ¢ dado pela equagao (2.17).
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Elj{dzv(j‘)} dx
oL dx
P, = 3 5
J‘[dv(x)} dx
oL dx

(2.17)

Uma generalizagdo do quociente de Rayleigh para estruturas com mais de
um grau de liberdade leva ao problema de autovalor utilizado na Analise Matricial
de Estruturas para a obtencdo de cargas criticas. A precisao desse método depende
da escolha da fungdo aproximadora. Fungdes trigonométricas geram melhores
resultados do que polindmios, ja que os modos criticos de colunas obtidos

analiticamente sdo dados por fungdes seno e cosseno.

2.1.3.2.
Quociente de Timoshenko

A diferenca basica entre os quocientes de Rayleigh e Timoshenko estd na
obten¢do da energia de deformacao U. Enquanto o primeiro a formula a partir da
expressdo da energia em fun¢@o da curvatura, o segundo utiliza a seguinte relacao

entre o momento fletor na viga e a curvatura para obter essa energia:
M = - Elk (2.18)

A energia de deformacao pode ser, portanto, reescrita da seguinte forma:
L
U=—|«’dx =——[M’dx (2.19)

Utiliza-se entdo a propria funcdo aproximadora para calcular o momento

fletor em qualquer ponto da coluna, pela seguinte relagao:

M =P v(x) (2.20)
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Substituindo (2.19) em (2.18), a energia de deformagao fica:

== j P [yx)|d (2.21)

Aplicando o Principio da Energia Potencial Estacionaria da mesma forma

como na sec¢ao anterior, chega-se a seguinte equacao:
L 2 L
P V X P| dv(x
J' ( W 4x - | E{L} dx =0 (2.22)
0 0

Como a forga axial ¢ constante e ndo nula pode ser simplificada e retirada da
integral, e a equagdo (2.22) pode ser reescrita de forma a obter o valor de P pelo

quociente de Timoshenko.

T dv(x)}
P, = OL = (2.23)
VX
! El

A aproximacgao pelo quociente de Timoshenko € sempre mais precisa do que
a de Rayleigh. A desvantagem, no entanto, ¢ que o quociente de Timoshenko s6
pode ser usado para estruturas estaticamente determinadas (isostaticas), ja que sO
nesses casos 0 momento fletor pode ser expresso em fun¢do da curva que descreve

o deslocamento transversal (Bazant, 1991).
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2.1.4.
Analise Matricial

A equagdo matricial de equilibrio estatico para um sistema discretizado pode
ser obtida a partir da aplicagdo da equagao (2.4) a um funcional de energia

potencial total I'l, dado em func¢do das coordenadas generalizadas q;:
K.,d=f (2.24)

onde Kg ¢ a matriz de rigidez elastica, d ¢ o vetor de deslocamentos nodais e f ¢ o

vetor de cargas, todos referidos ao sistema de eixos global da estrutura.

Em problemas de flambagem, nos quais as rotagcdes que antecedem o estado
critico podem ser desconsideradas, a expressao acima ¢ modificada pela inclusao

da matriz de rigidez geométrica K¢, que depende da forga axial:
(K, +Kg)d=f (2.25)

A carga critica, para estes casos, ird corresponder a um ponto de bifurcagao,
ou seja, a configuracdo de equilibrio original e uma outra configuracao de
equilibrio adjacente poderdo existir para um mesmo valor de carga.

Expressando (2.25) em uma forma incremental, tem-se:

(K, +K)dd = of (2.26)

A partir da afirmagdo anterior, pode-se dizer que existe um nivel de carga no
qual € possivel ocorrer um incremento dd nos deslocamentos, sem que essa carga

sofra uma modificagdo significativa. Obtém-se, portanto:
(K, +K;)dd=0 (2.27)

A expressao acima corresponde a formulacao estdtica para a determinagao

da carga critica.
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2.1.5.
Sensibilidade a Imperfeigoes

Se uma estrutura imperfeita exibe uma carga limite menor que a carga
critica da estrutura dita perfeita, entdo essa estrutura ¢ denominada como sensivel

ao efeito da imperfei¢do (Bazant, 1991).

O equilibrio no estado critico ¢ estavel se a carga P para o estado de
equilibrio pés-critico adjacente ¢ maior que a carga de bifurcacdo da estrutura
perfeita. Nesse caso, os estados de equilibrio pds-critico sdo estaveis e a estrutura

¢ insensivel a imperfeigdes.

Por outro lado, o equilibrio no estado critico ¢ instavel se existem estados
adjacentes de equilibrio para os quais a carga P ¢ menor que a carga de bifurcagdo
da estrutura perfeita. As imperfei¢cdes fazem diminuir a carga que torna a estrutura
instavel. Também pode ser provado (Koiter, 1960) que a sensibilidade a
imperfeicdes em estruturas que exibem bifurcacdo assimétrica ¢ maior em

comparac¢do com aquelas que exibem bifurcagdo simétrica e também instavel.

Essas conclusdes serdo de grande importidncia para a caracterizagdo do
ponto de bifurcacdo obtido da analise do problema de autovalor generalizado,

como sera visto adiante.

2.2.
Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF), um procedimento numérico para a
analise de estruturas e meios continuos, nasceu devido a necessidade de se
obterem resultados numéricos para problemas nos quais a solugdo analitica era

complicada ou, em alguns casos, impossivel (Cook, 1989).

Dois conceitos basicos resumem o método: a discretizagao do continuo e as

fungdes de interpolagao.
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A discretizacdo consiste em se dividir um meio continuo em um numero
finito de elementos que estardo conectados entre si apenas por seus vértices (nos),
por exemplo. Um principio fundamental dessa discretizagdo diz que dois
elementos de uma determinada dimensdo s6 podem se interceptar em uma
entidade de dimensao inferior. Por exemplo, dois elementos de barra s6 podem se
conectar através de seus nds, porém dois elementos de placa poderiam se
interceptar tanto em seus nds quanto em suas arestas. Uma imagem que
exemplifica a discretizacdo ¢ a de uma folha de papel cortada em diversos
“elementos” menores, que permanecem ligados através de seus vértices, como

mostra a figura 2.8.

Figura 2.8 — Exemplo de discretizagao

O continuo, com infinitos graus de liberdade, é entdo representado por um
modelo discreto que tem um numero finito de graus de liberdade, no qual as
integracdes sdo substituidas por somas finitas e as equacdes do continuo sdo

reduzidas a sistemas de equagdes algébricas.

As relagdes constitutivas que governam o continuo sdo usadas como base
para a formulacdo dos elementos e o objetivo da solucdo € tornar-se o mais

proxima possivel do comportamento real do sistema.

O MEF foi concebido como um procedimento de andlise estrutural, mas
hoje em dia também ¢ utilizado para problemas de transferéncia de calor,
escoamento de fluidos, distribui¢do de campos elétricos e magnéticos, entre

outros.
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No caso da anélise estrutural, o objetivo principal ¢ obter a solucio para a
distribuicao de tensoes e deformacdes em todo o dominio da estrutura. Uma vez
que o campo de deslocamentos ¢ descrito apenas pelos deslocamentos dos nos dos
elementos, faz-se necessario um recurso que relacione os valores nodais do campo
com os valores no interior do elemento. Surgem entdo as fungdes de forma (ou de
interpolagdo), que sdo escritas para que o deslocamento em qualquer ponto do
elemento possa ser calculado tomando-se como base apenas os valores dos

deslocamentos nos nos (Assan, 1999).

u(x) =Y N;(®)u, (2.28)

onde u(x) ¢ a funcdo que descreve um deslocamento qualquer no interior do

elemento, N;(x) sdo as fungdes de forma e u; sdo os deslocamentos nodais.

A relagdo entre o campo de deslocamentos € o campo de forcas em um
elemento ¢ obtida através de uma matriz, chamada matriz de rigidez, que funciona
para o elemento de forma andloga ao coeficiente £ de uma mola elastica que segue

a Lei de Hooke.
F=kx (2.29)

Os coeficientes dessa matriz sdo obtidos a partir do Principio da Energia
Potencial Estacionaria, de forma semelhante ao que ¢ feito no quociente de

Rayleigh.

Para problemas dindmicos, nos quais a variavel tempo deve ser considerada,
¢ necessaria a introdu¢ao de outra matriz, chamada matriz de massa, que
desempenha um papel andlogo a massa de uma particula na equacdo classica da

dinamica para sistemas com um grau de liberdade:

2

d
m- X0 +kx =) (2.30)
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Na expressao (2.30), m ¢ a massa da particula, k£ a rigidez da mola e f{z) uma

forga aplicada que varia com o tempo.

A matriz de massa consistente ¢ assim denominada porque nela adotam-se
para as aceleracdes as mesmas fungdes de interpolagdo utilizadas para os
deslocamentos na obtencao da matriz de rigidez eldstica do elemento, como

veremos adiante.

Em problemas de estabilidade deve ser também introduzida a matriz
geométrica, como ja mencionado na se¢do 2.1.3.3, cuja forma de obtengdo ¢
semelhante a da matriz de rigidez, desta vez considerando parcelas de ordem

superior na aproximag¢ao das deformagdes.

O MEF pode ser interpretado como uma generalizacdo dos procedimentos
adotados em uma analise estrutural convencional de sistemas reticulados. De fato,
a formulagao matricial obtida pelo Método dos Deslocamentos (ou da Rigidez) em

estruturas aporticadas ¢ o proprio MEF na sua formulacdo em deslocamentos.

A diferenca basica entre a andlise de porticos e o MEF estd no proprio
modelo estrutural. Em ambos os casos, o modelo estrutural ¢ formado pela
montagem de componentes ou elementos estruturais individuais. No primeiro
caso, os elementos aparecem quase que naturalmente a partir da propria
concepgao da estrutura. No segundo, a estrutura ¢ modelada por um ntimero finito

de elementos (regides) para representar um meio continuo (Martha, 1994).

Neste trabalho sera utilizado o elemento de poértico plano, cuja descri¢io €
feita a seguir. No Capitulo 3 serdo apresentadas algumas modificagdes que podem

tornar este elemento mais preciso para a analise de estabilidade.
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2.2.1.
O Elemento de Pértico Plano

O elemento de pdrtico plano (por vezes designado como elemento de viga
ou barra em programas de andlise) ¢ formulado através da combinagdo das
funcdes de forma de dois elementos basicos: o elemento de viga e o elemento de

trelica.

Como foi dito na se¢ao anterior, o0 MEF aplicado a estruturas aporticadas
confunde-se com o proprio Método dos Deslocamentos para andlise de tais
estruturas. Isto ocorre porque as fungdes de interpolacdo para elementos de viga

sdo as solugdes exatas da equagdo diferencial caracteristica dessa estrutura:

I d"Vv(x)

E dX v

=Q(x) (2.31)

onde Q(x) ¢ uma funcdo que descreve o carregamento transversal aplicado a viga.

Um dos fundamentos do MEF ¢ o de que o carregamento s6 pode ser
aplicado nas regides de intersecdo dos elementos, ou seja, nos nds, no caso de
barras. Sendo assim, o valor de Q(x) ¢ sempre nulo na equagdo (2.31), o que leva
a um polindmio de terceiro grau como solugdo da equacdo diferencial para v(x).
No caso de haver algum carregamento distribuido no elemento, este sera
transformado em cargas aplicadas nos nds, conhecidas como “cargas equivalentes

nodais”.

Figura 2.9 — Elemento de viga
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O campo de deslocamentos do elemento ¢ descrito pelas seguintes fungoes:

2 3

X X
NZ(X):1-3?+2E (232)

X2 X3
N,x)=1-2—+— 2.32
(%) AT (2.32)

2 3
X

X
N,(x)= 3?—2 03 (2.34)
X2 X3
N (x)=-2— 4+ 2 2.35
(%) SRET (2.35)
1 0.2
No(x) 0.5 N3(x) 0.1
0 s 1 0 s 1
X x
L L
! Jo 0’.5 '1
Ns5(x) 0.5 Ng(x) 0.1
n 0:.5 :1 -0.2
x x
L L

Figura 2.10 — Fungdes de forma do elemento de viga

Numa barra de uma estrutura aporticada, além dos deslocamentos
transversais ao seu eixo e das rotagdes, ha também deslocamentos axiais. Para
modelar tais deslocamentos, utilizam-se as fun¢des do elemento de treliga, ja que
esta ¢ uma estrutura formada apenas por escoras ¢ tirantes, elementos que so

apresentam esfor¢os axiais.
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Figura 2.11 — Elemento de trelica

O campo de deslocamentos do elemento ¢ descrito pelas seguintes fungdes,
que sdo as solucdes exatas para o problema de tensdes ¢ deformagdes axiais no

caso de estruturas lineares:

X
N, (x) :l-f (2.36)
X
N.=1 (2.37)
| |
Ni(x) 05 Ny(x) 0.5
0 o5 1 0 s |
X X
L L

Figura 2.12 — Fung¢bes de forma do elemento de trelica

Utilizando como hipdtese simplificadora o fato de ndo haver qualquer
interagdo entre os efeitos axiais e transversais, pode-se “somar” as contribui¢des

de cada um dos elementos acima, formando o elemento de portico plano.

ds ds
di_ 38 X, d
‘T/dz ds

Figura 2.13 — Elemento de pdrtico plano
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A matriz das fungdes de forma relaciona os campos de deslocamentos u(x) e

v(x) com os deslocamentos nodais da seguinte forma:

d1

dz
{u(x)}{Nl(x) 0 0 N,x 0 0 }d3 2.38)
v(x) 0 Ny Ny&x) 0 Ns(x) Ne(x)]d,

dS

ds

A matriz de rigidez do elemento de poértico plano pode ser obtida tanto pelos
coeficientes de rigidez do método dos deslocamentos (Método da Rigidez Direta)
quanto pelo critério mais geral dos MEF (utilizando as fungdes de forma e o
Principio da Energia Potencial Estacionaria), levando aos mesmos resultados.
Cada coeficiente i,j tem como significado fisico a for¢a que surge na direcdo i

quando ¢ imposto um deslocamento unitario na direcao j.

A matriz geométrica ¢ obtida também pelo Principio da Energia Potencial
Estacionaria, desta vez considerando-se para a formulacdo da energia de

deformacao parcelas que sao desconsideradas para a analise linear estatica.

2.2.2.
Matrizes de Rigidez Elastica e Geométrica

Em problemas lineares relacionados a mecéanica dos corpos deformaveis
elasticos, os deslocamentos sdao proporcionais as cargas. O problema da
flambagem, entretanto, tem como caracteristica basica a despropor¢do que surge
entre o deslocamento e a carga quando um certo nivel de carregamento ¢
alcancado, em virtude da possibilidade de ocorrer um incremento consideravel nos
deslocamentos sem que ocorra um incremento significativo da carga aplicada, em
decorréncia da perda de rigidez da estrutura. Configura-se, portanto, a nao-

linearidade geométrica para esse tipo de problema.

Apesar de haver ainda uma certa divergéncia quanto a obtenc¢do da matriz de

rigidez geométrica para elementos tridimensionais (Vasquez, 1987), para um
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elemento de viga-coluna no plano sua formulacdo tornou-se classica, havendo
apenas uma pequena diferenca com relagdo a serem ou ndo consideradas as
contribuigdes axiais para formacdo desta matriz. Para alguns autores, basta
considerar a parte do elemento de portico que se deforma transversalmente ao seu
eixo. A consideracdo ou ndo das contribui¢des dos termos originados pelo
elemento de trelica ndo afeta os resultados de maneira significativa (Guimaraes,

1999).

Para a analise de estabilidade por elementos de portico plano, a aproximacao
feita na secao 2.1.3, que desconsiderava a parcela correspondente a deformacao
axial pura (energia de membrana), ndo pode ser utilizada. A deformagao

longitudinal passa a ser dada por:
€=——YyK (2.39)

Levando-se em conta os efeitos da deformagdo axial que foram
desconsiderados em (2.13), a energia de deformagdo pode ser reescrita da seguinte

forma:

L 2 L P 2 L 2 L 2
u=EA {d_u} dx+ﬂj d‘; dx+£j[d—u} dx+j£{ﬂ} dx (2.40)
2 oLdx 2 ol dx 24Ldx 2| dx

0

Alguns autores desconsideram o terceiro membro do lado direito da equagao
(2.40), o que modifica a matriz geométrica nas linhas / e 4. Essa diferenga tem se
mostrado pouco importante, ja que os efeitos de flexdo sdo mais relevantes para a
flambagem do que os de membrana. De qualquer forma, optou-se por manter esse

termo ja que a matriz geométrica torna-se mais completa deste modo.

Substituindo as expressdes de u(x) ¢ v(x) dadas pelo MEF em (2.40) e
aplicando o Principio da Energia Potencial Estacionaria, chega-se a uma
formulagdo matricial para as equacdes de equilibrio, de onde podem ser extraidas

as matrizes de rigidez e geométrica.
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d(N, ") (d(NujdX w4 ELyT I N END )
dx dx 2 0 dx? dx’

dN,™) (d(N“)jdX Lo Pl N [d(NV)JdX v 4
dx dx 2 dx dx .

Na expressao (2.41), Ny € a matriz que contém as fungdes de forma do

TN O

S ey

elemento de trelica, Ny ¢ a matriz que contém as func¢des de forma do elemento de
viga, u ¢ o vetor de deslocamentos axiais ¢ v o vetor dos deslocamentos

transversais e rotagdes.

N, =[N,® N,®] (2.42)
u'={d, d,} (2.43)

N, =[N,(x) N,(x) N,x) N,x)] (2.44)
vi={d, d, d, d,} (2.45)

A matriz de rigidez do elemento ¢ dada por:

k, —EA[ [‘H\;i (X)]( dl\;j (X)de (2.46)
L] 0 X X

k, = EIf (dzfiz(x)j(d Cljjz(x)]dx (2.47)
L) 0 X X.

A expressdo (2.46) vale para i e j iguais a e 4. A expressdo (2.47) vale para
i ejiguais a 2, 3, 5 e 6. Como explicado anteriormente, ndo ha interagdo entre
efeitos de membrana e de flex@o, portanto os termos nao incluidos nas expressoes

anteriores sdo nulos.
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A matriz geométrica ¢ dada por:

0o _EA
6EI 12EI
- Y T
4E1 _ 6EI
L L’
0o A 0
6EI 12EI
T L3
2EL _6ET
L L’

JL-(dN (x)j[dN (X)J
0 X
o L 9
L
15 6
10 5L
2z, L
15L 10
o L 0
L
1L, 6
10 5L
1 1
30L 10

15L |

45

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Nessas expressoes, E representa o modulo de elasticidade longitudinal ou

moédulo de Young do material, / ¢ o momento de inércia da secdo reta, A

representa a area dessa se¢ao, L ¢ o comprimento do elemento e P ¢ a forga axial

atuante no elemento.

Deve-se observar que a dedugdo das fungdes de forma relacionadas ao

deslocamento v(x) do eixo central do elemento de viga (N,, N3 Nse Ng) ndo leva

em conta a existéncia de uma forga de compressao axial.
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A equacdo diferencial de uma viga submetida a um carregamento axial P ¢

dada pela equagdo abaixo (Silva & Soares, 1974).

ENWW”+PyW”=Q@) (2.51)

dx" dx’

As fungdes de forma que resultam da solugdo exata da equagdo diferencial
sao diferentes para o caso de a forca axial ser de compressdo ou tragdo (Weaver &

Gere, 1980), o que dificulta a implementacao.

2.23.
Obtengao do Problema de Autovalor

A linearizagdo classica na analise de estabilidade parte do principio de que
as rotacdes que antecedem a flambagem sdo despreziveis, ou seja, as equagoes de

equilibrio da estrutura sdo sempre referidas a sua configuragcdo indeformada.

A analise da flambagem usando a matriz de rigidez geométrica K¢, pode ser
feita com base na seguinte hipotese:

K. =K, (2.52)

ref

(2.53)

ref

Nas expressoes (2.52) e (2.53), Kgrr € a matriz de rigidez geométrica obtida
a partir de um carregamento de referéncia, f., € 4 € 0 pardmetro escalar

multiplicador da carga.

O uso dessas equagdes implica em considerar que nao ocorrerdo mudangas
significativas na distribuicdo dos esfor¢os caso as cargas f; sejam multiplicadas
por A, bastando, portanto, multiplicar a matriz de rigidez geométrica por esse
mesmo fator. Essa hipotese ndo inclui efeitos de segunda ordem (ndo-linearidade
geométrica), pois neste tipo de andlise supde-se que os deslocamentos e esforgos

variam linearmente com o carregamento. Em alguns casos, como o de estruturas
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muito esbeltas, nas quais a ndo-linearidade geométrica ¢ acentuada, essa hipotese

nao ¢ valida, sendo necessario o uso de uma analise ndo-linear completa.

Aplicando as expressdes (2.52) e (2.53) na equagdo (2.27), chega-se ao

problema de autovalor para o caso da formulacdo estatica:

(Ky +2,K_)od=0 (2.54)

Os autovalores sdo os valores de A, para os quais o vetor dd representa uma
solugdo nao trivial, dd # 0. Os autovetores 8d obtidos para cada autovalor sdo os

modos criticos da estrutura.

Modificando-se a equacdo (2.54) de forma conveniente, pode-se notar que a
mesma ¢ uma generalizacdo do quociente de Rayleigh, que pode ser representado

pela seguinte forma geral:

6d"K . od
o= ———— (2.55)
8d'K &d

Portanto, vé-se que a determinagao da carga critica, feita a partir da equagao
(2.54), passa por duas fases principais, que sdo: a determinagdo dos esforgos
axiais nos elementos, feita a partir da resolucdo estatica do sistema submetido a
um determinado carregamento de referéncia e, posteriormente, a resolu¢do de um

problema linear de autovalor generalizado.

Em situacdes praticas, relacionadas a estabilidade, ¢ importante conhecer as
duas primeiras cargas criticas, com o proposito de detectar uma eventual interagdo
ou proximidade entre modos de flambagem ou modos de vibragdo. No entanto, a
discretizacao da estrutura em um elemento por barra faz com que haja uma perda
de precisdo na analise, tornando confidvel apenas o valor da primeira carga critica
para porticos planos modelados dessa forma. Para problemas conservativos em

porticos planos, presume-se que a possibilidade de haver interacdo entre modos de
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flambagem proximos € pequena, sendo, portanto, suficiente a obtencdo da

primeira carga critica apenas.

Deve-se lembrar que a carga critica obtida pelo problema de autovalor
linearizado deve ser apenas utilizada como uma referéncia, ja que em muitos
casos uma estrutura pode sofrer um colapso quando submetida a um carregamento
consideravelmente menor do que o esperado. Para estruturas em que existe a
possibilidade de grandes deslocamentos e rotacdes, o grau de ndo-linearidade
geométrica torna-se muito elevado para que se possa considerar confidvel um
resultado obtido por uma andlise linear. Nesses casos, inclusive, € possivel que o
material ja tenha se deformado a tal ponto que sua a relacdo tensdo x deformagdo

ndo seja mais linear.

Diversas formas de obtengdo de cargas de colapso de estruturas podem ser
encontradas na literatura, como o conceito de Rankine-Merchant (Horne &
Merchant, 1965), pelo qual pode-se chegar a um valor de carga de colapso a partir

da seguinte expressao:

=t (2.56)

onde Ar ¢ o valor da carga de Rankine, Ac, a carga critica classica e Ap a carga de
colapso elasto-plastico da estrutura. A carga de colapso elasto-plastico de

estruturas ¢ obtida a partir da formacao de roétulas plasticas (Gabbay, 1977).

2.2.4.
Analise Dinamica

Problemas dindmicos sdo governados pela equacgdo caracteristica, dada em
(2.30), generalizada para mais de um grau de liberdade no caso de vibragdes

harmonicas (Paz, 1997):

(Co’M+K, )d(®) = f(t) (2.57)
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Na expressao (2.57), M ¢ a matriz de massa, o; sdo as freqiiéncias naturais
de vibragdo da estrutura e f(t) ¢ o vetor de forgas que, neste caso, dependem do

tempo, assim como os deslocamentos.

Quando f(t) = 0, a equacdo (2.57) transforma-se num problema de
autovalor generalizado, semelhante ao que foi visto na se¢cdo anterior para o
calculo de cargas criticas, no qual, para cada autovalor @, o autovetor d; obtido

corresponde a um modo de vibragdo natural da estrutura descarregada.

A matriz de massa, em alguns casos, ¢ formada pela distribuicdo da massa
da estrutura pelos seus nos, o que resulta em uma matriz diagonal. Entretanto,
para uma formulagdo consistente da matriz de massa ¢ necessario fazer uso das

fungdes de forma dos elementos, da seguinte forma:

L
m,, = pA j N, ()N, (x)dx (2.58)
0
L 0 0 L 0 0
3 6
0 13L 11172 0 9L _13L2
35 210 70 420
0 11172 L_3 0 1317 ~ L_3
m = pA . 210 105 . 420 140 (2.59)
= 0 | J— 0 0
6 3
0 9L 13172 0 13L _11L2
70 420 35 210
0 _13L2 ~ L_3 0 _11L2 L_3
420 140 210 105 |

Quando ¢ necessario incluir o efeito da flambagem numa analise dindmica, a
equagao (2.57) ¢ modificada pela inclusdao da matriz geométrica, da seguinte

forma:

(0’M+K, +1K )d(t) = f(t) (2.60)
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Caso a matriz geométrica seja multiplicada por um fator de carga critico,
obtido do problema de autovalor em (2.54), faz-se necessario que a freqiiéncia de
vibragdo correspondente a esse modo critico se anule. Esta propriedade ¢ utilizada
para a obtencdo de cargas criticas em problemas dinamicos e pode também servir

para verificar a precisdo da carga critica obtida pela analise de autovalor.
(o’M+K, +1,Kg)d=0 (2.61)

Nota-se pela equagdo acima que, quando A; = A, necessariamente @; = 0,
para que a equagdo (2.54) continue sendo satisfeita. Conclui-se portanto que uma
analise de autovalor baseada em (2.61), fazendo A, = A, dard como resultado,

para a primeira freqiiéncia de vibragdo, um valor nulo.

Pode-se também concluir pela equacdo (2.61) que as freqii€ncias naturais de
vibragao da estrutura sao modificadas pela inclusao da matriz geométrica. Se a
estrutura esta submetida a uma carga axial de compressdo, por exemplo, a
primeira freqiiéncia de vibragdo ira diminuir a medida que a carga aumenta, até

chegar a um valor nulo quando a primeira carga critica ¢ atingida.

Reescrevendo a equagdo (2.61) pode-se obter uma relagdo entre os fatores
de carga criticos A; e os quadrados das freqiiéncias naturais de vibragio /.
Verifica-se, portanto, que essa relacdo ¢ linear desde que o vetor d ndo seja nulo
(solugdo trivial) e ndo haja fatores de carga com valores muito proximos
(interacao modal), o que permite o uso de interpolagdes e extrapolagdes lineares
para a determinacdo da carga critica de estruturas que apresentem apenas um

modo significativo.
(K, +\K;)d=o’Md (2.62)

Outras relacdes entre cargas e freqliéncias de vibracdo podem ser obtidas
para carregamentos nao nodais. Jurjo (2001) formulou uma relagdo entre o peso
proprio e a primeira freqiiéncia natural de vibracdo de uma coluna engastada e

livre.
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2.2.5.
Formulagao Hierarquica no MEF

A formulagao classica dos elementos finitos envolve o uso de aproximacgdes
polinomiais definidas a partir dos nos dos elementos. Diversos trabalhos tém
utilizado a chamada formulag@o hierdrquica, em que as fung¢des de interpolagdo
nas arestas ou faces dos elementos sdo definidas a partir de pardmetros nao
nodais, mantendo-se a compatibilidade através de pequenas alteragdes nos

algoritmos tradicionais.

Na formulacdo hierarquica adota-se uma metodologia em que as fungdes de
forma sdo simplesmente acrescidas, enriquecendo a solugdo aproximada, sem
interferéncia nas fungdes existentes. Isto € possivel uma vez que os graus de

liberdade generalizados sdo mantidos como incognitas.

As fungdes trigonométricas, por sua simplicidade e alto grau de
convergéncia, constituem-se num recurso interessante para o enriquecimento dos
elementos. Tais fungdes sdo amplamente utilizadas em métodos aproximados de
analise estrutural, como o de Rayleigh-Ritz, para descrever o campo de

deslocamentos de uma viga, por exemplo.

Lages (1992) apresentou uma metodologia na qual combinavam-se fungdes
polinomiais e trigonométricas para a andlise de problemas em estado plano de

tensdes e deformacgoes.

Cada fungdo de forma adicional acrescenta um grau de liberdade “ficticio”
ao elemento, que serd mantido como incognita ja que ndo estd associado a um no.
A grande vantagem da formulacdo hierdrquica é, portanto, a possibilidade do
aumento na precisdo dos elementos sem a necessidade de uma maior
discretizagdo, mantendo-se a estrutura de dados original intacta, pois apenas os

graus de liberdade nodais sdo calculados na anélise.

Neste trabalho, a formulacdo hierdrquica ¢ utilizada na formulacdo de

elementos para a analise da estabilidade de porticos planos, ja que os elementos de
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portico padrao apresentam resultados pobres na obtengdo de cargas criticas no

caso de se discretizar a estrutura com um elemento por barra.

Tomando por base o trabalho de Lages, formularam-se fungdes hierarquicas
para enriquecer os elementos de portico, satisfazendo as suas condigdes de
contorno, com o intuito de ndo alterar os valores dos deslocamentos nodais.
Apenas o campo de deslocamentos de viga (flexdo) foi enriquecido, sendo

mantida a formulacdo classica para os deslocamentos de trelica (axiais).

Combinando-se fungdes polinomiais cubicas e funcdes seno, foi gerada uma

familia de fung¢des da seguinte forma:
N, (x), =a+bx+cx’ +dx’ +sen(nfnxj (2.63)

onde n vai de / até o numero de fungdes adicionais e L ¢ o comprimento do
elemento. Os coeficientes a, b, ¢ e d devem ser obtidos com a imposi¢ao das

seguintes condi¢des de contorno:

Nu(0), =0 (2.64)

Nu(L), =0 (2.65)

Ny (2.66)
dx |,

WNu®)a| _g (2.67)
dx |,

As condigdes de contorno impostas garantem que os valores dos
deslocamentos e rotagdes nodais ndo serdo alterados pelas fun¢des adicionais. A
familia de fungdes resultante tem a seguinte forma geral, mostrada na equagio

(2.68):
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NH(x)nz—%x+—[2+ LS ——[1+ yxe +sen(L ] (2.68)

As matrizes de rigidez, de massa e geométrica sdo acrescidas de uma linha e
uma coluna para cada fung¢do adicional, mas a parcela relativa ao elemento finito

original ndo ¢ modificada.

A matriz de rigidez do elemento enriquecido, por exemplo, ¢ dada por:
k PP k PH
K, :{ E E (2.69)

onde kg'" ¢ a matriz de rigidez original do elemento pela formulagio polinomial e

HP PH HH -~
kg ,kg ekg = sdodadas por:

kM =k, _Elj[d N; (X)][d NHZ(X)dex (2.70)
dx dx
kM = 151}(‘121\“‘2(")i J{d NHZ(X)J' ]dx 2.71)
0 dx dx

N ) ) . s . HP PH
No caso da formulagao polinomial e trigonométrica, as matrizes kg~ e kg

sdo nulas, garantido o total desacoplamento entre os graus de liberdade nodais e
adicionais na matriz de rigidez, o que permite que a analise linear eléstica
permanega inalterada. E importante lembrar que nas matrizes geométrica e de
massa ndo existe esse desacoplamento, sendo esta a razdo de a formulagdo

hierdrquica ser especialmente util para problemas de estabilidade e dinamica.
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4
ESTUDO DOS PONTOS DE BIFURCAGAO

No caso da estabilidade linear elastica “classica”, todos os pontos criticos
obtidos a partir do problema de autovalor sdo pontos de bifurcagdo. Pontos limites
s6 podem ser obtidos através de uma andlise ndo-linear completa, que foge ao

escopo deste trabalho.

A caracterizagao do ponto de bifurcacao permite avaliar a sensibilidade da
estrutura as imperfeigdes. Sabe-se que, na pratica, ndo ha estruturas perfeitas,
sendo muito importante determinar qual o comportamento pds-critico do sistema
caso haja imperfeigdes na sua geometria, na aplicacdo do carregamento ou em

ambos.

Ha diversas formas de se determinar o tipo de bifurcacdo de uma estrutura,
sendo que a mais comum ¢ verificar o sinal do determinante da matriz de rigidez
tangente na vizinhanga do ponto critico, ja& que tal procedimento ¢ andlogo a
verificar o sinal da forma quadrética da segunda variagdo da energia potencial
(Parente, 2000). Essa metodologia ¢ de facil entendimento, porém implica em
esfor¢o computacional. Na literatura podem-se encontrar maneiras mais simples
de caracterizacao de pontos de bifurcacdo a partir do problema de autovalor

generalizado (Guimaraes, 1999; Waszczyszyn, 1994).

De uma maneira intuitiva, podemos concluir que, se uma estrutura apresenta
bifurcagdo simétrica estavel, sua rigidez tangente aumenta com as deformacdes,
fazendo com que a mesma suporte mais carga. Sendo assim, € de se esperar que
uma nova analise de autovalor, realizada na estrutura submetida a um certo nivel
de deformagdo, leve a um valor de carga critica maior do que na estrutura
indeformada. Analogamente, se a carga critica diminui para o caso da estrutura
deformada, o sistema apresenta bifurcagdo simétrica instavel. Pode acontecer,

ainda, de o valor da carga critica aumentar para certo nivel de deformacdo e
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diminuir para outro de sinal contrario; neste caso, o ponto critico € caracterizado
por uma bifurcacdo assimétrica, que também ¢ instavel. Tal raciocinio pode ser
visto no esquema da figura 4.1, onde A, € 0 autovalor para a estrutura deformada
(imperfeita) e A € o autovalor da estrutura perfeita. Pode-se notar que no caso da
figura 4.1a o valor de A, aumenta qualquer que seja o pardmetro de
deslocamento (bifurca¢do simétrica estavel). No caso da figura 4.1b, o valor de
Aimp € menor do que A, qualquer que seja o (bifurcagdo simétrica instavel). J4 no
caso da figura 4.1c, Ay € maior do que A, para valores positivos de J e menor do
que A, para valores negativos de J (bifurcagdo assimétrica). Deve-se lembrar que
os graficos da figura 4.1 representam uma linearizagdo do caminho pds-critico

que, neste caso, € avaliado em apenas trés pontos.

kimp/ 7\4cr 7\'imp/ 7\'cr

~. 1
1 I

(2) (b)

(©)

Figura 4.1 — Formas linearizadas de bifurcagéo

Avaliando-se a matriz tangente da estrutura no ponto de bifurcagdo e

adicionando-se uma perturbagdo na dire¢do do autovetor correspondente a
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primeira carga critica pode-se facilmente avaliar o comportamento do ponto de

bifurcagdo, da seguinte forma:

Kg (g +&V) + L'imp K (gqg +EV) =0 4.1)

Ke (B - &V) + A imp K (qB - &) =0 (4.2)

Nas equacgdes acima, qg ¢ o vetor dos deslocamentos da analise linear para a
estrutura perfeita submetida ao carregamento critico, v ¢ o autovetor normalizado
correspondente ao primeiro autovalor obtido da analise de estabilidade
linearizada, ?Crimp € A imp sS40 0s novos valores para os fatores de carga criticos, na
vizinhanca do ponto de bifurcagdo e & ¢ um multiplicador escalar menor que a

unidade.

Resolve-se o sistema de equagdes, usando a matriz de rigidez eléstica
original (estrutura perfeita) e, posteriormente, através dos deslocamentos obtidos,
somados a um valor proporcional ao primeiro modo de flambagem, forma-se um
novo campo de coordenadas nodais. Obtidas as coordenadas nodais da estrutura
deformada, acrescidas de uma perturbacao, utiliza-se o procedimento usual para
formar as novas matrizes de rotacdo dos elementos. As novas matrizes de rigidez
e geométrica da estrutura sdo entdo formadas a partir da nova geometria. Tal
procedimento ¢ analogo ao realizado por Guimaraes (1999), com a ressalva de que
as “imperfei¢des” neste caso sdo proporcionais ao modo de flambagem da
estrutura, além do fato de o comprimento das barras ser recalculado apos a
modificagao das coordenadas dos nods, resultando na modificacdo ndo apenas da
matriz de rigidez, mas também da matriz geométrica, ja que esta depende do
comprimento da barra e do esforco axial na mesma, que também ¢ modificado

com a variacdo na geometria da estrutura.
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TESTES NUMERICOS EM COLUNAS

Os elementos finitos propostos serdo agora testados em termos de resultados
numéricos. Os exemplos utilizados sao condizentes com a hipdtese de que as
rotagdes anteriores a flambagem sdo suficientemente pequenas, podendo ser

desconsideradas.

Nesta fase, todos os testes foram realizados com o auxilio do programa
Mathcad. Uma descri¢cdo mais detalhada do que foi implementado encontra-se no

Apéndice A.

Primeiramente, serdo calculadas as primeiras cargas criticas para as seis

condicdes de contorno usuais em colunas submetidas a um carregamento axial.

Num segundo momento, serdo analisados trés exemplos para o estudo do
ponto de bifurcacdo. Cada exemplo estudado tem como resultado analitico um
tipo de bifurcacdo: a primeira ¢ do tipo simétrica estavel, a segunda, simétrica
instavel e a terceira, assimétrica (também instavel). Para esta andlise foi utilizado

apenas o elemento BSB2.

5.1.
Calculo de Cargas Criticas

As cargas criticas sdo obtidas através da resolug¢do do problema de autovalor

generalizado, no que ¢ conhecido como a anélise de estabilidade “classica”.

Foram estudados modelos com um e 2 elementos BSB1 (padrao) e com um
elemento BSB2, BSB3-H e BSB3-P por barra. Para ndo haver interferéncia das
unidades adotadas e facilitar a visualizagdo imediata das cargas criticas obtidas,
optou-se por utilizar um valor unitario para todos os parametros do modelo, ou

seja, E =L = I = 1. O 1nico parametro com um valor diferente da unidade ¢ a
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area da secdo transversal, A = 100, definida desta forma para manter uma relagao

coerente com o momento de inércia /. Caso o valor da area fosse unitario, as

rigidezes de trelica e viga teriam valores equivalentes, o que ndo representa uma

estrutura real.

5.1.1.

Coluna Engastada e Livre

Procedeu-se ao célculo da primeira carga critica da coluna engastada e livre,

cujo valor analitico é P, = 7EI/(4L°). A figura 5.1 mostra o esquema da coluna

citada.

|

Figura 5.1 — Coluna engastada e livre

O valor de referéncia para a carga critica é P., = 77/4 = 2.4674, ja que as

outras grandezas envolvidas na férmula s3o unitarias. Os resultados obtidos

podem ser vistos na tabela 5.1.

Valor analitico BSB1 BSB2 | BSB3-H [ BSB3-P
N° elementos 1 2 1 1 1
Carga critica 2.4674 2.486 2.469 2.469 2.4675 | 2.4674
% de erro - 0.75% ] 0.06% | 0.06% | 0.01 % 0%

Tabela 5.1 — Resultados para a coluna engastada e livre
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O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, 0o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.1) para o elemento BSB2.

S O O O

(5.1)
~0.53701
~0.84356

0.00570

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais ¢ rotagdes do eclemento BSB2 e o resultado da
distribuicao do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.2. Nota-se que
o resultado da interpolagdo ¢ condizente com o modo critico da coluna engastada

e livre, que € v(x) = C (I-cos(mx/2L)), sendo C uma constante arbitraria.

i=3 i=7
vx) = XN (XY, + )N (X, (5.2)
i=2 i=5
1
075~ 1
—
S 05 m
025~
|
0
~0.6 —0.3 0

V(%)

Figura 5.2 — Deslocamentos da coluna engastada e livre
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5.1.2.
Coluna Bi-apoiada

Procedeu-se ao calculo da primeira carga critica da coluna de Euler, cujo
valor analitico é P,, = 7EI/L°. A figura 5.3 mostra o esquema da coluna bi-

apoiada.

A

Figura 5.3 — Coluna bi-apoiada

O valor de referéncia para a carga critica &, portanto, P,. = 7 = 9.8696. Os

resultados obtidos podem ser vistos na tabela 5.2.

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310986/CA

Valor analitico BSBI1 BSB2 | BSB3-H | BSB3-P
N° elementos 1 2 1 1 1
Carga critica 9.8696 12 9.944 | 9.9579 | 9.8696 | 9.8751
% de erro - 21.58% | 0.75% | 0.89 % 0% 0.06 %

Tabela 5.2 — Resultados para a coluna bi-apoiada

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.3) para o elemento BSB2.
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0

0
-0.70628

V= 0

0
0.70628
-0.04828

70

(5.3)

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos

deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da

distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.4. Nota-se que

o resultado da interpolagdo ¢ condizente com o modo critico da coluna bi-apoiada,

que € v(x) = C sen(m/L), sendo C uma constante arbitraria.

v(x) = iZZSNi x)v; +i:Z7Ni x)v;

0.75 [~ .

x/L
S
W

I
|

025~ .

0 I
—0.3 —0.15 0

V(%)

Figura 5.4 — Deslocamentos para a coluna bi-apoiada

(5.4)
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5.1.3.
Coluna Bi-engastada

Procedeu-se ao calculo da primeira carga critica da coluna bi-engastada,

cujo valor analitico é P, = 4 PEIL’. A figura 5.5 mostra o esquema da coluna.

|

Figura 5.5 — Coluna bi-engastada

O valor de referéncia para a carga critica ¢, portanto, P, = 477 = 39.4784.

Os resultados obtidos podem ser vistos na tabela 5.3.

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310986/CA

Valor analitico BSBI1 BSB2 | BSB3-H | BSB3-P
N° elementos 2 1 1 1
Carga critica 39.4784 40 39.4784 | 41.0652 42
% de erro - 1.32% 0% 4.02% | 6.39%

Tabela 5.3 — Resultados para a coluna bi-engastada

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.5) para o elemento BSB2.
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(5.5)

<
I
-_ O O O O O O

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da
distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.6. Nota-se que
o resultado da interpolagdo ¢ condizente com o modo critico da coluna

bi-engastada, que ¢ v(x) = C (1-cos(2mx/L)), sendo C uma constante arbitraria.

i=3 i=7
V() = 2NV, ) N (3, (5.6)
i=2 i=5
1
0.75 I
—
S 05 -
0.25 [~ I
|
0
0 0.6 1.2

V(%)

Figura 5.6 — Deslocamentos para a coluna bi-engastada
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5.1.4.
Coluna Engastada e Apoiada

Procedeu-se ao calculo da primeira carga critica da coluna engastada e
apoiada, cujo valor analitico é P, = 7ZEI/(0.70IL)°. A figura 5.7 mostra o

esquema da coluna.

Figura 5.7 — Coluna engastada e apoiada

O valor de referéncia para a carga critica é P, = 2.0357 = 20.0846. Os

resultados obtidos podem ser vistos na tabela 5.4.

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310986/CA

Valor analitico BSB1 BSB2 | BSB3-H [ BSB3-P
N° elementos 1 2 1 1 1
Carga critica 20.0846 30 20.71 | 20.9711 | 20.2228 |20.2858
% de erro - 4937% | 3.11% | 4.41% | 0.69 % 1%

Tabela 5.4 — Resultados para a coluna engastada e apoiada

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.7) para o elemento BSB2.
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S o o O

(5.7)
0
-0.99347

0.11406

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais e rotacdoes do elemento BSB2 e o resultado da
distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.8. Nota-se que
o resultado da interpolagdo ¢ condizente com o modo critico da coluna engastada

e apoiada.

i=3 i=7
v(x) = 2N, (), +2- N, (0, (5.8)
i=2 i=5
1
0.75 I~ .
—
S 05 -
0.25 [~ I
|
0
0 0.2 0.4

v(x)

Figura 5.8 — Deslocamentos para a coluna engastada e apoiada
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5.1.5.

Coluna com Engaste e Apoio Deslizante

75

Procedeu-se ao célculo da primeira carga critica da coluna com engaste

. . . . ro 7 2 2
numa extremidade e apoio deslizante na outra, cujo valor analitico ¢ P, = 7" EIl/L".

A figura 5.9 mostra o esquema da coluna.

"

Figura 5.9 — Coluna com engaste e apoio deslizante

O valor de referéncia para a carga critica ¢, portanto, P, = 77 = 9.8696. Os

resultados obtidos podem ser vistos na tabela 5.5.

Valor analitico BSB1 BSB2 | BSB3-H [ BSB3-P

N° elementos 1 2 1 1 1
Carga critica 9.8696 10 9.944 10 9.8715 | 9.8698
% de erro - 1.32% | 0.75% | 132% | 0.02% | 0.01 %

Tabela 5.5 — Resultados para a coluna engastada e com apoio deslizante

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.9) para o elemento BSB2.
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(5.9)

<
Il
S O = O O O O

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da
distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.10. Nota-se
que o resultado da interpolacdo ¢ condizente com o modo critico da coluna com
engaste e apoio deslizante, que é v(x) = C (I-cos(Pix/L)), sendo C uma constante

arbitraria.

v(x) = if:Ni X)v, +ii7: N. (x)v, (5.10)

0.75

x/L

0.5

0.25

v(®)

Figura 5.10 — Deslocamentos para a coluna engastada e com apoio deslizante
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5.1.6.
Coluna com Apoios Simples e Deslizante

Procedeu-se ao calculo da primeira carga critica da coluna com apoio
simples numa extremidade e deslizante na outra, cujo valor analitico ¢

P., = 7EI/(4L°). A figura 5.11 mostra o esquema da coluna.

"

—

Figura 5.11 — Coluna com apoios simples e deslizante

O valor de referéncia para a carga critica ¢, portanto, P, = 77/4 = 2.4674.

Os resultados obtidos podem ser vistos na tabela 5.6.

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310986/CA

Valor analitico BSB1 BSB2 | BSB3-H | BSB3-P
N° elementos 1 2 1 1 1
Carga critica 2.4674 2.486 2.469 2.469 2.4675 | 2.4674
% de erro - 0.75% ] 0.06% | 0.06% | 0.01 % 0%

Tabela 5.6 — Resultados para a coluna com apoios simples e deslizante

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equacao (5.11) para o elemento BSB2.
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0

0
0.84356
V= 0
0.53701

0
0.00570

78

(5.11)

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos

deslocamentos transversais e rotacdoes do elemento BSB2 e o resultado da

distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.12. Nota-se

que o resultado da interpolacdo ¢ condizente com o modo critico da coluna com

apoios simples e deslizante, que ¢ v(x) = C cos(m/2L), sendo C uma constante

arbitraria.

v(X) = iNi X)v, +§Ni (X)v;

0.75 [~ .

0.5 .

x/L

025~ .

I
0 0.3 0.6

v(X)

(5.12)

Figura 5.12 — Deslocamentos para a coluna com apoios simples e deslizante
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5.2.
Avaliacao do Tipo de Bifurcagao

Para a caracterizagdo do comportamento da estrutura na vizinhanga do ponto
critico, sera somado ao vetor de deslocamentos obtido da analise linear elastica
um vetor correspondente ao modo critico, ou seja, as matrizes elastica e
geométrica serdo calculadas no seguinte ponto (o coeficiente que multiplica o
autovetor nao ¢ relevante, ja que este indica apenas uma direcdo preferencial de

deslocamento da estrutura):

KE=KE (qB+§V) (513)

K¢ =Kc¢(qs + &V) (5.14)

Nas equacgdes acima, qg ¢ o vetor dos deslocamentos da analise linear para a
estrutura perfeita submetida ao carregamento critico, v ¢ o autovetor normalizado
correspondente ao primeiro autovalor obtido da andlise de estabilidade linearizada

e & ¢ um multiplicador escalar menor que a unidade.

Para a verificagdo da simetria ou ndo da bifurcagdo, as matrizes sao

avaliadas também no seguinte ponto:

KE = KE (qB - &V) (515)

K¢ =Kq (g - £V) (5.16)

O vetor de deslocamentos qg pode ser obtido da analise linear eléastica para
P = P.. Neste caso, optou-se pela ndo utilizagdo de qg, ja que o deslocamento
axial provocado pela carga P numa andlise linear elastica pode ser desprezado. A
nova geometria da estrutura foi dada pela introdu¢@o de v na formagao das novas
coordenadas. Vale lembrar que apenas as modificagdes nas coordenadas x e y do

elemento serdo introduzidas, ja que o eixo do mesmo ¢é representado por uma

barra rigida ndo podendo, portanto, haver variacdo de rotacdes ao longo do
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elemento. Em outras palavras, os deslocamentos introduzidos pelo autovetor v sao

deslocamentos de corpo rigido e ndo deformagdes.

A mudanca de coordenadas acarreta uma mudanca na matriz de
transformagao, que agora deve levar em consideracdo o angulo que o elemento faz
com o eixo x. As matrizes de rigidez e geométrica sao, portanto, modificadas em

relacdo aos seus valores para a estrutura perfeita.

Como visto no Capitulo 4, uma nova andlise de autovalor ¢ feita para a
estrutura modificada e as cargas criticas obtidas (para valores positivos €

negativos do autovetor) sdo comparadas com o valor para a estrutura perfeita.

A solugdo analitica para caminhos de equilibrio correspondentes aos das
colunas imperfeitas mostra que ndo existe uma carga de flambagem para estas
estruturas (Bazant, 1991). Entretanto, a formulagdo matricial utilizada permite
calcular um valor para o pardmetro de carga critico da estrutura imperfeita, o qual
estd sendo denominado Aimp. A figura abaixo mostra o caminho pds-critico
analitico para a coluna de Euler imperfeita (6, # 0), onde se pode notar a

inexisténcia de uma carga de bifurcacao.

A
Al g

1.51

\1.9—‘4—’0"/

Al :

o

Figura 5.13 — Caminhos de equilibrio da coluna de Euler com imperfei¢éo inicial
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Trés exemplos classicos foram formulados, com resultados analiticos ja
conhecidos, cada um correspondendo a um tipo de bifurcagdo. O parametro de
deslocamento utilizado foi o deslocamento transversal ao eixo da coluna, que ¢
um valor existente no modo critico de todos os exemplos estudados. O elemento

utilizado para a modelagem foi o BSB2.

5.2.1.
Bifurcagao Simétrica Estavel

Procedeu-se ao calculo do primeiro fator de carga critico da coluna rigida
com apoio fixo em x e y e uma mola rotacional de rigidez finita em z, cujo valor
analitico ¢ A, = k/L, sendo k a constante de rigidez da mola, que foi estabelecida
unitdria, de forma analoga ao que foi feito na se¢@o anterior. A figura 5.14 mostra

0 esquema da coluna.

k

&)

Figura 5.14 — Modelo de coluna com bifurcagcéo simétrica estavel

O valor obtido para o fator de carga critico utilizando o elemento BSB2 foi
Aer = 0.74, que € bem distante do esperado, As.srico = I. No entanto, para uma

analise qualitativa do tipo de bifurcagdo, o erro nao ¢ relevante.

O valor obtido para o modo critico, ou seja, o autovetor para a primeira

carga critica ¢ mostrado na equacao (5.17).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310986/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310986/CA

TESTES NUMERICOS EM COLUNAS

0

0
0.43954

V= 0
0.59382
0.67393
-0.00045

82

(5.17)

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos

deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da

distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.15. Nota-se

que a coluna mantém-se quase reta, o que indica o deslocamento de corpo rigido.

v(X) = iNi x)v, +§7:Ni X)v;

0.75 m

x/L

05 1

025~ .

0 0.3 0.6

v(X)

Figura 5.15 — Deslocamentos para a coluna com bifurcagao estavel

(5.18)

Seguindo o procedimento descrito no Capitulo 4, procedeu-se a

transformagdo das matrizes de rigidez e geométrica para as novas coordenadas,

tanto para valores positivos quanto negativos de v. Tal transformacdo ¢é feita
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introduzindo-se o dngulo o entre a barra e o eixo x na matriz de rotacdo. Uma

descricdo mais detalhada de toda a implementagdo pode ser encontrada no

Apéndice A.

Apos a transformagdo das matrizes de rigidez e geométrica, foi feita uma
nova analise de autovalor, a partir da qual foram obtidos os fatores de carga
Alimp = 0.92 € 2y = 0.92, correspondentes, respectivamente, a valores positivos

e negativos de v.

Usando como parametro o deslocamento transversal, denominado o, foi

elaborado um gréafico que pode ser visto na figura 5.16:

)"imp/x‘cr

0.57T

Figura 5.16 — Caminho pds-critico linearizado para o exemplo 5.2.1

Para esse exemplo, os valores de A;,, sdo maiores que A, correspondente a
estrutura perfeita, levando a um AA positivo, tanto para valores positivos quanto
negativos de v. Fisicamente, o valor de A;,, ndo ocorreria, porém, numericamente,
esse valor ¢ detectado e, sendo maior que A, constata-se que o sistema nao se
mostra sensivel a existéncia da imperfeicdo. O resultado da bifurcacdo simétrica

estavel ¢ compativel com o analitico.
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5.2.2.
Bifurcagcdo Simétrica Instavel

Procedeu-se ao célculo do primeiro fator de carga critico da coluna com
apoio fixo em x € y no n6 / e uma mola translacional no no6 2, cujo valor analitico
¢ Ao =kL, sendo k a constante de rigidez da mola, que foi estabelecida unitaria, de
forma andloga ao que foi feito na se¢do anterior. A figura 5.17 mostra o esquema

da coluna.

A

Figura 5.17 — Coluna com bifurcag&o simétrica instavel

O valor obtido para o fator de carga critico utilizando o elemento BSB2 foi

Aer = 1, que € igual ao tedrico, Aegrico = 1.

O valor obtido para o primeiro modo critico, ou seja, o autovetor para a

primeira carga critica ¢ mostrado na equagao (5.19).

0

0
0.54974
v={ 0 (5.19)
0.54974
0.54974

0
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Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da
distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.18. Nota-se

que a coluna mantém-se quase reta, o que indica o deslocamento de corpo rigido.

i=3 i=7
v(x) =D N, (), +D N, (X, (5.20)
i=2 i=5
1
0.75 i
—
S 05 m
025~ .
|
0
0 0.3 0.6

v(x)

Figura 5.18 — Deslocamentos da coluna com bifurcagéo simétrica instavel

Seguindo o procedimento descrito no Capitulo 4, procedeu-se a
transformagdo das matrizes de rigidez e geométrica para as novas coordenadas,
tanto para valores positivos quanto negativos de v. Tal transformacdo ¢ feita

introduzindo-se o dngulo « entre a barra e o eixo x na matriz de rotagao.

Ap6s a transformacdo das matrizes de rigidez e geométrica, foi feita uma
nova analise de autovalor, a partir da qual foram obtidos os fatores de carga de
/1+,~mp = 0.54 ¢ A imp = 0.54, correspondentes, respectivamente, a valores positivos

e negativos de v.
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Usando como pardmetro o deslocamento transversal, denominado ¢, foi

elaborado um grafico que pode ser visto na figura 5.19:

}“imp/}‘cr

Figura 5.19 — Caminho pds-critico linearizado para o exemplo 5.2.2

Para esse exemplo, os valores de A, sdo menores que A, correspondente a
estrutura perfeita, levando a um AA negativo, tanto para valores positivos quanto
negativos de v. Fisicamente, o valor de A;,, ndo ocorreria, porém, numericamente,
esse valor ¢ detectado e, sendo menor que A, constata-se que o sistema mostra-se
sensivel a existéncia da imperfeicdo. O resultado da bifurcacao simétrica instavel

¢ compativel com o analitico.

5.2.3.
Bifurcagao Assimétrica

Procedeu-se ao calculo do primeiro fator de carga critico da coluna com
apoio fixo em x ¢ y ¢ uma mola translacional de rigidez k inclinada a 45°no no 2,
cujo valor analitico € A, = k/2L. A constante de rigidez da mola foi estabelecida
unitaria, de forma analoga ao que foi feito na se¢do anterior. A figura 5.20 mostra

o0 esquema da coluna.
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4 Ao

Figura 5.20 — Coluna com bifurcagéo assimétrica

O valor obtido para o fator de carga critico utilizando o elemento BSB2 foi

Aer = 0.5, que € igual ao tedrico, Awgrico = 0.95.

O valor obtido para o modo critico, ou seja, o autovetor para a primeira

carga critica ¢ mostrado na equacao (5.21):

0
0
0.57735
v={ 0 (5.21)
0.57735
0.57735
0

Os valores obtidos foram interpolados pelas fungdes de forma relativas aos
deslocamentos transversais e rotacdes do elemento BSB2 e o resultado da
distribuicdo do campo de deslocamentos pode ser visto na figura 5.21. Nota-se

que a coluna mantém-se quase reta, o que indica o deslocamento de corpo rigido.
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i=3 i=7
v(x) =D N, @)V, +D N, X, (5.22)
i=2 i=5
1
0.75 i
—
> 05 .
0251 1
|
0
0 0.3 0.6

v(X)

Figura 5.21 — Deslocamentos da coluna com bifurcagdo assimétrica

Seguindo o procedimento descrito no Capitulo 4, procedeu-se a
transformagdo das matrizes de rigidez e geométrica para as novas coordenadas,
tanto para valores positivos quanto negativos de v. Tal transformacao ¢ feita
introduzindo-se os angulos « e fentre a barra € o eixo x € entre a mola e o eixo x,

respectivamente, na matriz de rotagao.

Ap6s a transformacdo das matrizes de rigidez e geométrica, foi feita uma
nova analise de autovalor, a partir da qual foram obtidos os fatores de carga
/1+,~mp = 0.42 ¢ A mp = 0.63, correspondentes, respectivamente, a valores positivos

e negativos de v.

Usando como pardmetro o deslocamento transversal, denominado &, foi

elaborado um grafico que pode ser visto na figura 5.22.
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kimp/ kcr

Figura 5.22 — Caminho poés-critico linearizado para o exemplo 5.2.3

Para esse exemplo, os valores de Ay, sdo maiores que A, para valores
negativos de v, e menores para valores positivos de v. Fisicamente, os valores de
Aimp N30 ocorreriam, porém, numericamente, esses valores sdo detectados e
constata-se que o sistema mostra-se sensivel a existéncia da imperfeicao, ja que a

bifurcagdo € assimétrica.
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6
IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

O FTOOL, um programa grafico interativo para analise de porticos planos, é
formado por dois componentes principais: 0 médulo FRAMOOQOP e a interface

grafica propriamente dita.

O FRAMOQRP ¢, na verdade, uma simplificagio do FEMOOP, um programa
de analise estrutural baseado no M¢étodo dos Elementos Finitos (Guimaraes,
1992), em que foram mantidos apenas os algoritmos necessarios para a analise de
porticos planos. O FRAMOOP ¢ responsavel por toda a andlise numérica do
FTOOL, ndo tendo interface grafica. A entrada de dados neste programa ¢ feita
por um arquivo neutro (Neutral File) e a resposta ¢ dada também em forma de

arquivo.

Modelagem
(FTOOL)

\V4

Arquivo Neutro
(DAT)

i|!
Analise
(FRAMOOP)

]

Arquivo Neutro

(POS)

Vlsuahzacao
(FTOOL)

Deslocamentos

Figura 6.1 — Etapas de processamento no FTOOL
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A interface grafica do FTOOL ¢ baseada na manipulagdo direta de
entidades, utilizando um sistema de janelas, com menus em cascata e botdes. Sao
utilizados na sua implementagdo o sistema de interface IUP/LED (Levy, 1993;
Prates, 1994) e o sistema grafico CD (Canvas Draw), ambos desenvolvidos pelo
TecGraf/PUC-RJ. Na fase de pré-processamento, toda a estrutura ¢ criada através
do uso de uma biblioteca de modelagem chamada HED (Half-Edge Data
Structure), implementada por Celes (1990), e os atributos do modelo sdo escritos
num arquivo neutro (com extensdo DAT) que serd analisado pelo FRAMOOP.
Apbs o processamento do arquivo neutro, outro arquivo (com extensdo POS) ¢
gerado e o arquivo DAT apagado. Nesta fase, a de poOs-processamento, os

resultados contidos no arquivo POS sdo lidos e apresentados pelo FTOOL.

A seguir serdo mostradas de forma separada as modifica¢des realizadas no

programa de analise (FRAMOOP) e na interface grafica (FTOOL).

6.1.
Modificag6es introduzidas no FRAMOOP

Foi escolhido o elemento BSB3-H para a analise da estabilidade de porticos,
devido a sua maior precisdo na obten¢do de cargas criticas de colunas, como

apresentado no capitulo anterior.

Para a andlise de autovalor foi utilizado um algoritmo presente no
FEMOOQOP, mas retirado do mesmo na implementacdo original do FRAMOOP. Tal
algoritmo ja era utilizado com sucesso para a obtencao dos modos de vibragdo das
estruturas modeladas. As modificagdes introduzidas foram a substituicdo da
matriz de massa pela matriz geométrica e a retirada da rotina que extraia a raiz
quadrada dos autovalores, ja que estes eram dados pelos quadrados das

freqliéncias de vibragdo, o que ndo acontece para os fatores de carga criticos.

Para a implementacdo da andlise de estabilidade, pensou-se primeiramente
em introduzir os graus de liberdade adicionais na matriz de rigidez local do
elemento e condensa-la antes de soma-la na matriz de rigidez global da estrutura.

Tal proposta foi descartada, j& que o fato de as equacdes correspondentes aos
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graus de liberdade adicionais serem desacopladas das demais fazia com que a

matriz de rigidez do elemento BSB3-H resultasse idéntica a do BSBI1.

Num segundo momento, propOs-se criar matrizes de rigidez eléstica, de
massa e geométrica locais com duas linhas e duas colunas adicionais, de forma a
manter os graus de liberdade extras nas matrizes globais. A tentativa, no entanto,
foi dificultada pela estrutura de dados do FRAMOOP, que obriga todos os graus
de liberdade do elemento a pertencerem a um no, ja que todas as rotinas de analise
linear e de obtenc¢do de autovalores dependem dessa formula¢ao para a numeragao

das equagdes de equilibrio.

Diante das dificuldades encontradas, a solugdo encontrada foi a de
aproveitar a estrutura de dados original do FRAMOOP, que prevé a possibilidade
de serem analisados porticos tridimensionais. Tal estrutura apresentava doze graus
de liberdade por elemento, sendo que apenas seis eram utilizados; os demais eram
descartados criando-se apoios “ficticios” nessas dire¢des, o que ndo influenciava
em nada a andlise linear bidimensional. Qualquer um desses seis graus de
liberdade ignorados poderia ser modificado de forma a se comportar segundo as
fungdes de forma obtidas para o elemento BSB3-H. O grande obstaculo, no
entanto, era a necessidade de que cada par de graus de liberdade adicionais
permanecesse associado a apenas um elemento, o que era impossibilitado pelo
fato de os mesmos pertencerem a um n6 da estrutura, que seria compartilhado por

dois ou mais elementos.

Muito embora a proposta inicial do trabalho fosse a de se discretizar cada
barra da estrutura com apenas um elemento, esta foi rechacada para que a
estrutura original do programa ndo fosse sobremaneira modificada. A solucao,

portanto, foi dividir cada barra do modelo em dois elementos, da seguinte forma:

Figura 6.2 — Discretizacdo de uma barra de portico
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Pode-se notar que as orientagdes dos dois elementos que formam uma barra
sdo opostas. Esta foi a solugdo encontrada para satisfazer a necessidade de o grau
de liberdade adicional pertencer a somente uma barra, ndo podendo ser
compartilhado. Dois graus de liberdade antes ignorados, as rotagdes segundo os
eixos x e y, foram escolhidos para a implementacdo das fungdes de forma
adicionais. A escolha das rotagdes ao invés de deslocamentos foi feita devido a
necessidade de a matriz de rotacdo ndo modificar os graus de liberdade internos,
como visto anteriormente. Como as rotacdes ndo sdo modificadas pela matriz de
rotag¢do, sendo multiplicadas por um, a escolha de tais graus de liberdade deu-se
naturalmente. As rotacdes entdo se transformaram em deslocamentos ¢ a solucao
para simular graus de liberdade no interior de uma barra foi dividi-la em dois
elementos cujo segundo no estivesse na metade da mesma, como pode ser visto na
figura 6.1. Os graus de liberdade adicionais sdo sempre pertencentes ao segundo

n6 do elemento, permanecendo o primeiro intacto.

Para manter a filosofia inicial deste trabalho, que era a de ndo obrigar um
usuario inexperiente a dividir uma barra de uma estrutura em mais de um
elemento, modificou-se o programa FTOOL de modo a manter a visualizacdo de
apenas um elemento por barra, realizando a discretizagdo internamente, como

podera ser visto na proxima secao.

6.2.
Modificagoes Introduzidas no FTOOL

A principal modificacdo introduzida no FTOOL foi a de reimplemementar a
forma como o arquivo neutro ¢ escrito, subdividindo internamente cada barra da
estrutura em dois elementos com orientagdo oposta. Os nos inicial e final das
barras sdo mantidos inalterados e ¢ criado um né adicional que s6 existird nos

arquivos DAT e POS, mas ndo sera visualizado pelo usuario.

A criagdo dos n6s adicionais ndo altera a estrutura de dados da parte grafica
do FTOOL, como vértices e arestas, ja que tais nds existem apenas nos arquivos
neutros, sendo considerados somente pelo FRAMOOP. Elementos adicionais

também sdo criados de forma a conectar os nos adicionais, tendo sempre a
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caracteristica de que, numa mesma barra, dois elementos t€ém orientagdes opostas.
Os nos extras sao liberados das restrigdes impostas originalmente as rotagdes em

torno de x e y, sendo que neste caso tais rotagdes representam deslocamentos.

Na interface grafica foram introduzidos poucos elementos novos, para nao
alterar de maneira excessiva a aparéncia do programa. Foram criados dois novos
itens na lista que escolhe o tipo de visualizacdo, além de dois botdes que permitem
a navegacdo entre os modos de vibracdo da estrutura. A figura 6.2 mostra em

detalhe essas modificagoes.

11 Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: portal_frame_sway_semcarga.ftl

File Options Transform  Display

RlEEIE -ﬂ|ﬁ' Lnad Case/Combination:
Brlalsm lelMm f|  osomsrend 05 @ r -

Wibration Frequency = 7.301e+002 Hz - Select a paint on a member to get vibration made result
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E: kM
¥ kM
o IC
E
9
3 - oges
£
£
|
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Figura 6.3 — Interface grafica do FTOOL (em detalhe as modificagdes introduzidas)

Caso a opg¢do Stability seja escolhida, automaticamente os botdes de
apresentacao de diagramas ficam desabilitados e somente o botdo de visualizagao
da deformada pode ser pressionado. Uma vez selecionada, essa op¢do mostra o
primeiro modo de flambagem da estrutura e o fator de carga critico
correspondente. Com o item Dinamics ocorre 0 mesmo, mas desta vez os botdes

de navegagdo entre os modos de vibragdo sdo habilitados. Quando se pressiona o
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botdo de visualizagdo da deformada, sdo mostrados o primeiro modo de vibragao
da estrutura e a freqiiéncia correspondente. A medida que sido pressionados os
botdes de navegacdo ¢ possivel visualizar os demais modos de vibracdo, até o
décimo. Deve-se lembrar que a obtencdo dos modos de vibracdo leva em conta os
esforgos existentes nas barras da estrutura, ou seja, ¢ incluida a matriz geométrica

nesta analise.
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CONCLUSOES

8.1.
Comentarios sobre este Trabalho

Neste trabalho foram descritos elementos com graus de liberdade adicionais,
modelados por fungdes de forma polinomiais e trigonométricas, para a avaliagdo
de cargas criticas de porticos planos e o estudo de seu comportamento pos-critico

inicial.

De acordo com o esperado, a formulagdo hierarquica utilizando uma
combinagcdo de funcdes polinomiais e trigonométricas mostrou-se eficaz na
obten¢do de cargas criticas, j& que os resultados analiticos para os modos criticos

de colunas sao dados por fungdes trigonométricas.

Diversos testes foram realizados no intuito de avaliar o comportamento
pos-critico inicial, linearizado, de colunas cujos resultados analiticos eram
conhecidos. Todos os testes e previsoes, implementados no programa Mathcad,

foram coerentes com os resultados tedricos.

Para a implementacdo da andlise de porticos pelo Método dos Elementos
Finitos, foi utilizado o programa FTOOL, ja que além do célculo de cargas criticas
seria possivel também visualizar os modos de flambagem. Superadas algumas
dificuldades inerentes a adaptagdo dos novos elementos a uma estrutura de dados
pré-existente, a implementacdo foi realizada com sucesso e todos os resultados

obtidos ficaram dentro de uma margem de erro toleravel.

E valido ressaltar a importancia do Método dos Elementos Finitos,
constituindo-se em uma ferramenta computacional de grande versatilidade. Deve-

se também reafirmar a utilidade do uso da andlise linearizada da flambagem, pelo
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menos para exemplos em que os deslocamentos e rotacdes antecedentes a perda

de estabilidade sejam despreziveis.

Os algoritmos para extragdo de autovalores e autovetores mostraram-se
muito eficientes tanto na obtengdo de cargas criticas ¢ modos de flambagem,
quanto no calculo de freqiiéncias e modos de vibragdo. A estrutura de dados
topoldgica existente no FTOOL e a total separagdo entre as partes de visualizagao
e andlise foram fundamentais para a implementagdo das modifica¢des desejadas
sem que fosse necessario alterar demasiadamente o codigo original. Deve-se
lembrar também que as alteragdes efetuadas nao introduziram qualquer tipo de
problema ou falha no funcionamento do sistema e todas as fun¢des que constavam

da versdo original permaneceram intactas.

A avaliacdo do caminho pds-critico em porticos foi feita introduzindo-se
manualmente as imperfeigdes no arquivo neutro para analise no FRAMOOP. Este
procedimento ainda ndo estd automatizado, devido a dificuldades encontradas na
implementagdo de uma nova analise no FTOOL, j& que este estd preparado para
reconhecer apenas dois estagios de utilizagdo, que sdo a fase de pré e

pos-processamento.

8.2.
Sugestoes para Trabalhos Futuros

Os seguintes topicos sdo sugeridos como continuagdes possiveis deste

trabalho:

e Implementacdo de algoritmos para a analise de sistemas nao
conservativos, com a possibilidade de inclusao de cargas seguidoras

e dirigidas para um ponto no FTOOL.

e Implementag¢do de novas entidades graficas no FTOOL, como arcos
e anéis, com a possibilidade de combinagdo destes com os elementos

de portico ja existentes.
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Implementacdo de wuma andlise dindmica completa, com a
possibilidade de serem incluidas forgas e deslocamentos dependentes
do tempo, uma vez que ja sdo calculados e visualizados com sucesso

os modos de vibragao de poérticos planos.

Automatizacdo do processo de avaliagdo dos pontos criticos das
estruturas estudadas, com a possibilidade de visualizacdo do

caminho poés-critico inicial dentro do préprio programa.
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APENDICE A )
EXEMPLO DE IMPLEMENTAGAO NO MATHCAD

Neste apéndice serdo mostradas as implementagdes feitas em Mathcad para
a obtengdo de cargas criticas com o elemento BSB2. Serdo apresentados dois

exemplos: a coluna engastada e livre e o caso em que hé bifurcacdo assimétrica.

Atributos do material, se¢@o reta, comprimento e carregamento axial:

< 2 )
1-— \ d_N(x)
d ) o
2 3 —N&),
X X dx 2
1 -3— +2— d” N
2 3 d —5NX),
L L =N, dx
dx
g ; d2
X—2—+ — d
—N(x —5 N
L L2 dx ()3 dx2 3
N(x) = . dN(x) = ) ddN(x) =
2
- —N d
L o P N,
) 3 dx
P LN
¥ dx 3 &2
12 3 ?N(X)S
d X
2 3 =N,
=, X %) 2
L 2 —N(®)
L) 2 e

Func¢ao de forma adicional:

2
N = %(1 - cos(2-n-§\\ dN(x) = j—NH(x) ddNp(x) = d—ZNH(x)
X

L)) dx
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Montagem das matrizes de rigidez e geométrica:

100 0 0 -100 0 O 0 )

0 12 6 0 -126 0

0 6 4 0 -6 2 0
Kg=|-100 0 0 100 0 0 0

0 -12-6 0 12 -6 0

0 6 2 0 -6 4 0
0 0 0 0 0 0 194.81818}

1 0 0 -1 0 0 0 )
0 12 01 0 -12 0. 0
0 0. 013333 0 -0.1 -0.03333 0.5
Kg=|-1 0 0 10 0 0
0 -12 -01 0 12 -01 0
0
0

0 0. -003333 0 —0.1 0.13333 -0.5
0 0 0.5 0 -05 49348)

As condigdes de contorno sdo impostas através de molas com valores

grandes de rigidez. Para o exemplo da coluna engastada e livre:

cmola1 = 1~1020 cmola4 = O~1020
cmola2 = 1~1020 cmola5 = O~1020
cmola3 = 1~1020 cmola6 = O~1020

Imposi¢ao das condigdes de apoio na matriz de rigidez:

Kp2 = Kg
i=1..6

Kg = =Kgp  + cmola
i,i i,i
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Resolvendo o problema de autovalores para a carga critica:

. -1
InvP critico = eigenvals (—KEz KG)

InvPeritico. = (0 —0.40502 0 —0.04278 —0.01087 0 0)

-1
Peritico = (InVPcriticoz)

Pcritico = —2.46904

Obtencao do autovetor:

: (-1 3
InvVeritico = elgenveck—KEz 'KGaInVPcritico2 )

InVVesiticor =(o 0 0 0 -0.53701 ~0.84356 5.70204x 10 ° )

Visualizagdo dos deslocamentos transversais:

3 6
V() = Y N InvWeritieo + Y N9 InVVeritico, + NH()-InVVeritico,
i=2 i=5

0
=0.7 —0.35 0
v(Xx)
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Para o exemplo da bifurcacao assimétrica € necessario introduzir as matrizes

de rigidez e rotagdo da mola que se encontra inicialmente a 45°:

100000 0) cos(0) sin(8) 0 0 0 00)
0000000 —sin(0) cos(0) 0 0 0 00
0000000 0 0 1 0 0 00
Ky=[0001000 RM=| 0 0 0 cos(0) sin(0) 0 0
0000000 0 0 0 —sin(6) cos(6) 0 0
0000000 0 0 0 0 0 10
0000000) 0 0 0 0 0 01)

05050 0 0 00)
05050 0 0 00O
0O 0 00 O0 0O

KM:(RMT)~KM-RM KM= 0 0 0050500
0 0 0050500
0O 0 00 0 0O
0 000 0 00)

Condig¢des de contorno da coluna:

cmola1 = 1-1020 cmola4 = 0-1020

cmola2 = 1-1020 cmola5 = 0-1020

cmola3 = 0-1020 cmola6 = 0-1020

Imposi¢do das condi¢des de apoio e da rigidez da mola na matriz de rigidez:

Kg2 = Kg
i=1..6

Kg> = Kgp  + cmola. + KM. .
i,i i,i 1 L1
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Resolvendo o problema de autovalores para a carga critica:

InvP itico = eigenvals (—KEz_ I'KG)
InVPcriticoT = (0 -0.66667 —0.10042 -2 —0.01667 —8.2413x 10 3 0)
-1

Peritico = (InVPcritico 4)

Peritico = —0.5

Obtencao do autovetor:

- (-1 )
InvVeritico = elgenveck—KEz ‘KG, InvPritico . )

InVVegiticor = (0 0 0.57735 0 0.57735 0.57735 0)

Obtencdo da matriz de rotagdo da barra cujas coordenadas foram
modificadas a partir da soma do autovetor. As matrizes de rigidez e geométrica

sdo modificadas:

o = asin(0.57739

cos(oc) sin(oc) 0 0 0 0 0\
—sin(a) cos(oc) 0 0 0 00

0 0 1 0 0 00

R = 0 0 0 cos(a) sin(a) 00
0 0 0 —sin(a) cos(cx) 00

0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 01)
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A matriz da mola ¢ modificada a partir da inclusdo do seu novo angulo:

SR

L+ 0.57735)

KM = (RMT)KM-RM

Uma nova resolucao do problema de autovalor ¢ realizada:

; -1
InvP critico = eigenvals (_KEZ 'KGZ)

InVPerifico! = (0 1.63299 —0.54433 ~0.01361 —0.08199 —6.72899x 10 ° 0)

-1
Peritico = (IHVPcriticoz)

Peritico = —0.61237

Obtengcdo da matriz de rotagdo da barra cujas coordenadas foram
modificadas a partir da subtragdo do autovetor. As matrizes de rigidez e

geométrica sao modificadas:

o = asin(—-0.57739

cos(a) sin(a) 0 0 0 0 O\
—sin((x) cos((x) 0 0 0 00

0 0 1 0 0 00

R = 0 0 0 cos(ot) sin((x) 00
0 0 0 —sin(oc) cos(a) 00

0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 01)
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A matriz da mola ¢ modificada a partir da inclusdo do seu novo angulo:

s - omlol

L-0.57735)

KM = (RMT)KM-RM

Uma nova resolucao do problema de autovalor ¢ realizada:

InvPitico = eigenvals (_KEZ_ I'KGz)

InVPcriticoT = (0 —2.36945 —0.49323 —0.01361 —0.08199 —6.72899x 10_3 0)
-1

Peritico = (IHVPcriticoz)

Pcritico = —0.42204

120
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