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1 Introducao

A metodologia de anélise de estruturas reticuladas (estruturas compostas por barras) pelo Mé-
todo dos Deslocamentos faz uma superposi¢dao de solugdes cinematicamente determinadas
[1,2,3]. Essas solu¢des sdo configuracdes deformadas elementares da estrutura sendo analisa-
da. Dentro dessa metodologia, uma configuracao deformada elementar isola um determinado
efeito ou parametro que representa o comportamento cinematico (deformado) da estrutura.
Cada configuracdo deformada elementar é uma solugcdo fundamental no contexto do Método
dos Deslocamentos. Nesse contexto, uma solu¢do fundamental de uma estrutura reticulada é
composta de configuracdes deformadas elementares das suas barras isoladas.

As solugdes fundamentais para uma barra isolada correspondem a reacoes de engastamento
perfeito para a barra submetida a solicitacdo externa (cargas atuando, variacdo de temperatura,
etc.) e a coeficientes de rigidez local, que sdo as forcas e momentos que devem atuar nas ex-
tremidades da barra para impor deslocamentos ou rotagdes, isoladamente, nas extremidades
da barra. Todas essas solu¢cdes podem ser obtidas a partir de pardmetros fundamentais que
sdo momentos de engastamento perfeito de barra isolada submetida a carregamentos externos
e coeficientes de rigidez a rotacdo (momentos que devem atuar nas extremidades da barra pa-
ra impor rotagdes nas extremidades da barra).

Os parametros fundamentais para barras com se¢ao transversal constante sdo conhecidas e
encontradas em qualquer livro texto de andlise de estruturas [1,2]. Entretanto, ndo existem
solucdes analiticas fechadas para momentos de engastamento perfeito e coeficientes de rigi-
dez a rotacdo para barras com se¢do transversal varidvel (vigas em misula).

Este projeto de Inicia¢do Cientifica apresenta uma metodologia para determinacdo dessas so-
lugdes fundamentais para barras que tém se¢do transversal varidvel (misula reta) para o com-
portamento transversal de flexdo em regime eldstico-linear. Nesse contexto, se considera que
os deslocamentos sdo pequenos e que o material tem um comportamento eldstico-linear, isto
€, o material segue a Lei de Hooke.

O método apresentado neste artigo € baseado na analogia da viga conjugada, também conhe-
cida como Processo de Mohr [4]. Essa metodologia resulta em integrais cujos integrandos
correspondem a uma divisdo de polindmios, que no caso geral ndo tem solucdo analitica fe-
chada. Neste trabalho essas integrais sdo resolvidas numericamente através de uma integra-
cdo de Gauss implementada adaptativamente para obter uma precisao numérica adequada.

O artigo estd organizado da seguinte maneira. Ainda na Introdugdo, a préxima sub-secdo de-
fine todos os parametros envolvidos no comportamento estrutural de uma barra a flexao e es-
tabelece a convencao de sinais adotada. Na secdo 2, sdo definidos os coeficientes de rigidez a
flexdo para barras isoladas. O objetivo é mostrar que todos os coeficientes de rigidez local,
no caso mais geral de barras com sec¢do transversal varidvel, podem ser deduzidos em fun¢do
de poucos parametros de rigidez. Estes sdo os chamados parametros fundamentais que serdo
resolvidos pela analogia da viga conjugada. A se¢do 3 define as reacdes momento de engas-
tamento, que servem como base para determinacao de todas as outras reacdes para o compor-
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tamento a flexdo de uma forma geral. A secdo 4 faz um resumo da Teoria de Vigas de Navi-
er, que corresponde ao modelo estrutural adotado para a idealizagdo do comportamento de
barras a flexdo. Esse assunto € bésico para a andlise de estruturas e pode ser encontrado em
qualquer livro texto de Resisténcia dos Materiais. Esse resumo estd sendo apresentado neste
artigo apenas para mostrar as expressoes diferencias que sao utilizadas para estabelecer a ana-
logia da viga conjugada, o que € feito na secdo 0. A sec@o 6 mostra a determinagdo dos para-
metros fundamentais de rigidez a flexdo pela analogia da viga conjugada. A se¢do 7 mostra a
determinac¢do de reagdes momento de engastamento para barras isoladas submetidas a um car-
regamento transversal linearmente distribuido. A secdo 8 descreve as funcdes computacionais
que foram implementadas como resultado do desenvolvimento deste trabalho. Finalmente, na
secdo 0 sdo feitas conclusdes sobre o trabalho e sugestdes para continuacdo em trabalhos futu-
10S.

1.1 Parametros envolvidos e convencao de sinais

Para definir os parametros envolvidos no comportamento estrutural de uma barra a flexao, €
adotado um sistema de coordenadas locais para a barra, tal como indicado na Figura 1, sendo:

I - comprimento da barra.

Y, 0 Segdo transversal

——H— |
TF x
dx

I ! I

Figura 1 — Sistema de eixos locais de uma barra.

Na Figura 1, o eixo axial da barra, x, passa pelos centros de gravidade (CG) das secdes trans-
versais e os outros eixos sao transversais a barra. Portanto, estd sendo considerado que existe
uma linha reta (o eixo x) que passa pelos CG’s de todas as se¢Oes transversais ao longo da
barra.

Com base nesse sistema de coordenadas, sdo definidos os deslocamentos e rotacdes que os
pontos do eixo de uma barra de um poértico plano podem ter:

v(x) — deslocamento transversal (positivo na dire¢cao de y);

6(x) - rotacdo da sec@o transversal por flexdo (positivo no sentido anti-hordrio em
torno do €eixo z).

Os deslocamentos transversais v(x) de uma barra definem uma curva chamada eldstica. Os
sentidos positivos do deslocamento transversal v(x) (positivo na direcdo do eixo local y) e da
rotacdo por flexdao Ax) (positiva no sentido anti-horario) estdo indicados na Figura 2, onde a
eléstica estd indicada pela linha tracejada desenhada em uma escala ampliada exageradamen-

te.
9
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Figura 2 — Elastica de uma viga em balan¢o com deslocamento transversal e rotacao indicados
com seus sentidos positivos.
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Se por um lado o deslocamento transversal v(x) e a rotacdo &(x) sdo os parametros cinemati-
cos que definem a configuracdo deformada de uma barra na flexao, por outro lado os parame-
tros que definem os esforcos na barra sdo (veja Figura 3):

g(x) — taxa de carregamento distribuido transversal ao eixo da barra;

Q(x) —»esforco cortante (esfor¢o interno transversal), positivo quando entrando pela esquerda
for na direcdo de y, ou quando entrando pela direita for contrério a y;

M(x) -» momento fletor (esfor¢co interno de flexdo), positivo quando traciona as fibras
inferiores da se¢do transversal;

Vv, — forca transversal externa que atua na extremidade inicial de uma barra (positiva na
direcdo de y);

M, — momento de externo que atua na extremidade inicial de uma barra (positivo no sentido
anti-horario);

Vy —forga transversal externa que atua na extremidade final de uma barra (positiva na dire¢do
de y);

My - momento de externo que atua na extremidade final de uma barra (positivo no sentido
anti-horario).

y +dM
WW%WW M
VAT | | DTV %x 0
B
M, dx %
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Figura 3 — Diregoes positivas adotadas para carga distribuida transversal, esforcos internos e
esfor¢os externos nas extremidades de uma barra para o comportamento a flexao.
Complementando os pardmetros que definem o comportamento de uma barra a flexao, tem-se:

E — méddulo de elasticidade do material;

A — érea da secdo transversal da barra;

I :J. y*dA — momento de inércia da se¢do transversal em rela¢@o ao €ixo z.
A

2 Coeficientes de rigidez local a flexao

As mais importantes solu¢des fundamentais de barra isolada sdo os chamados coeficientes de
rigidez local ou de barra. No presente contexto, coeficientes de rigidez de barra sdo forcas e
momentos que devem atuar nas extremidades da barra isolada, paralelamente aos seus eixos
locais, para equilibrd-la quando uma deslocabilidade (deslocamento ou rotagdo) € imposta,
isoladamente, em uma das suas extremidades. A seguinte notacao € utilizada, conforme mos-
trado na Figura 4:

d’— deslocabilidade de barra no sistema local: deslocamento, na direcio de um dos eixos
locais x ou y, ou rotacdo em uma extremidade de uma barra isolada.



Departamento de Engenharia Civil

ki — coeficiente de rigidez de barra no sistema local: for¢a ou momento que deve atuar em
uma extremidade de uma barra isolada, na direcdo da deslocabilidade d;, para equilibra-
la quando a deslocabilidade unitaria d;=1 ¢ imposta, isoladamente, em uma das suas
extremidades.

O significado fisico dos coeficientes de rigidez de barra de poértico plano no sistema local é
mostrado na Figura 4. Essa figura indica, no seu topo, a configuracao deformada de uma bar-
ra isolada e o conjunto de for¢as e momentos que atuam nas extremidades da barra, paralela-
mente a seus eixos locais, para equilibra-la nessa configuracdo. Essas for¢as e momentos sdo
definidos como:

f{ = forga generalizada de barra no sistema local: for¢ca ou momento que atua na dire¢do da
deslocabilidade d; de uma barra para equilibra-la quando isolada.

Como indica a Figura 4, a configuracdo deformada de uma barra pode ser decomposta em
configuragdes deformadas elementares. A partir dessa superposi¢do, as forcas generalizadas
da barra s@o obtidas pela soma das forcas e momentos que equilibram a barra para cada uma
das configura¢des deformadas elementares.

Y
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Figura 4 — Superposicao de configuragdes deformadas elementares para compor a eldstica
final de uma barra de portico plano isolada.

Observa-se na Figura 4 o desacoplamento entre os efeitos axiais e transversais de flexdo de
uma barra. As deformadas elementares axiais provocadas por d; e d; ndo mobilizam os coe-
ficientes de rigidez de flexdo (forgas na direcao transversal ou momentos). Da mesma forma,
as deformadas elementares transversais de flexao provocadas por d;, d;, d; e d; ndo mobili-
zam coeficientes de rigidez axiais. Devido a esse desacoplamento, alguns coeficientes de ri-
gidez locais sdo nulos. Neste artigo, apenas os efeitos transversais de flexdo estdo sendo con-
siderados.

A superposicao de configuragdes deformadas elementares mostrada na Figura 4 resulta em
uma relacio entre cada for¢a nodal generalizada f; e as deslocabilidades da barra. Por exem-
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plo, a forca total f; € obtida pela soma das forcas axiais na extremidade inicial da barra, re-
sultando em: f; =kj,d; +k3,d,. Analogamente, a forca total f; € obtida pela soma das forgas
transversais na extremidade inicial da barra, resultando em: f; = k%, d5 +kisds +kysds + kyedy . Ge-
neralizando para todas as for¢as e momentos que atuam nas extremidades da barra, pode-se
escrever a seguinte relacdo matricial:

fil Tk O 0 Kkiy 0 0] (d]
fl 10 ke K 0 Ks K|
Al 0 ke Ks 0 ks K] 0
f[TlKe 0 0 Ky 0 04

£l 10 ke Ke 0 K K| |
o) Lo ke Ke 0 ks Kl 4

A Equacdo (1) também pode ser escrita de uma forma condensada:
{r1=[k14a%. 2)
Sendo:

{f'}—= vetor das forcas generalizadas de barra no sistema local: conjunto de forcas e
momentos que atuam nas extremidades de uma barra (nas dire¢des dos eixos locais)
para equilibrd-la quando isolada.

[K'| = matriz de rigidez de uma barra no sistema local: matriz dos coeficientes de rigidez local
ki nas dire¢des dos eixos locais.

{d} = vetor das deslocabilidades de barra no sistema local: conjunto de deslocabilidades de
uma barra nas direcdes dos eixos locais.

Duas observacgdes podem ser feitas quanto a matriz de rigidez da barra isolada. A primeira é
que pelo Teorema de Maxwell [1,5] a matriz € simétrica, isto é:

K =k ©

A segunda observagdo vem da superposi¢do de configuracdes deformadas elementares mos-
trada na Figura 4. Observa-se que os coeficientes de rigidez que correspondem a uma dada
configuracdo deformada elementar t€ém o mesmo indice j. Pode-se dizer entdo:

® A j-ésima coluna da matriz de rigidez [k'] de uma barra no seu sistema local corresponde
ao conjunto de forcas generalizadas que atuam nas extremidades da barra, paralelamente
a seus eixos locais, para equilibra-la quando é imposta uma configuracdo deformada tal
que d;=1 (deslocabilidade d; com valor unitdrio e as demais deslocabilidades com va-
lor nulo).

O Principio dos Deslocamentos Virtuais pode ser utilizado para deduzir os valores dos coefi-
cientes de rigidez de uma barra prismatica, isto €, uma barra com uma secao transversal uni-
forme ao longo de seu comprimento [3]. Na secdo 5 € apresentada a analogia da viga conju-
gada como uma metodologia para determinacdo de coeficientes de rigidez para barras nao
prismaticas.

Existem parametros de rigidez a rotacdao (Figura 5) que sdo considerados fundamentais, na
medida em que todos os coeficientes de rigidez local a flexdo podem ser deduzidos a partir
deles. Esses parametros sao definidos como [2]:
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- - Ky -tap Kp tpa
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Figura 5 — Parametros fundamentais de rigidez a rota¢do de uma barra.

K, — coeficiente de rigidez a rotacdo na extremidade inicial: momento que deve atuar na
extremidade inicial de uma barra isolada para impor uma rotagdo unitdria 6, =1 na
extremidade inicial enquanto todas as outras deslocabilidades sdo mantidas nulas.

t 45 —>coeficiente de transmissdo de momento da extremidade inicial para a extremidade final:
parametro que estabelece a relacdo entre o a coeficiente de rigidez K, € o momento que
€ necessdrio atuar na extremidade final para impor uma rotagdo 6, =1 na extremidade
inicial enquanto todas as outras deslocabilidades sdo mantidas nulas. O momento na
extremidade final sempre tem o mesmo sentido do momento K, .

Ky — coeficiente de rigidez a rotacdo na extremidade final: momento que deve atuar na
extremidade final de uma barra isolada para impor uma rotacdo unitdria 6;=1 na
extremidade final enquanto todas as outras deslocabilidades sdo mantidas nulas.

tps —> coeficiente de transmissdo de momento da extremidade final para a extremidade inicial:
parametro que estabelece a relagc@o entre o a coeficiente de rigidez K; € 0o momento que
€ necessdrio atuar na extremidade inicial para impor uma rotagdo 6; =1 na extremidade
final enquanto todas as outras deslocabilidades sdo mantidas nulas. O momento na
extremidade inicial sempre tem o mesmo sentido do momento Kj.

Embora quatro parametros fundamentais sejam apresentados, na verdade apenas trés seriam
necessarios, pois pela Equacdo (3) deduz-se que K, -t,5 =Kg-tg4, € portanto [2]:

Kp  tap
Optou-se por trabalhar com quatro parametros, ao invés de trés reduzidos pela Equacgdo (4),

para manter uma simetria entre as expressoes que relacionam os coeficientes de rigidez local a
flexdo com os parametros fundamentais de rigidez a rotagdo.

As expressdes para todos os coeficientes da matriz de rigidez da barra, com ou sem articula-
cdo, podem ser deduzidas diretamente com base nos parametros fundamentais de rigidez a
rotacdo [3].

Conforme mencionado, os valores do parametros fundamentais de rigidez a rota¢ido para uma
barra com uma se¢do transversal uniforme ao longo de seu comprimento tém expressao anali-
tica fechada. Eles podem ser deduzidos, por exemplo, pelo Principio dos Deslocamentos Vir-
tuais [3]:

4F]
1
tAB=tBA=E' (6)

Entretanto, ndo existem solu¢des analiticas fechadas para esses parametros para barras com
secdo transversal varidvel. Na secdo 6 € apresentada a analogia da viga conjugada como uma
metodologia para determinagdo dos parametros fundamentais de rigidez para barras ndo pris-
maticas.
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3 Reacoes de engastamento de barra isolada

Esta secdo define as solucdes fundamentais de engastamento perfeito de barras isoladas para
cargas transversais linearmente distribuidas aplicadas. Procedimentos andlogos podem ser
feitos para outros tipos de solicitagcdes.

A Figura 6 mostra a notagao e os sentidos positivos das reagdes de engastamento perfeito para
um carregamento transversal linearmente distribuido, em que:

A

fi — reagdo de engastamento perfeito de barra no sistema local: reacdo forca ou momento
que atua na direcdo da deslocabilidade local d; de uma barra com as extremidades fixas
para equilibrd-la quando atua uma solicitacdo externa.

q(x)=q4 -[l—ﬂﬂh Gj
Y qs
T q(x) )
e T

£ ¥
4 it
l I I

Figura 6 — Notagao e sentidos positivos de reacdes de engastamento perfeito a flexao para
uma barra isolada com carga transversal linearmente distribuida.

Para cada tipo de solicitagdo externa, é possivel definir dois parametros fundamentais dos
quais todas as reagdes de engastamento perfeito de uma barra isolada:

M, —-momento de engastamento na extremidade inicial: reacdo momento que atua na
extremidade inicial de uma barra com as extremidades fixas para equilibrd-la quando
atua uma solicitacio externa

My — momento de engastamento na extremidade final: reacdo momento que atua na
extremidade final de uma barra com as extremidades fixas para equilibrd-la quando atua
uma solicitacdo externa

A Figura 7 mostra a superposi¢do de efeitos que ¢é utilizada para determinar as reacdes de en-
gastamento da barra biengastada em fun¢do dos parametros fundamentais para uma carga
transversal linearmente distribuida. Cada parcela dessa superposi¢ao isola o efeito das rea-
coes momentos fundamentais e o efeito do carregamento distribuido, ambos atuando na viga
com apoios simples (biapoiada). A seguinte notacdo vai ser adotada:

VY — reacdo forga transversal na extremidade inicial da barra biapoiada para a solicitacdo
externa.

vy —reacdo forca transversal na extremidade final da barra biapoiada para a solicitacdo
externa.
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Figura 7 — Superposicao de efeitos para determinar reagdes de engastamento de uma barra
com carga transversal linearmente distribuida em funcao dos parametros fundamentais.

As reacdes de engastamento f3 e f6 saem diretamente das reacdes momentos fundamentais.
As reacdes f; e fi (forcas transversais) podem ser determinadas pela superposicio das rea-
coes forcas devidas as reacoes momentos fundamentais com as reacdes forcas devidas ao car-
regamento atuando na barra biapoiada. Isso resulta em:

Fi=My; )
fé=Mp; (8)
A, Ma+Mp A
L ©)
fé=_w+1}g_ (10)

l
Sendo, para o caso da carga transversal linearmente distribuida:

R .1 .1
V0=_‘7A _ 9B :
ATTT T T (11)
PO __QA'l_qB'l'

po-das i (12)

Assim como existem solucdes analiticas fechadas para os parametros fundamentais de rigidez
a rotacdo, é possivel obter expressdes fechadas para os parametros fundamentais de reacao de
engastamento para uma barra com uma seco transversal constante [3]:

9 ‘7A'12 ‘73'12 .

M,=—14"-_18 " . 13
A 20 30 (13)
9 QA'ZZ ‘73'12
My=+34a" 8" 14
B 30 20 14

De mesma forma, ndo existem solucdes analiticas fechadas para esses parametros para barras
com secdo transversal varidvel. Uma possivel metodologia para resolver esse problema vai
ser apresentada na secao 7.
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4 Idealizacdo do comportamento de barras a flexao

A andlise estrutural de estruturas reticuladas (cujos elementos estruturais podem ser conside-
rados como barras, isto €, pecas estruturais que t€ém uma dimensdo bem maior do que as ou-
tras duas) estd fundamentada na concep¢do de um modelo matematico, aqui chamado de mo-
delo estrutural, que adota hipdteses sobre o comportamento das barras.

O comportamento de vigas a flexdo foi formalizado no inicio do século 19 por Navier (1785-
1836). Ele estabeleceu um conjunto de relacdes diferenciais de equilibrio e compatibilidade
que fazem parte dessa formalizagdo, a chamada Teoria de Vigas de Navier. Esta se¢do faz um
resumo das principais relagdes dessa teoria. Essas relacdes sdo bdsicas para a andlise de es-
truturas reticuladas e podem ser encontradas em varios livros-texto sobre o assunto. O resu-
mo aqui mostrado estd baseado nos trabalhos dos seguintes autores: Féodosiev [6], Beer &
Johnston [7], Timoshenko & Gere [8], White et al. [1] e West [9]. A Figura 8 faz um resumo
de todas as expressoes associadas a essa teoria, mostrando o seu relacionamento.

A Teoria de Vigas de Navier estd fundamentada em quatro hipdteses bdsicas. A primeira
considera que os deslocamentos sdo pequenos em relagdo a altura da secao transversal da bar-
ra. A segunda hipétese despreza deformagdes provocadas por efeitos de cisalhamento (esfor-
cos cortantes). A terceira € a hipdtese de manutengdo das secoes transversais planas quando
a viga se deforma, proposta originalmente por Jacob Bernoulli (1654-1705). De acordo com
as segunda e terceira hipdteses, as secdes transversais de uma viga que se deforma a flexao
permanecem planas e normais ao eixo deformado da viga. Como ultima hipétese, é conside-
rado que o material tem um comportamento eldstico-linear, isto €, o material segue a Lei de
Hooke.

O modelo estrutural tem como premissa uma condi¢io de continuidade dos campos de deslo-
camentos e deformagdes no interior das barras. Essa condi¢ao de continuidade é for¢cada qua-
se que automaticamente quando s6 se admitem deformacdes continuas para as barras. Além
disso, os campos deslocamentos e deformagdes t€ém que ser compativeis entre si, isto €, os
deslocamentos e deformacdes de uma barra devem estar associados. Considerando que os
deslocamentos sdo pequenos, pode-se aproximar a rotacdo da secdo transversal pela tangente
da elastica. Dessa forma, pode-se associar o deslocamento transversal a rotacdo da secao
transversal em uma equagdo que também é considerada uma equacao de compatibilidade:

6= (15)
dx
A hipétese de manutencio das se¢des transversais planas garante uma continuidade de deslo-
camentos no interior de uma barra que sofre flexdo, pois cada secdo transversal permanece
encaixada com as suas adjacentes. Esta condicdo de compatibilidade pode ser resumida na
Equacao (16) que relaciona o momento fletor em uma secao transversal da barra com a curva-
tura da barra, que pode ser aproximada por d*v/dx* no caso de pequenos deslocamentos [8,1]:

P _ M@
dx?  El(x)’

(16)

A Equacao (16) € considerada uma relacao diferencial de compatibilidade, mas também en-
globa, no nivel de um elemento infinitesimal de barra, a lei constitutiva do material (relacdo
tensdo-deformacgdo) e o equilibrio entre tensdes normais e momento fletor (veja Figura 8).
Essa equagdo considera o caso geral de momento de inércia / varidvel ao longo da barra.
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TEORIA DE VIGAS DE NAVIER

Hipoteses basicas:

(a) Deslocamentos sdo pequenos em relagdo as
dimensdes da secdo transversal.

(b) Despreza-se deformacgdes por cisalhamento
(barras longas, isto é, comprimento é bem
maior do que a altura da secéo).

(c) SecOes transversais permanecem planas e

E®
A®

Parametros envolvidos:

modulo de elasticidade do material
area da secdo transversal

dA® area infinitesimal de uma fibra da se¢do

transversal

I = (‘ysz ® momento de inércia da secdo

transversal em relacéo ao eixo z

normais ao eixo da barra quando esta se g® taxa de carregamento distribuido transversal
deforma (Hipdtese de Bernoulll),. o ao eixo da barra (positiva na direcéo de y)
(d) Mafcerlal tem comportamento elastico-linear Q® esforgo cortante (positivo quando entrando
(Lei de Hooke). pela esquerda for na diregdo de y, ou quando
y,V entrando pela direita for contrario ay)
q(x) M ® momento fletor (positivo quando traciona as
WWWHTWHTH fibras inferiores da secdo transversal)
} v® deslocamento transversal (positivo na direcéo
+F x de )
X g ® rotacdo da secdo transversal por flexdo
@ (positiva no sentido anti-horario)
N - v dq ® rotagdo relativa interna por flexdo de um
\ elemento infinitesimal de barra
dv d ® variagdo de comprimento de uma fibra
Pequenos deslocamentos: ¢ » tan(q) ® d_x =q(x) genérica dada por y
e)f ® deformagédo normal na direcéo longitudinal de
Deformagcéo do elemento infinitesimal: uma fibra devida ao efeito de flexao
dq s | ® tensdo normal na diregéo longitudinal da
ﬁ d »dgoy barra devida ao efeito de flex&o
Za |
y o o o
7z dx Equilibrio do elemento infinitesimal:
X
\ _H dq Seciotransversal s (y) T T T Td
\3 M Q M +dM
~ dl I
IR |
ef:ﬁ®ef:__ S Q+dQ
O dx X 0 -
X
Relac&o tens&o vs. Equilibrio entre momento fletor e
deforma(;éo: d . tensdes normais: . . 0 ® d_Q 3 (X)
s ! =Ee/ sf =g d9,y0 M=) (-y)s [ dA A IR
YT & dx g
J . M
N dg _ 6 a Mo =0®|——=0Q(x)
M:Q(-y)fg?—xywm dx
dx " g
J d’M _
8, 6_dq d d2v _ M(x) e )
M:E@Qysz+xd—e|\/|:E|x_q =
e X I dx| |dx" ElX)|  Equacio de Navier:
d? é d?vu d*v _ qg(x)|(momento
_M —&ElX)—0=9(X) —>— =% de inércia
dq El dx dx? & dx? a dx* El constante)

Figura8 — Resumo da Teoriade Vigas de Navier.
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O modelo matemético adotado para a representacdo do comportamento de estruturas reticula-
das considera que as condi¢des de equilibrio devem ser satisfeitas para a estrutura como um
todo, para cada barra ou n6 isolado, ou para qualquer porcao isolada na estrutura. Isto inclui o
equilibrio de um elemento infinitesimal de barra.

O equilibrio de forcas no elemento infinitesimal na direcdo vertical, considerando as dire¢des
positivas mostradas na Figura 3, resulta em:

SE =09 4. (17)

O equilibrio de momentos em relacdo ao ponto O no canto inferior esquerdo do elemento in-
finitesimal (Figura 8), desprezando os termos de ordem superior, fornece a seguinte relacao:

_qg_, AM _
> Mp=0- o =Q(x). (18)

As Equacdes (17) e (18) podem ser combinadas, resultando em uma relacdo de equilibrio en-
tre 0 momento fletor em uma secao e a taxa de carregamento transversal distribuido:

2
’Z Rt (19)

A Teoria de Vigas de Navier estabelece uma equacgdo diferencial que relaciona os desloca-
mentos transversais v(x) de uma viga com a taxa de carregamento distribuido transversalmen-
te g(x), desprezando deformacdes devidas ao efeito cortante. A deducdo dessa equagdo estd
indicada na Figura 8. Considerando o caso geral de momento de inércia [ varidvel ao longo
da barra, tem-se:

d? d*v
M—Z{El(x)ﬁ}—ﬁx)- (20)

No caso em que a barra é prismatica (momento de inércia I da secdo transversal constante ao
longo da barra), tem-se:

o _q0)

dx*  EI @D

A Equacdo (20), ou a sua outra versao (21) para inércia constante, ¢ chamada de Equacdo de
Navier. Essa equacdo engloba, no nivel de um elemento infinitesimal de barra, todas as con-
dicdes que o modelo estrutural tem que atender: condi¢des de compatibilidade entre desloca-
mentos, rotacdes e deformacdes, lei constitutiva do material, condi¢des de equilibrio entre
carregamento transversal distribuido, esfor¢o cortante e momento fletor, e condi¢des de equi-
librio entre tensdes normais e momento fletor.

Pode-se ainda considerar a relacdo que existe entre o deslocamento transversal e o esfor¢co
cortante em uma barra, que é obtida pelas Equagdes (18) e (16), considerando EI constante:
4o _Q(x)

i®  EI (22)

11
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5 Analogia da viga conjugada

Esta secdo apresenta a Analogia da Viga Conjugada como uma metodologia para deduzir so-
lucdes fundamentais de vigas. Essa metodologia para andlise de vigas estd baseada em uma
comparacdo entre as equagdes diferenciais de equilibrio e de compatibilidade que regem o
comportamento de barras a flexdo. Essas equagdes foram mostradas secdo anterior e estao
reproduzidas na Tabela 1 de forma comparativa.

A analogia entre as equacdes diferenciais foi observada inicialmente por Mohr (1835-1918), e
por isso esse método € conhecido como Processo de Mohr [4].

Tabela 1 — Comparagdo entre equagdes diferenciais de equilibrio e
compatibilidade para flexdo de vigas.

Equagoes de Equagdes de
Equilibrio Compatibilidade
aM d
“o=Qw  Eq.(18) | 2= Eq. (15)
b4 dx
d*M d’v _ M(x)
= E . 1 = E . 1
2 q(x) q. (19) 2 " ElGo) q. (16)

Nota-se na Tabela 1 que o papel que M(x) faz nas equacdes de equilibrio € o0 mesmo que o
papel que v(x) exerce nas equagdes de compatibilidade, isto é, M(x) € andlogo a v(x). Obser-
va-se também que Q(x) € andlogo a 6(x) e g(x) a M(x)/El(x).

A idéia original de Mohr em explorar essa analogia estd em utilizar as equacdes de compatibi-
lidade da viga real como se fossem “equacdes de equilibrio” de uma viga ficticia, chamada de
viga conjugada, com carregamento g (x) = M(x)/El(x), esfor¢o cortante Qc(x) = f(x) e mo-
mento fletor M (x) = v(x), tal como indica a Tabela 2.

Com base nessa analogia, a resolu¢do do problema do equilibrio da viga conjugada ¢é
equivalente a resolucdo do problema da compatibilidade da viga real. Como a imposicao de
condicdes de equilibrio é, em geral, mais simples e intuitiva do que a imposicao de condi¢des
de compatibilidade, a analogia da viga conjugada se apresenta como uma alternativa para a
imposicao de condicdes de compatibilidade em vigas.

Tabela 2 — Analogia da viga conjugada.

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
Carregamento q(x) > §C(x) = M(x)/EIl(x)
Esforco cortante Qx) »  (QC(x)= 6(x)
Momento fletor M(x) — —> MC(x) = v(x)
Rotagio O(x)
Deslocamento transversal v(x)

A analogia da viga conjugada tem diversas aplicacdes na andlise de vigas. As principais sdo:

e (Célculo de deslocamentos em vigas.

12
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e Andlise de vigas hiperestaticas.
e Deducdo de coeficientes de rigidez de barras isoladas.
¢ Determinagao de reagcdes de engastamento de vigas para carregamentos arbitrarios.

Todas essas aplicacdes podem ser analisadas utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) [3]. Entretanto, a analogia da viga conjugada é uma alternativa mais simples de ser
utilizada em muitos casos, e também muito ttil quando a viga tem uma rigidez a flexao varia-
vel, isto é, quando EI ndo é constante. As secOes seguintes deste artigo mostram a determina-
cdo dos parametros fundamentais de rigidez a flexdo e de reagdes de engastamento para barras
isoladas.

A aplicagdo da analogia da viga conjugada requer a conversdo das restri¢des de apoio da viga
real para a viga conjugada. As restricdes de apoio, que sao condi¢des de compatibilidade da
viga real, s@o expressas em termos de deslocamentos transversais v e de rotacdes 6. Na viga
conjugada, as restri¢cdes relativas a deslocamentos transversais devem ser convertidas para
restricdes com respeito a momentos fletores M€, assim como as restri¢des que se referem a
rotagdes sio traduzidas para restrigdes impostas a esforcos cortantes Q°. A Tabela 3 mostra a
conversdo das possiveis restricdes de apoio em vigas (reais) para as correspondentes restri-
coes de apoio na viga conjugada em termos de momentos fletores e esfor¢os cortantes.

Na Tabela 3, os recalques de apoio impostos na viga real tém o sentido positivo, de acordo
com a convengdo de sinais adotada: deslocamento transversal v € positivo de baixo para cima
e rotacdo @ é positiva no sentido anti-horario. Os correspondentes momentos fletores M e
esforcos cortantes Q€ também sdo positivos na viga conjugada. Dessa forma, quando um re-
calque vertical positivo € imposto na viga real, o momento que € aplicado na viga conjugada
faz com que as fibras inferiores fiquem tracionadas na secao de aplicacao (isso corresponde a
um momento fletor positivo). Analogamente, quando uma rotacdo positiva é imposta como
recalque de apoio na viga real, a for¢a aplicada na viga conjugada provoca um esfor¢o cortan-
te positivo na se¢ao de aplicagdo.

Para se analisar uma viga pela analogia da viga conjugada, deve-se adotar a seguinte seqiién-
cia de procedimentos:

1° Conversido de restricdes de apoio da viga real para a viga conjugada conforme indicado
na Tabela 3.

2° Determinagdo do diagrama de momentos fletores da viga real parametrizado pelos valo-
res dos momentos fletores nas extremidades das barras.

3° Determinacio do carregamento na viga conjugada, ¢“(x) = M(x)/EI(x). A consideracio
de barras com rigidez a flexao EI varidvel (inércia varidvel) ao longo do comprimento
da viga € considerada no carregamento da viga conjugada.

4° Imposi¢ao de condi¢des de equilibrio da viga conjugada. Isso equivale a impor condi-
¢coes de compatibilidade da viga real.

13
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Tabela 3 — Conversdo de restricdes da apoio para a viga conjugada.

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
apoio simples A A apoio simples
v=0 020 T A T2 MC=0 QCz0

.

engaste g extremidade livre

v=0 @6=0 —— MC=0 Q€=0

—

extremidade livre
vz0 6#0

engaste

—— MC#0 Q%0

e

engaste deslizante g % engaste deslizante

020 =0 R ——R M0 Q=0
~

oom | e
apoio simples com C apoio simples com
recalque vertical Iv momento aplicado

0= ’OI MC =
engaste com g ’ IU —p ( extremidade livre com
recalque vertical E - ) momento aplicado
QC=pT

MC=p
0=p
engaste com g ¢ ’  extremidade livre com

recalque rotacao - DE l forga aplicada

o . Orsq = O Cesq = QCui o
apoio simples interno (o1 i Qﬂo&" rétula interna
C —
v=0 Me=0
C,.
rétula interna Ohsq Z Ohir esg # QCgir apoio simples interno
v 0 MC =0
g = Ghir QCesq = QCir
apoio simples interno % rétula interna_ com
com recalque vertical v=p momento aplicado
MC=p MC=p
72

descontinuidade de
deslocamento
transversal

AMC = p p
»—64 momento aplicado

AQ¢=p Tp

descontinuidade de

rotagio forca aplicada

6 Determinacao dos parametros fundamentais de rigidez a flexao

Uma aplicac@o importante da analogia da viga conjugada é a determinacdo de coeficientes de
rigidez a flex@o de barras. Conforme visto na secdo 2, todos os coeficientes de rigidez a fle-
x30 de uma barra podem ser deduzidos com base nos parametros fundamentais de rigidez a
rotagdo K, , t,p, Kg € tp,. A Figura 9 mostra a determinacdo de K, e t,5. Essa figura mos-
tra uma viga biengastada com uma rotacdo 6, = p imposta no sentido anti-horario na extre-
midade inicial da viga. O que se deseja determinar s@do os momentos M, =K,-p e
Mg =K, t,5-p de devem atuar nas extremidades inicial e final, respectivamente, para impor
essa configuracdo deformada.
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VIGA REAL VIGA CONJUGADA
Ma/EI0) () = M(x)/EI(x)

LT ~‘~\ k M
MAGA BD ’ o1

T l Mz /EI(l)

| ! I 1 —
va=0 v5=0 Mi=0 Ms=0
Ox=+p 6 =0 Qa=+p Q=0

Diagrama de momentos fletores:

_MAJ
q@ k%x ;
| Dy, Y MG=0= [ g°()-x-dx=0
M(x)

! C
ZFy=O = qu (x)-dx+p=0

Figura 9 — Célculo de parametros de rigidez a rotacdo da extremidade inicial de viga
biengastada.

A solug@o de uma viga hiperestética pela analogia da viga conjugada fica facilitada se o as-
pecto do diagrama de momentos fletores da viga real for determinado a priori. A Figura 9
indica os sinais dos momentos fletores nas extremidades com base nos momentos M, € Mp,
admitindo por hipdtese que eles sao positivos, isto €, que eles t€m o sentido anti-horério (con-
vencdo para momentos externos). Na extremidade inicial o momento fletor é negativo pois a
fibras de cima estdo tracionadas e na extremidade final o momento fletor é positivo pois as
fibras de baixo estdo tracionadas. O resultado disso é o diagrama de momentos fletores com
uma variagao linear que estd indicado na viga real da Figura 9. Na viga conjugada, isso resul-
ta em um carregamento distribuido qc(x) = M(x)/El(x) (vide Tabela 2), que no caso geral de
momento de inércia varidvel ndo tem uma variacao linear.

A criacdo da viga conjugada requer a conversao das condi¢des de contorno em termos de des-
locamentos e rotacdo da viga real para condi¢des de contorno em termos de momentos fleto-
res e esforcos cortantes na viga conjugada. A traducdo dessas condi¢des de contorno estd
mostrada na Figura 9 e segue o que estd indicado na Tabela 3. As duas extremidades da viga
conjugada estdo livres (sem apoio) e aparece uma for¢a aplicada com valor p para cima na
extremidade inicial pois o esfor¢o cortante na extremidade inicial tem que ser Q5 =+p.

Uma observagio importante é que a viga conjugada é hipostatica. E sempre assim: uma viga
real hiperestdtica acarreta em uma viga conjugada hipostdtica. Isso indica que a viga real
hiperestatica tem infinitas solu¢des que satisfazem as condi¢des de compatibilidade isolada-
mente, assim como tem infinitas solu¢des que satisfazem as condi¢des de equilibrio isolada-
mente (existem infinitos possiveis valores de M4 e Mp que satisfazem as equacOes de equili-
brio da viga real). A solugdo correta é aquela que satisfaz simultaneamente as condicdes de
equilibrio e de compatibilidade. Com base na analogia da viga conjugada, a solucdo correta é
aquela que satisfaz as condi¢des de equilibrio na viga conjugada pois estas substituem as con-
dicdes de compatibilidade na viga real. Como a viga conjugada € hipostética, o carregamento
da viga conjugada tem que ser auto-equilibrado pois ndo existem vinculos externos suficientes
para garantir o equilibrio em uma estrutura hipostatica.

Existem duas condi¢des de equilibrio na viga conjugada para garantir que o seu carregamento
seja auto-equilibrado:
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YR =0 = [ 400desp=0: (23)

!
ZM§=O = joqc(x)'x'dx=0. (24)

A Equacao (23) impde que o somatodrio das forgas verticais na viga conjugada seja nulo e a
Equacgdo (24) impde que o somatério dos momentos em relagdo ao ponto A na viga conjugada
seja nulo. Essas duas condi¢des formam um sistema de duas equagdes a duas incognitas que é
suficiente para determinar os momentos My e Mp.

Para determinar este sistema de equacdes, de forma a explicitar os valores de M, e Mp, é con-
veniente decompor o diagrama de momentos fletores da Figura 9 em duas parcelas lineares,
uma dependente s6 de M, e outra dependente s6 de Mp, tal como mostrado na Figura 10:

~MaTT T
MAC i .

AN
\l/M(x):MA -[%—1)

Mz

X

M
$ M(x)= M, (5) ’

l

Figura 10 — Parcelas do diagrama de momentos fletores que isolam os efeitos dos momentos
aplicados nas extremidades.

M(x)=M, -(?—1]; (25)

M(x) =M, G) . (26)

O diagrama de momentos fletores finais na viga biengastada é obtido pela soma das Equacdes
(25) e (26). Substituindo essas duas expressoes nas Equagdes (23) e (24), resulta em:

1 1
(x/1)-1 x/1 _o-
(J.OdeJ'MA +(J.0E1(x)dXJ'MB+p—O, (27)
a2 /1)-x "2 /1 B
[Iode]'MA+[I0EI(x)dX 'MB—O. (28)

A solucdo do sistema de equacgdes formado pelas Equacgdes (27) e (28) leva aos valores de My
e Mp. Dessa forma, chega-se aos valores dos parametros de rigidez a rotacdo K, € t 5:

M
K,="4:
AT, (29)
_MB
fas =, (30)

A determinagdo dos parametros fundamentais de rigidez a rotacdo K; e t,, € feita de maneira
andloga, tal como indicado na Figura 11. As duas equagdes de equilibrio na viga conjugada
sdo:
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YR, =0 = [ 90 dx=p=0: 31

)
ZM§=0 = J‘Oqc(x)'x'dx—p-l=0. (32)

Utilizando a mesma decomposicao do diagrama de momentos na viga real mostrada na Figura
10, chega-se no sistema de equagdes de equilibrio que permitem a determina¢do nos momen-
tos nas extremidades da barra isolada:

1 1
(x/l)—l ) J. x/l ) _N- 33
UO—EI(X) dx |- M, + OEI(x)dx My-p=0; (33)
Ilwdx M, + Ilﬂdx My —p-1=0. (34)
o El(x) A1) D EIx) B
VIGA REAL VIGA CONJUGADA
"
Ma/EI(0)
]\/I£§i1¢1‘~,~~ ~~~~~ /2 Mg ! lp
{ | ) = M)/ EI) - MB/EIO
} I | e— 1 —+
va=0 vg=0 MXZO M1§=0
61=0 Oz =+p Qa=0 Q= +p

Diagrama de momentos fletores:

el
y @%x ZMCZO =

!
\L ) +M3 IOQC(X)'X'dx—P'l=0

M(x

! C
SF, =0 = [ a°@-dx-p=0

Figura 11 — Calculo de parametros de rigidez a rotagao da extremidade final de viga
biengastada.

A soluc¢do do sistema de equagdes formado pelas Equagdes (33) e (34) leva aos valores de My
e Mp. Isso permite determinar os parametros de rigidez a rotacdo Ky € fp,:

M
Ky=—"2&;
BT, (35)
— MA
tpa "M, (36)

Observa-se que a metodologia apresentada resulta em integrais cujos integrandos correspon-
dem a uma divisdo de polindmios, que no caso geral ndo tem solucdo analitica fechada. Neste
trabalho, essas integrais sdo resolvidas numericamente através de uma integracdo de Gauss
implementada adaptativamente para obter uma precisdo numérica adequada. Utiliza-se uma
fun¢ado de interpolagdo Lagrangeana cubica para descrever a variagdo do momento de inércia
da secdo transversal em x. Como o momento de inércia varia cubicamente com a altura da
secdo transversal, isso corresponde ao caso de misula reta. A Figura 12 indica os valores de
amostragem que foram adotados na interpolacdo Lagrangeana do momento de inércia ao lon-
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go da barra. Quatro valores sdo amostrados (Io=I4, I1, I € I3=I5): no inicio da barra, a um terco
do vao, a dois ter¢os do vao e no final da barra. Os valores intermedidrios (1 e I,) sdo calcu-
lados com base nos valores das alturas intermedidrias (k1 € h,) da secd@o transversal, que por
sua vez sdo obtidas por interpolacdo linear (misula reta) dos valores das alturas da se¢do nas
extremidades (ho=ha € ha=hs).

//‘h%/hFhB
1
ho=ha

=
To=Ia

=— X1 —=

X2

I

Figura 12 — Misula reta com variagao ctibica do momento de inércia ao longo de uma barra
com misula reta (altura da secdo transversal variando linearmente).

Com base na metodologia descrita nesta secdo para calcular os parametros fundamentais de
rigidez a flexdo, foi implementada uma funcdo em C (RotStiffCoef) que esta descrita na se-
cdo 8. A implementacdo considera uma barra com variacao ctibica do momento de inércia da
secdo transversal.

Alguns resultados obtidos por esta implementacdo s@o comparados com tabelas atribuidas a
Guldan apresentadas por Siissekind [2]. Essas tabelas contém valores para os parametros
fundamentais de vigas em misula com secdo transversal retangular. As Tabelas 4 e 5 compa-
ram os valores calculados pela presente metodologia [vc] com os mostrados por Siissekind [2]
para vigas em misula reta com valores da relagdo Iz/14 variando de 1,000 a 0,005. Os valores
dos coeficientes de rigidez a rotacdo (K4 € Kz) sdo mostrados de forma adimensional multipli-
cados por I/(E Ig). Os valores do coeficiente de transmissdo de momentos (t4s) também sdao
mostrados de forma adimensional multiplicados por K. I/(E Is). Valores para o outro coeficien-
te de transmissao de momentos (ts4) podem ser obtidos com base na relagao K, -t 4,5 =Kp -tzs —

vide equacdo (4).

Tabela 4 — Parametros fundamentais de rigidez a rotag¢do para vigas em misula reta com se¢do
transversal retangular (Iz/14 variando de 1,000 a 0,150).

Iz/1a 1,000 0,900 0,800 0,700 0,600 0,500 0,400 0,300 0,200 0,150

K4 l/(E IB) [VC] 4,00 433 4,73 5,23 5,87 6,74 7,99 9,94 13,55 16,90
Ka l/(E Is) [2] 4,00 4,30 4,74 5,23 5,88 6,74 7,99 9,94 13,55 16,90
Kz l/(E IB) [VC] 4,00 4,11 4,23 4,38 4,55 4,77 5,05 5,44 6,05 6,54
Kz l/(E Is) [2] 4,00 4,08 4,24 4,38 4,55 4,77 5,05 5,44 6,05 6,54
tap K4 l/(E IB) [VC] 2,00 2,11 2,24 2,39 2,58 2,83 3,17 3,67 4,50 522
tap Ka l/(E Is) [2] 2,00 2,08 2,25 2,39 2,58 2,83 3,17 3,67 4,51 5,22
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Tabela 5 — Parametros fundamentais de rigidez a rotag¢do para vigas em misula reta com se¢ao
transversal retangular (Iz/14 variando de 0,120 a 0,005).

Iz/1a 0,120 0,100 0,080 0,060 0,050 0,040 0,030 0,020 0,010 0,005

Ka l/(E Ip) [VC] 20,07 23,11 27,48 34,37 39,63 47,19 59,17 81,51 141,57 247,26
Kal/(E Iy) [2] 20,07 23,11 27,43 34,37 39,63 47,20 59,17 81,51 141,57 247,26
Kz 1/(E Ip) [VC] 6,94 7,29 7,74 8,38 8,81 9,37 10,15 11,37 13,85 16,93
Kgp 1/(E Ig) [2] 6,94 7,29 7,68 8,38 8,81 9,37 10,15 11,37 13,85 16,93
tap Ka1/(E Ip) [VC] 5,85 6,42 7,20 8,35 9,17 10,29 11,95 14,76 21,22 30,59
tap Ka1/(E Ig) [2] 5,85 6,42 7,14 8,35 9,17 10,29 11,95 14,76 21,22 30,59

Observa-se nessa comparagdo que as diferencas entre os resultados atuais e os apresentados
por Siissekind s@o minimas, demonstrando que a presente metodologia estd correta. A vanta-
gem da presente metodologia é que ela calcula numericamente os parametros fundamentais de
rigidez para qualquer valor da relagdo I/I4 e para qualquer forma de se¢ao transversal (nao sé
a retangular).

7 Determinacio de reacoes momento de engastamento para carregamento transversal
linearmente distribuido

Outra aplicacdo importante da analogia da viga conjugada € a determinacdo dos momentos
M, e M, de engastamento perfeito nas extremidades de barras submetidas a cargas arbitra-
rias. A Figura 13 mostra o diagrama de momentos fletores de uma viga (real) biengastada
submetida a um carregamento linearmente distribuido, sendo a taxa de carregamento distribu-
ido no inicio da barra igual a g4 e a taxa no final igual a g3.

Assim como foi feito na secdo anterior, é conveniente decompor o diagrama de momentos
fletores na viga de forma a explicitar os valores de M,eM,. Além disso, o efeito da carga
distribuida também € separado no diagrama. Conforme indica a Figura 13, o digrama de mo-
mentos fletores € dividido em duas parcelas lineares, uma dependente s6 de M , e outra de-
pendente s6 de My, e em uma parcela cubica M,(x), que corresponde ao polindmio do tercei-
ro grau resultante da carga linearmente distribuida atuando na viga biapoiada (apoios articula-
dos):

M(x):MA(?—1)+AA/IB-(%)+Mq(x); (37

Mq(x)=q3_qA 3404 xz_z'qA'l"‘QB'l_x

61 R 6 ' (38)
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Figura 13 — Diagrama de momentos fletores de viga (real) biengastada para uma carga
linearmente distribuida.

Para determinar os valores de M, e M, pela analogia da viga conjugada, é necessario con-
verter as condi¢des de contorno em termos de deslocamentos e rotagdo da viga real para con-
dicdes de contorno em termos de momentos fletores e esfor¢os cortantes na viga conjugada.
A tradugdo dessas condi¢des de contorno estd mostrada na Figura 14 e segue o que estd indi-
cado na Tabela 3. As duas extremidades da viga conjugada estdo livres (sem apoio). Essa
figura também mostra o carregamento na viga conjugada, que corresponde a ¢“(x) =
M(x)/El(x), sendo que M(x) é dado pelas equacdes (37) e (38).

A determinacio dos momentos de engastamento M, e M, é feita de maneira analoga ao que
foi feito na sec@o anterior, isto €, impde-se que o carregamento da viga conjugada seja auto-
equilibrado. Disso resulta duas equacdes de equilibrio na viga conjugada. A primeira impde
que o somatorio das forgas verticais na viga conjugada seja nulo e a segunda equagao impde
que o somatério dos momentos em relacdo ao ponto A na viga conjugada seja nulo:

1 1 1
U‘ (X/l)_ldeM“U x/1 deMB+I M@)o (39)
) EIX) VEI() ) EI(x)
1 1 ) .
U (xz/z)—xdeMNU ﬂdijB+I Mo, (40)
) EI@) D EI(0) ) EI)
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\l/(]c(X)= M(x)/I(x) WMB /1(x)

| l |

Figura 14 — Viga conjugada e seu carregamento para determinagao dos momentos de
engastamento para uma carga linearmente distribuida.

Foi implementada uma fun¢ao em C (FixEnd_q) que estd descrita na sec@o 8 para calcular os
momentos de engastamento perfeito de uma barra com variagdo cibica do momento de inér-
cia da secdo transversal para uma solicitacao de carga transversal linearmente distribuida.

Para testar esta implementacdo, € feita uma comparacdo com tabelas de Guldan apresentadas
por Siissekind [2]. Essa tabelas contém valores para os momentos de engastamento perfeito
de vigas com secdo transversal retangular e somente consideram o caso de uma carga trans-
versal uniformemente distribuida (¢ = g4 = gg). As Tabelas 6 e 7 mostram a comparacao dos
valores calculados pela presente metodologia [vc] com os mostrados por Siissekind [2] para
vigas em misula reta com valores da relacdo Iz/I4 variando de 1,000 a 0,005. Os valores dos
momentos de engastamento perfeito (M, e Mj) sdo mostrados de forma adimensional mul-
tiplicados por 12/gI>. Observa-se pelas equacdes (13) e (14) que ¢i*/12 é o valor dos momen-
tos de engastamento perfeito para uma barra com momento de inércia constante e solicitada
por uma carga uniformemente distribuida q.

Tabela 6 — Momentos de engastamento perfeito para vigas em misula reta com secao trans-
versal retangular para carga transversal uniformemente distribuida
(Iz/14 variando de 1,000 a 0,150).

Iz/1a 1,000 0,900 0,800 0,700 0,600 0,500 0,400 0,300 0,200 0,150

MA 12 /qlz [VC] 1,000 1,021 1,045 1,073 1,105 1,144 1,192 1,256 1,349 1,416

MA 12 /qlz [2] 1,000 1,018 1,043 1,071 1,110 1,146 1,193 1,255 1,348 1,416

_MB 12 /qlz [VC] 1,000 0,979 0,956 0,930 0,901 0,867 0,826 0,776 0,708 0,663

—MBlz /qlz [2] 1,000 0,978 0,955 0,931 0,897 0,866 0,826 0,777 0,709 0,663
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Tabela 7 — Momentos de engastamento perfeito para vigas em misula reta com secao trans-
versal retangular para carga transversal uniformemente distribuida
(Iz/14 variando de 0,120 a 0,005).

Iz/I1a 0,120 0,100 0,080 0,060 0,050 0,040 0,030 0,020 0,010 0,005

MA 12 /ql2 [VC] 1,469 1,513 1,567 1,638 1,683 1,739 1,812 1,916 2,095 2,274

MA 12/q12 [2] 1,469 1,513 1,571 1,638 1,683 1,739 1,812 1,916 2,095 2,274

_MB 12 /ql2 [VC] 0,629 0,602 0,570 0,531 0,507 0,479 0,445 0,400 0,331 0,272

_MB 12 /qlz [2] 0,629 0,602 0,566 0,531 0,507 0,479 0,445 0,400 0,331 0,272

As Tabelas 6 e 7 mostram que sdo minimas as diferencas entre os resultados atuais e os apre-
sentados por Siissekind, demonstrando que a presente implementacdo estd correta. A vanta-
gem da presente implementacdo é que ela calcula numericamente os momentos de engasta-
mento perfeito para qualquer valor da relacdo I/I4, para qualquer forma de se¢do transversal
(ndo s6 a retangular) e para cargas transversais linearmente distribuidas (ndo somente cargas
uniformes).

8 Implementacao computacional

Com base no exposto nas secdes 6 e 7 foram implementadas func¢des utilizando a linguagem
computacional C para fazer o calculo dos parametros fundamentais de uma barra com varia-
cdo cubica do momento de inércia da sec¢do transversal ao longo do seu vao (misula reta).
Dessa forma, foi implementada uma funcdo (RotStiffCoef) para calcular os coeficientes de
rigidez a rotacdo K, e Kj e os coeficientes de transmissdo de momentos f,; € fz,, € outra
fun¢do (FixEnd_q) para calcular as reagcdes momentos de engastamento perfeito provocados
por uma carga transversal linearmente distribuida.

A funcdo RotstiffCoef resolve dois sistemas de duas equacdes com duas incdgnitas: o sis-
tema formado pelas equacdes (27) e (28); e o sistema formado pelas equacdes (33) e (34). A
fun¢do FixEnd_q resolve o sistema formado pelas equagdes (39) e (40).

Os coeficientes dessas equagdes correspondem a integrais de divisdes de polindmios. Portan-
to, as funcdes RotStiffCoef € FixEnd fazem uso de uma fungdo auxiliar (IntegraDivPoli)
que faz o cdlculo da integral da divis@o de dois polindmios quaisquer. Essas trés fungdes sao
descritas a seguir.
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void RotStiffCoef( double len, double IO, double Il1, double I2, double I3,
double* Ka, double* Kb, double* tab, double* tba )

Esta funcdo calcula os coeficientes de rigidez a rotac@o e os coeficientes de transmissao de
momentos para uma barra com variacao cibica do momento de inércia da secdo transversal.

Pardametros:
len  _ comprimento da barra (input)
I0 — valor do momento de inércia da secdo transversal no inicio da barra (input)
I1 — valor do momento de inércia a 1/3 do vao da barra (input)
I2 — valor do momento de inércia a 2/3 do vao da barra (input)
I3 — valor do momento de inércia no final da barra (input)
Ka — coeficiente de rigidez a rotacao no inicio da barra (output)
Kb — coeficiente de rigidez a rotacdo no final da barra (output)
tab  _ coeficiente de transmissdo de momentos do inicio para o fim da barra  (output)
tba  _ coeficiente de transmissdo de momentos do fim para o inicio da barra  (output)

void FixEnd_g( double len, double ga, double gb, double IO, double II,
double I2, double I3, double* Ma, double* Mb )

Esta fungao calcula as reacdes momentos de engastamento perfeito para uma barra com varia-
cdo cubica do momento de inércia da secdo transversal solicitada por uma carga transversal
linearmente distribuida ao longo do seu vao.

A convencgdo de sinais para carga transversal € tal que valores positivos correspondem a dire-
¢do para cima (na direc¢do do eixo local y transversal a barra).

A convengdo de sinais para as reagcdes momentos de engastamento € tal que valores positivos
correspondem a momentos no sentido anti-horéario.

Parametros:
len  _ comprimento da barra (input)
gqa — valor da carga transversal no inicio da barra (input
gb — valor da carga transversal no final da barra (input)
I0 — valor do momento de inércia da secdo transversal no inicio da barra (input)
I1 — valor do momento de inércia a 1/3 do vao da barra (input)
I2 — valor do momento de inércia a 2/3 do vao da barra (input)
I3 — valor do momento de inércia no final da barra (input)
Ma —reacdo de engastamento perfeito no inicio da barra (output)
Mb —reacgdo de engastamento perfeito no inicio da barra (output)
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double IntegraDivPoli( int grauPoliNumerador, double* PoliNumerador,
int grauPoliDenominador, double* PoliDenominador,
double a, double b)

Esta fungdo realiza a integragcdo da divisdo de dois polindmios no intervalo [a,b].

A fungdo verifica se € necessario subdividir o intervalo de integracdo. No caso de a diferenca
entre o valor da integral calculado em todo o trecho ser diferente, a menos de uma tolerancia,
da soma dos valores calculados nas duas metades do trecho, a fungdo calcula recursivamente a
integral em cada metade do trecho. A funcgdo utiliza integracdo numérica de Gauss com qua-
tro pontos de integracdo em cada trecho.

Parametros:
grauPoliNumerador — grau do polindmio do numerador (input)
PoliNumerador — coeficientes do polindmio do numerador (input)
grauPoliDenominador  _ orau do polindmio do denominador (input)
PoliDenominador — coeficientes do polindmio do denominador (input)
a — limite inferior de integracdo (input)
b — limite superior de integragdo (input)

Retorna:

Resultado da integracao.

9 Conclusoes

Este trabalho mostrou que € possivel determinar parametros fundamentais para barras com
variacao linear da altura da se¢do transversal (misula reta) de uma forma numérica, simples e
eficiente.

A metodologia adotada, baseada na analogia da viga conjugada, resultou em uma implemen-
tacdo computacional em C. Uma fun¢do implementada calcula coeficientes de rigidez a rota-
cdo e coeficientes de transmissdo de momentos para barras isoladas. Outra funcio calcula
reacoes momentos de engastamento perfeito para barras submetidas a cargas transversais line-
armente distribuidas. Os parametros calculados por essas funcdes sdo considerados funda-
mentais pois podem ser utilizados como base para o cdlculo de todos os outros parametros
(solugdes fundamentais) que descrevem o comportamento de uma barra isolada no contexto
do Método dos Deslocamentos.

As funcgdes implementadas estdo prontas para serem incorporadas a qualquer programa de a-
nalise de estruturas que utilizem este método. Isso ja estd sendo realizado no programa Ftool
[10].

Como continuagdo do trabalho, sugere-se a determinagdo de reacdes momentos de engasta-
mento perfeito para outras solicitagdes, tais como variagdo de temperatura. Além disso, seria
importante a consideracdo de misulas parabdlicas (altura da secdo transversal variando em um
polindmio do segundo grau ao longo do comprimento da barra). Para tanto, é necessario con-
siderar a variacdo do momento de inércia da secdo transversal utilizando um polindmio do
sexto grau.

24




Departamento de Engenharia Civil

10 Agradecimentos

Os autores agradecem o pesquisador Alexandre de Oliveira Lopes do Tecgraf/PUC-Rio pela
ajuda na implementacio da fun¢do que calcula a integral da divisao de polindmios. A aluna
teve uma bolsa de iniciacao cientifica (PIBIC) do CNPgq.

11 Referéncias

1. - White, R.N., Gergely, P. e Sexsmith, R.G. Structural Engineering — Combined Edition
— Vol. 1: Introduction to Design Concepts and Analysis — Vol. 2: Indeterminate Struc-
tures, John Wiley & Sons, New York, 1976.

2 - Siissekind, J.C. Curso de Analise Estrutural — Vol. 3: Método das Deformacoes e
Processo de Cross, Editora Globo, Porto Alegre, 1977.

3 - Martha, L.F. Métodos Basicos da Analise de Estruturas, http://www.tecgraf.puc-rio.br/
~Ifm, 2006.

4 - Siissekind, J.C. Curso de Andlise Estrutural — Vol. 2: Deformacoes em Estruturas e
Método das Forcas, Editora Globo, Porto Alegre, 1977.

5 - Tauchert, T.R. Energy Principles in Structural Mechanics, McGraw-Hill, New York,
1974.

6 - Féodosiev, V. Resisténcia dos Materiais, Edi¢cdes Lopes da Silva, Porto, Portugal, 1977.

7 - Beer F.P. e Johnston Jr, E.R. Resisténcia dos Materiais, Terceira Edicdo, MAKRON
Books, Sdo Paulo, 1996.

8 - Timoshenko, S.P. e Gere, J.LE. Mecanica dos Solidos, Vols. 1, Livros Técnicos e Cientifi-
cos, Rio de Janeiro, 1994.

9 - West, H.H. Analysis of Structures: An Integration of Classical and Modern Methods,
Segunda Edi¢ao, John Wiley & Sons, Nova lorque, 1989.

10 - Martha, L.F. Ftool: Two-dimensional frame analysis tool, http://www.tecgraf.puc-
rio.br/ ftool, 2002.

25



