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1. Integracdo Numérica - Regra de GaussL egendre

A integracd® numérica onsiste em aproximar o integral de uma funcdo através de um
somatorio. Considerando ointervalo [-1, 1],
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onde ¢; sdo as coordenadas dos pontos de integracd e w; 0S pesos desses pontos.
Utilizando um dnico pont0'
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Paraf(é) =a+ b ¢, aintegrac® € sempre exada
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Utilizando 2 pontos:
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Umavezque eistem 4 pardmetros, considere-se um polinémio f(§) =a+b &+c & +d &
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Para aintegrac® ser exada,
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Sendo as equagdes ndo lineaes, este sistema € de dificil resolugén. Contudo, demonstra-se
gue a coordenadas dos pontos de Gausssao os zeros dos polinomios de Legendre, pelo que:
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Nestas condicdes, os pesos s facil mente obtidos resolvendo o sistema de equagdes lineaes:
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Genericamente, a regra de integrac® de Gauss de n pontos permite integrar exadamente
polinbmiosde grau 2n - 1.

2. Shear-Locking em elementosfinitos de laje de Mindlin-Reiser

Dos termos ndo nulos da matriz D, os que etdo relacionados com a deformacé por flexéo

podem ser agrupados numa submatriz Dy, enquanto os reladonados com a deformacéo por
corte podem ser agrupados na submatriz D, pelo que se pode escrever:
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O mesmo pode ser feito para o operador de compatibilidade:
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Conseguentemente,
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Substituindo estas expreses na expressdo da matriz de rigidez elementar, verifica-se que
esta € asoma duma parcela relativa a deformacé por flexdo com uma parcela relativa a
deformacé por corte, isto &
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Quando WL diminui, como
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os termos de K¢ tornam-se muito pequenos face @s de K.

Nestas circunstancias, o erro numérico na soma de Kie com Kge faz om que os
deslocamentos do modelo de elementos finitos dependam principalmente da deformabil idade
por corte. Isto é predsamente 0 oposto do gue sucede na realidade, pois os deslocamentos
duma laje fina dependem principal mente da deformabil idade por flex&o.

Como a deformabilidade por corte é proporcional a 1/h e adeformabilidade por flexdo &
proporcional a 1/h% isto significa que arigidez do modelo de dementos finitos, & partida
sempre maior do que adalajereal, estd anda aser sobrestimada devido aos erros numericos.

Este fendbmeno de sobrestimagéo da rigidez é designado por locking ou, sendo devido a
rigidezde wrte, shear-locking.

Quando a integracd da matriz de rigidez éefeduada numericamente, aravés da regra de
Gauss a sobrestimacéo da rigidez pode ser evitada reduzindo o nimero de pontos de
integraca utili zados.

A integracd reduzida diminui arigidez da malha de elementos finitos, podendo até tornar a
malha menos rigida do que algje real. Além disso, pode tornar a matriz de rigidez global mal
condicionada, causando o aparedmento de deslocamentos espurios, ou mesmo singular.

Para evitar 0 mau condicionamento da matriz de rigidez global, a integracé reduzida néo
deve ser uniforme, afedando as duas parcelas da rigidez, mas lectiva, subintegrando apenas
aparcelade orte.

Os elementos finitos de grau mais baixo sd0 os mais nsiveis a0 fendbmeno de locking,
guando a integracé® € completa. Simultaneamente, sd0 0s mais ausceptivels de originar uma
matriz de rigidez global mal condicionada, quando a integracé é reduzida, mesmo de forma
selediva



